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Exercicios Resolvidos

Funcao inversa e funcao implicita

Exercicio 1 Seja f : R? — R? definida por

f(x,y) = (e’ cosy, e” seny).

a) Mostre que f € localmente invertivel, i.e., que dado um ponto qualquer xy € R? existe
uma vizinhanca V' 3 xg na qual f € invertivel.

b) Serd f globalmente invertivel? Justifique.

¢) Calcule Df~1(1,0).

Resolucao:
a) Pelo Teorema da Fungao Inversa, basta verificar que o Jacobiano de f nunca se anula:

e*cosy —e®seny
e*seny e*cosy

Jf(w,y) =

‘:eh#o.

b) Nao, porque nao é injectiva: f(x,y) = f(x,y + 2m).

¢) Pelo Teorema da Fungao Inversa, e notando que (1,0) = f(0,0),

b= st =2 0] =3 0]

Exercicio 2 Seja f : ]0,4+o00[ x |0, 27[ — R? definida por
f(r,0) = (rcosf,rsend).
a) Mostre que f € localmente invertivel.

b) Serd f globalmente invertivel? Justifique.
c) Sendo (z,y) = f(r,0), calcule Df~(z,y).

Resolucgao:



a) Pelo Teorema da Fungao Inversa, basta verificar que o Jacobiano de f nunca se anula
no dominio de f:

Jf(r,0) = =7r 0.

senf rcosd

cos —rsenf ‘

b) Sim: se (z,y) = f(r,0) entdo r = y/x? + y? é a distancia de (z,y) a origem e 0 € ]0, 27|
é o angulo entre (x,y) e o eixo dos zx, ambos definidos de forma univoca.

¢) Pelo Teorema da Fungao Inversa,

Y

-1
1 | cosf® —rsenf _ 1} rcosf rsend
Df~(w.y) = [sen& rcosf } o7 [ —senf cosf

onde (r,0) = f~1(z,y).

Exercicio 3 Seja f : R? — R? definida por
fz,y,2) = (¥° + 22,2 + 2%, 2° + 7).

a) Determine todos os pontos para os quais o Teorema da Fung¢do Inversa garante a
existéncia de uma inversa local para f.

b) Serd f globalmente invertivel? Justifique.

¢) Calcule Df~Y(2,2,2), onde f~1 € a inversa local de f numa vizinhanga do ponto (1,1,1).

Resolucgao:

a) Uma vez que
0 2y 2z
Jf(r,y,2)=|2x 0 2z |=16xyz,
2¢ 2y O

vemos que o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia de uma inversa local na
vizinhanca de todos os pontos fora dos planos coordenados.

b) Nao, porque f nao é injectiva: por exemplo, f(—x,y,z) = f(z,y, 2).

c¢) Pelo Teorema da Funcao Inversa, e notando que f(1,1,1) = (2,2,2), temos
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Df12,2,2)=[Df(1,1,1)]'=1]2 0 2 =701 11
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Exercicio 4 Considere a funcio F : R? — R definida por
F(z,y) = 2° + 2° — 42

a) Quais 0s pontos da curva de nivel F~1(0) em que o Teorema da Fungdo Implicita nao
garante a existéncia de uma vizinhanga na qual o conjunto € da forma y = f(x)?

b) Esboce o conjunto de nivel F~1(0). O que pode dizer sobre os pontos que determinou
na alinea anterior?

c) Seja f a fungdo cujo grdfico descreve F~1(0) numa vizinhanga do ponto (3,6). Calcule

f'(3).

Resolugao:

a) Tratam-se dos pontos da curva de nivel para os quais

oF
a—y($,y)—0<:>y—0-

Os pontos da curva de nivel para os quais y = 0 devem satisfazer
3., .2 _ 1.
4+ =0r=00uzr=—1;
logo, os pontos pedidos sdo os pontos (—1,0) e (0,0).

b) Trata-se de uma curva em forma de «, sendo o ponto mais & esquerda o ponto (—1,0)
e o ponto duplo o ponto (0,0). Em nenhuma vizinhanga de nenhum destes pontos é
possivel representar a curva como o gréafico de uma fungao y = f(x), j4 que cada valor
de x corresponderia a dois valores de y.

¢) Tem-se
F(z, f(2)) =0« 2® +2* — [f(2)]* = 0 = 32° + 22 — 2f(2) f'(z) = 0.
Como f(3) = 6, tem-se

246 127(3) = 0 f/(3) = 14—1



Exercicio 5 Considere a funcao F : R* — R? definida por
F(z,y,z,w) = (y* + w* — 2z2,y° + w* + 2° - 2°).

a) Mostre que existe uma vizinhan¢a do ponto (1,—1,1,1) na qual o conjunto de nivel
F71(0,0) ¢é dado por x = f(y,w),z = g(y,w).

b) Calcule as derivadas parciais de f e g no ponto (—1,1).

Resolugao:

a) Basta ver que

OF [ -2z -2 }

o(z, 2) 3z%  —3z27
e que
‘ _32 :§ ‘:12#0.
b) Temos
OF OF  J(f,9)

F W)y, gy, w),w) =0 = + . =
et 9000 =0 G, 50 5002 oy )
2y 2w + —2z —2x Oyf Ouwf | |00
3y% 3w? 322 —322 99 Owg | |0 0|
No ponto (1, —1,1,1) esta igualdade fica

el S - loa]
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