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Exercicios Resolvidos

Derivadas de ordem superior. Extremos

Exercicio 1 Determine e classifique os pontos de estacionaridade da func¢ao

fz,y) = ye v~

Resolugao: Os pontos de estacionaridade sao os pontos que verificam

V(z,y) = (—2zyev" = (1 - 2y%)e! ") = (0,0),

ou seja,
2zy =0 r=0 V y=0
1-2y2=0 — y:%? Voy=-¥2
Assim, os pontos de estacionaridade sao (0, ‘/75) e (0,—%2).

A matriz Hessiana de f é dada por

2

2(22% — 1)el ¥~ 22(2y? — 1)e! "7
H(ZL" y) - 2 2 2 2
22(2y? — 1)el v =" 2y(2y* — 3)el v

Nos pontos de estacionaridade obtemos

H( \/§>: V2 0

Ry ’
0 F2v2e
donde podemos concluir que (0, \/75) é um ponto de maximo local e (0, —\/75) é um ponto de
minimo local. O valor do maximo é f(0, \/75) = % e o valor do minimo é f(0, —‘/75) = —‘/—2276.
Exercicio 2 Mostre que a fun¢ao f(x,y) = 1+$—2+y2 tem mdximo e minimo no con-

junto
Q={(z,y) eR*: 2] < 1; [y| <1},

e determine os pontos correspondentes.

Resolugao: Sendo f continua e () um conjunto compacto, f tem méaximo e minimo em
Q. (Teorema de Weierstrass).
Da defini¢ao de f, podemos concluir imediatamente que:



a) £(0,0) > f(x,y) Y(z,y) # (0,0) e, portanto, a origem é o ponto de méaximo absoluto
de f.

b) Os conjuntos de nivel de f sdo circunferéncias centradas na origem e f decresce a
medida que ||(z,y)]|* = (2? +y?) — oo, ou seja, & medida que o raio das circunferéncias
aumenta.

Portanto, os vértices do quadrado () sao os pontos de minimo de f porque se encontram
sobre a circunferéncia centrada na origem e de raio v/2.
Note que a origem é um ponto de estacionaridade de f porque V f(0,0) = (0,0).

Exercicio 3 Considere a funcao f(z,y) = 22 + y* + 3.
a) Determine os pontos de estacionaridade de f e classifique-os.

b) Mostre que a funcao f tem mdximo e minimo absolutos no conjunto definido por x? +
y? < 2, e determine-os.

Resolugao:

a) Dado que

of _
8_y_2y’

os pontos de estacionaridade sao dados pelas solugoes das equacoes

z(2+3x)=0
2y =0,

{%:2x+3x2:x(2+3w)

ou seja, sao os pontos (0,0) e (—%,O).

Para os classificar devemos analisar a matriz das derivadas parciais de f de ordem dois
(matriz Hessiana de f, H(x,y)). Sendo

92f  9cf
e - 2+6x 0
H(z,y)= | % %r|= :
0 2
ozxdy  Oy?
temos

H(0,0) = B g} : H(—%,O): {_02 g]

Assim H(0,0) é definida positiva e, portanto, (0,0) é um ponto de minimo de f. A
2
3

matriz H(—%,0) é indefinida e, portanto, (—%, 0) ndo é extremo de f.



b)

O conjunto D definido pela equacao 22 +1? < 2 é limitado e fechado, ou seja, compacto
e, sendo f uma fungao continua, pelo Teorema de Weierstrass concluimos que f tem
maximo e minimo absolutos em D.

Note-se que a origem (0,0) é um ponto do interior do conjunto D e f(0,0) = 0.
Na fronteira do conjunto D, ou seja para x2 + y* = 2, temos f(z,y) = 2 + 2.

Sabendo que —V2<z< \/5, na fronteira de D teremos

2 —2V2 = f(=v2,0) < f(z,y) < F(V/2,0) <2+ 2V2.

Assim, concluimos que (—+/2,0) é o minimo absoluto de f em D e (v/2,0) é o ponto
de maximo absoluto de f em D.

Exercicio 4 Determine e classifique os pontos de estacionaridade das sequintes funcgoes:

a) f(z,y) = =3(2® + y*) + 2zy.

b) f(x,y,z) = (‘%2 +y2 - Z)(l - ZQ)'

Resolucao:

2)

Temos V f(z,y) = (—6z + 2y, —6y + 2z). Logo, a equacao V f(x,y) = (0,0) tem apenas
a solugao x =y = 0 e o ponto (0,0) é o tinico ponto critico de f.

A matriz Hessiana de f é
e = 5.
Os valores préprios de Hf(0,0) sao dados por
det(H(0,0) — M) = (=6 — \)* —4 =0,
ouseja A = —8 e A = —4. Assim, H(0,0) é definida negativa e (0,0) é um méximo.

Temos Vf(z,y,z) = (2z(1 — 22),2y(1 — 2?), —(1 — 2?) — 22(2* + y* — 2)). Logo, os
pontos criticos sao dados por

{r=0Vz+1}A{y=0Vz2==+1} A{(1—-2%) +22(2> +y* - 2) =0}.

Assim temos ¢ =y = 0 e 2z = i\/ig, ou seja os pontos criticos a = (0,0, \/Lg) eb=
(0,0, —\/Lg) Temos também as solucdes com z = +1 e 22 + y*> = 1, que representam



uma circunferéncia de raio 1 no plano z = 1 constituida por pontos criticos. (Verifica-
se facilmente que para z = —1 nao existem valores de x e y que resolvam a terceira
equagao.)

A matriz Hessiana de f é dada por,

2(1 — 2?) 0 —dxz
Hy(x,y,2) = 0 2(1 - 2%) —4dyz
—dxz —dyz 4z =22 +y? —2)
Entao,
4
Hi(0,0,4-—) = | 0 , 8
SV, 2] = 3
3 4 2
V3 lo0 42

Assim, os valores préprios de Hy(a) sao todos positivos e a é um minimo, ao passo
que H(b) tem dois valores préprios positivos e um negativo sendo indefinida e sendo o
ponto b um ponto em sela.

Seja agora p = (r,y,2) com x? + y* e z = 1. Temos,

0 0 —4dx
Hy(p)=1| 0 0 —dy
—4r -4y 4

Os valores préprios sao solucao de
—A(=A(4 = \) — 16y?) + 162°\ = 0.

Como z? + y? = 1, obtemos, resolvendo A(16 + A\(4 — X)) = 0, os valores préprios
0,2 4 2v/5,2 — 2v/5. Logo, H¢(p) é indefinida e qualquer destes pontos p é um ponto
em sela.



