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Exercicios Resolvidos

Diferenciabilidade

Exercicio 1 Considere a fungdo f : R*\{(0,0)} — R definida pela expressio
2y L,

flz,y) = msm(w +37), (z,y) #(0,0),

0 (z,y) = (0,0).

Calcule as derivadas parciais

of - of
%(1,0), a—y(0,0).

Resolucao: Para calcular %(1, 0) podemos simplesmente derivar f em ordem a x e obte-
mos

of 2ay(2® +y°)* — 20%y(2® + ¢*)2 z*y
(9_a:(x’ y) = 1) sin(z? + y?) + m2l‘ cos(z® + y°)
e, portanto,
of
—(1,0) =0.
o)

Para calcular a segunda derivada parcial usamos a definicao e obtemos

97 (0,0) = timg 01 = 0.0

oy h—0 h =0

Exercicio 2 Considere a funcao f(x,y) = /x> + y>.
a) Calcule a derivada de f no ponto (0,1).

b) Calcule a derivada de f no ponto (1,0) seqgundo o vector v = (1,1).



Resolucgao:

a) Sendo g(a: y) = T . g(w y) = Y temos
dx Va2 0y VvVt +y?
_|9f of _
pro.n =S Fon|-p 1.

b) Dof(1,0) = Df(1,0)-v=[1 0] H —1

Exercicio 3 Considere a funcao f(z,y) = In(z? + y?).
a) Caracterize topologicamente o dominio de f.

b) Descreva os conjuntos de nivel de f.

¢) Calcule a derivada de f no ponto (0,1).

d) Calcule as derivadas de f sequndo vetores no ponto (1,0).

Resolucgao:
a) Dado que deveremos ter 22 + y? > 0, o dominio de f é o conjunto aberto R?\ {(0,0)}.

b) Cada conjunto de nivel C, de f serd caracterizado pela condigao f(x,y) = «, em que
a € R. Assim, teremos

Ca — {(l’,y) - RQ . 1n({[‘2 + yQ) = O[} — {(xjy) c RQ : .ZC2 + yQ — ea}
e, portanto, os conjuntos de nivel de f serao as circunferéncias centradas na origem.

c) Note-se que as derivadas parciais de f sado continuas no dominio de f e, portanto, a
fungao f é diferencidvel e a sua derivada no ponto (0, 1) serd representada pela matriz

D01 = B0 FO | =R ] =10 2]

d) Seja w = (u,v) € R? um vector qualquer. Entdo a derivada de f segundo w serd dada
por

Dwf(LO):[mQQTmyQ %](1,0){5]:[2 0}{5}:2u



Exercicio 4
Considere a funcao dada por
2

o) a9 #00),
T,Y) =

0, (z,y) = (0,0).

of of
a) Calcule %(0,0) e 8—y(0,0).

b) Diga, justificando, se f € diferencidvel na origem.

Resolucgao:

a) As derivadas parciais sao dadas por

of _ o S0, 0) = £(0,0) 0
g, (%0 = lim i =
a0 =T =

b) A funcao f é diferencidvel na origem se e s6 se

f(x.y) — £(0,0) = Df(0,0) m

llm - 07
(2,5)—(0,0) Il (2, )l

ou seja, se e sO se

1'2

. Y 1
lim =
(.)—(0,0) 2 4 3y* | /22 1 2
Calculando os limites direcionais, fazendo y = mx, obtemos

ma3 mx

lim = lim )
20 (22 4 3mAzd)v/a2 + m222 @0 (14 3mAx?)|z|v/1 + m?2

Como temos

0.

I mx m
im =
20t (1 +3m*2?)|z[vV1+m?2 1+ m?

mx m
lim S
=0~ (1 + 3m*a?)|z|v1 + m? V1+m?

podemos concluir que o limite nao existe e portanto f nao é diferenciavel na origem.

3



Exercicio 5

Considere a funcao dada por

2,2
o sy @) #(0,0),
0, (z,y) = (0,0).
1. Mostre que g € continua na origem.
9g

2. Calcule g (0,0) e B —=(0,0) e mostre que g € diferencidvel na origem.
Y

3. Calcule 8_ nos restantes pontos de R? e diga, justificando, se g € de classe C*.
i

Resolucgao:

a) Se (z,y) # (0,0), uma vez que 222 + y* > 222, tem-se

l9(z,y) —9(0,0)| =

z?y? 2y oy
—J o< -7 0.
222 + y* - 22?2 2

b) Como g(x 0) = ¢g(0,y) = 0 para quaisquer z,y € R conclui-se que no ponto (0, 0) se tem
gg = 52 = 0, e portanto a matriz Jacobiana nesse ponto é¢ Dg(0,0) = [0 0]. Portanto

g ¢ diferenciavel na origem porque

o(h 1) = 9(0,0) - Dy(0.0) | |

li b li Wk 0
111 = lim =0,
(h,k)—(0,0) || (R, k)| (h,k)—(0,0) (2h2 + kY)||(h, k)|]
uma vez que
h2k‘2 2 1 h2 2
. JLEER R
(202 + E)|[(h, k)] 2hzllhkll 2(/(h.B)I 2

c¢) Tem-se, se (z,y) # (0,0),

dg

(z.1) 2112 4a3y?
—(z —
a,fl;' Y y

212 + B (222 + y*)?

Se y # 0 obtém-se ag(gf y) = % e portanto g nao é de classe C' porque % nao é
continua na origem devido a ter-se %(0 0) = 0.



