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Exercicios Resolvidos

Limites e continuidade

Exercicio 1 Calcule ou mostre que nao existem os limites sequintes
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Resolucgao:

a) Note-se que
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e, portanto,
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b) Seja g(x,y) = . Assim, por um lado temos
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Entao nao existe o limite  lim T3
(@) —(0,0) 4 + y?



c) Dado que 22 + y? > 22 e que 2? + y* > y?, teremos
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e, portanto, o limite existe e o seu valor é 0.
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Note-se que
mta?
h(0,y) =0 ; h(z,mz) = AT miz2y
ou seja, os limites direccionais sao todos nulos. No entanto, temos
1
hy?,y) = on

e, portanto, o limite nao existe.

A existéncia e igualdade dos limites direccionais nao garante a existéncia de limite. Ao
longo da pardbola de equacio = y? obtemos um limite nao nulo.

Exercicio 2 Considere a fun¢ao f(x,y) = xlog(zy).
1. Indique, justificando, em que pontos € que a funcdo f € continua.

2. Mostre que, sendo S uma recta que passa pela origem e contida no dominio D de f
o limite de f na origem relativo ao conjunto S,

lim f(z,y),
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existe e com o mesmo valor para toda as rectas nas condi¢oes indicadas.

3. Mostre que nao existe lim(xvy)ﬁ(gjo)f(x,y). (Sugestao: estude o limite relativo ao

subconjunto de D formado pelos pontos que pertencem a linha de equagao y = e_z%).

Resolugao:

1. A funcao f é continua no seu dominio D = {(x,y) € R? : zy > 0}, pois a funcao
g(x,y) = logzy é continua neste dominio por ser a composta de fungdes continuas

(9 =1voyponde(u) =logue ¢(x,y) = xy) e portanto f(z,y) = zg(x,y) é continua
pois é o produto de fungoes continuas.



2. Consideremos as rectas que passam pela origem com declive m e que estao contidas
no domfnio D de f, ou seja, pontos (x,y) € R? tal que y = ma, com m > 0. O limite
de f relativo a estas rectas é dado por
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3. Temos
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Logo este limite nao existe e portanto o limite lim g ) (0,0) f (%, y) também nao existe.

Exercicio 3 FEstude a continuidade da funcdo f : R? — R definida por

— e (z,y) # (0,0)
f( y) { 0 se (x,y) = (070)'

Resolucao: Usando as propriedades das fungoes continuas é claro que a funcao f é
continua em R?\ {(0,0)}.

Resta analisar a continuidade de f na origem. Para isso, consideremos o eixo das
abcissas, ou seja, o conjunto de pontos {(z,y) € R? : y = 0}. Neste conjunto temos

f(l’,O):—:—,

ou seja,
1, sexz>0

f(x,O):{ -1, sex <0,

e, sendo f(0,0) = 0, concluimos que a funcdo f néo é continua na origem.



Exercicio 4 Considere a funcao f: R*\{(0,0)} — R definida pela expressdo
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flz,y) =
Mostre que f € prolongdvel por continuidade a (0,0) e, sendo F : R?> — R o seu
prolongamento, determine F(0,0).

Resolugao: Notamos que
(2 a2
sin(z
im —( +v7) =1,
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logo para mostrar que f é prolongavel por continuidade a origem, basta mostrar que o

seguinte limite existe
2

lim —
(2,9)—(0,0) T2 + y?
Dado que 22 < 22 + 3% temos
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portanto o limite existe e é igual a 0. Concluimos que o prolongamento de f é dado por

_J My ose (xy) #(0,0)
F(:L’,y)—{ 0 se (z,y) =(0,0).

Exercicio 5 Estude a continuidade da funcao f : R*> — R definida pela expressao

STy e (,y) # (0,0)
) = Vi +y?
f( y) { 0 se (33,3/) = (070)‘

Resolucao: Usando as propriedades das fungoes continuas é claro que a funcao f é
continua em R?\ {(0,0)}.

Note-se que
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e, sabendo que
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basta estudar a existéncia do limite
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Sendo

concluimos que
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