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Teste 3

1. Considere a transformac3o linear T : R? — R? definida por

T(x,y,2) = (x+y,y,x—y+22).

(2 val.) (a) Determine os valores préprios de T', indicando as respectivas multiplicidades algébricas
e geométricas.

(2 val.) (b) Determine os espagos préprios generalizados de 7.

(2 val.) (c) Determine uma forma canénica de Jordan para T, indicando a correspondente base de

R3 para a qual T fica nessa forma candnica.

Resolucao:
1 1 0
(a) A matriz que representa a transformagdo 7' na base canénicaé A= [0 1 0], que
1 -1 2

tem polinémio caracteristico p(A) = (1 — A)%(2 — \), portanto os valores préprios s3o
1 e 2. Como o valor préprio 2 tem multiplicidade 1 como raiz do polinémio, podemos
concluir que as multiplicidades algébrica e geométrica deste valor préprio s3o ambas
iguais a 1.

O valor préprio 1 tem multiplicidade algébrica 2, pois é a multiplicidade como raiz
do polindmio caracteristico. Para determinar a sua multiplicidade geométrica temos
de calcular a dimens3o do seu espago préprio E(1), ou seja, a dimensdo do nicleo

0 1 0
damatrizA—7I= 1|0 0 0. Como esta matriz tem claramente caracteristica 2,
1 -1 1

podemos concluir que a multiplicidade geométrica do valor préprio 1 é 1.

O espaco préprio generalizado de 2 é igual ao seu espaco préprio. Assim calculamos o
nucleo da matriz

-1 1 0
A-2I=|0 -1 of,
1 -1 0

e portanto obtemos E(2) = {a(0,0,1) : @ € R}. Para A =1 temos

0 1 O
A-I=10 0 O0f,
1 -1 1



logo E(1) = {a(1,0,—1) : a € R}. Por outro lado o espago préprio generalizado de
1 é dado pelo niicleo de

00 0
(A-D)?= 10 0 0f,
101

ou seja, F£9(1) = {a(1,0,—1) +b(0,1,0) : a,b € R}.
(c) Tendo em conta a alinea (a) podemos afirmar que uma forma candnica de Jordan para
T é dada por
2 00
J=10 11
0 01

Usando a alinea anterior podemos entao escolher
03:(0,1,0), UQZ(T—I)’I)gz(l,O,—l) S 1}1:(0,0,1),

e B = (v1,v2,v3) é uma base para a qual a representagdo de 7" nessa base é dada pela
matriz J.

2. Considere o espaco vetorial dos polindmios de grau < 2 com o produto interno definido pela
matriz da métrica (ou de Gram)

1 1 0
Gp=1|1 2 -1
0 -1 2

com respeito a base B = (1,t,t%).

(2.5 val.
(2.5 val.
(1 val.
(2 val.

(a) Determine uma base ortogonal para o subespago dos polinémios de grau < 1.
(b) Qual o polinémio de grau < 1 mais préximo de 2 — ¢ 4 17

(c) Calcule a distancia de t? —t + 1 ao subespaco de polinémios de grau < 1.

~— N N

(d) Determine o angulo entre t e t2.
Resolucao:

(a) Consideramos a base {1,t} do subespago dos polinémios de grau < 1 e aplicamos
o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Fazendo v; = 1 e vo = t a base
ortogonal vai ser B = {w,wy} onde w; = vy e

= vy — (w1, v3) ——
w2 V9 w1, V2 leHQ.
Uma vez que
1 1 077fo
(wi,ve)=1[1 0 0] |1 2 =—1|]|1|=1
0 -1 21|10
e
1 1 o011
Jwt|*=1[1 0 0] |1 2 -1| |0|=1
0 -1 21|10

obtemos wy =t —1e B = (1,t —1).



(b) O polinémio de grau < 1 mais préximo de v = t?> — ¢ + 1 é a projec¢io ortogonal de v
sobre o subespaco dos polinémios de grau < 1, que denotamos por U. Para calcular a
projeccdo ortogonal Py(v) usamos a base obtida na alinea anterior, pois esta projecdo
é a soma das projecGes sobre cada um dos vectores de uma base ortogonal de U, ou

seja,
w1 w9
Py(v) = (w1, 0) 5 + (w2, v) 75
[Jw: || [[ws]|?
Temos ~ o
1 1 0 1
(wi,v) =11 0 0] |1 —1| |-1| =0,
0 -1 2] [1]
1 1 0] [1]
(wg,v) =[-1 1 0] |1 ~1| |-1| = -2,
0 -1 2] [1]
1 1 07[-1

Jwol>=[-1 1 0] |1 2 =—1]|1]|=1
0 -1 2 0

Logo Py(t? —t+ 1) = 2 — 2t e este é o polinémio de grau < 1 mais préximo de
—t+1.

(c) A distancia de t? —t + 1 ao subespaco dos polinémios de grau < 1 é
d=|? —t+1—-Py(t* —t+1)||=|t* +t— 1] = 1.

(d) O coseno do angulo é dado por

t,t?) -1 1
Z(t.12) = < ’ = = ——
cos£8) = el = Vave 2

. , 2w
logo o angulo é 5

3. Considere a forma quadrética ¢ : R?> — R definida pela expressio

1 3 1 x
gzyz)=[z y 2] |3 1 =2| |y
-1 2 0 z
(2 val.) (a) Classifique g.
(2 val.) (b) Determine um subespago U C R? de dimens3o 2 tal que g(u) > 0 para todo o u € U.
Resolucao:

(a) A matriz simétrica associada a forma quadrética é
1 30

A= 0
0

O =

3
0
O polinémio caracteristico desta matriz é p(A\) = —A\(A—4)(\+2), portanto os valores
préprios da matriz s3o —2,0 e 4 e a forma quadratica é indefinida.

~—



(b) O espago préprio do valor préprio 4 é dado pelo nicleo da matriz

-3 3 0
A—4I=13 -3 0],
0 0 -4

ou seja, E(4) = {(x,z,0) : x € R}. O espago préprio do valor préprio 0 é dado pelo
ndcleo da matriz A, logo E(0) = {(0,0,2) : z € R}. Entdo fazendo U = E(0) ® E(4)
temos g(u) > 0 para todo o u € U. De facto

glz,x,2) = 1122 > 0.

(2 val.) 4. Considere R* com o produto interno usual. Seja f : R* — R* uma transformacio linear
auto-adjunta com 2 valores préprios distintos A1 e \s. Sabendo que o espaco préprio
associado a Ao é dado por

E(X2) = L({(1,1,-1,0),(1,1,1,1)})

determine, justificando, o espago préprio E()\y).

Resolugao: Se f é uma transformacdo linear auto-adjunta sabemos, pelo Teorema Espec-
tral, que é diagonalizdvel e que os espacgos préprios associados a valores préprios distintos
s3o ortogonais, logo o espago préprio E(A1) é o complemento ortogonal de E(A2). Logo os
vetores (x,y,z,w) € E(\;) satisfazem

(1,1,-1,0), (x,y, z,w)) = ((1,1,1,1), (z,y, z,w)) = 0,

ou seja,
z+y—2=0 e z4+y+z+w=0.

Portanto
E(\1) = L({(1,0,1,-2),(0,1,1,—-2)}).



