ALGEBRA LINEAR
RESOLUCAO DO TESTE DE 05/01/2024
LMAC, LEFT

: : , 3
(1) Determine se existe & € R para o qual a matriz [% o 1} tenha (1,2, —1) como vetor

proprio. B
Resolugao: Temos

1 -1 3 1 —4
2 a 1 21 =114+ 2a
1 -1 « -1 -1 -«

Para que (1,2, —1) seja um vetor préprio, o valor préprio teria de ser —4 e ter-se-ia

que verificar
14200 =-8 - a= —%
—1-a=4 o= -5

Conclui-se que nao existe um tal valor de a.

(2) Considere o subespago V' = L({sent,cost,tsent,tcost}) do espacgo vetorial complexo

das fungoes de R para C e o endomorfismo T': V' — V' definido por T'(f) = f'.

(a) Determine os valores préprios de T' indicando as suas multiplicidades geométricas
e algébricas.

(b) Determine a forma canénica de Jordan de T" indicando uma base B para V' com
respeito a qual T' é representada pela forma de Jordan achada.

Resolucao:

(a) Temos T'(sent) = (sent) = cost,T(cost) = —sent,T(tsent) = sent-+tcost, T(tcost)
cost — tsent. Considerando a base ordenada B = (sent,cost,tsent,tcost) para
V' temos portanto

0-11 0
Arpp = {6 0 8_11}
0010
O polinémio caracteristico é
“A-11 0
A —1]|=-A -1
1 =X 0 1 |_ ()2 2y 2 2
0 0 a1 —‘1 IR _)\‘—()\ + 1) =(N—19)(N+19)

Conclui-se que os valores proprios de 1" sao +4¢ ambos com multiplicidade algébrica
2. Os vetores proprios de A = i sao as soluc¢oes do sistema homogéneo

—i-11 0 00 1 i 001 i
1 —i 0 1 i 1-i0 1
00 —i—1| 7|00 =i<1| 7 ]0o00-

00 1 —i 000 2

00 1 —i
que tem solugoes (a, b, ¢, d) definidas por d = 0,¢c = —id = 0 e a = bi. Conclui-se
que os vetores préprios de A = i s@o os vetores com coordenadas b(i,1,0,0) (com
b # 0) logo a multiplicidade geométrica de A =i é 1. Uma vez que A = —i é o
conjugado de ¢ e a matriz Ay g g é real, a sua multiplicidade geométrica é também
1.
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(b) Tendo em conta as multiplicidades algébricas e geométricas dos valores préprios

achados na alinea anterior vemos que a forma canénica de Jordan para T é (a
menos de troca de ordem dos blocos)

1
- [i
0

Seja B' = (v1,v2,v3,v4) uma base tal que Ar g g = J. Entdo tendo em conta os
calculos da alinea anterior podemos tomar v; = ¢sent + cost. Para achar o vetor
préprio generalizado vy de A = i resolvemos a equagao (T'—iId)(vy) = v1 que em
coordenadas fica o sistema

OOO=
O=.00
S=OO

—i—11 0 |i 00 1 i |2 001 i | 2
1 =0 1|1 1—-40 1|1 1-3i0 1 | 1
0 0 —i—1]0 - 00 —i—1]|0 - 000 —2] =2
00 1 —i|o0 00 1 —i|0 00 0—2i|—2i

que tem solucao d = 1,¢ = 2i—di =1 e a = ib+1—d = 1b. Tomando por exemplo
b = 0 obtemos vy = itsent + tcost. Para vs, v, podemos tomar os vetores cujas
coordenadas sao as conjugadas. Obtemos assim

B’ = (isent + cost, it sent + tcost, —isent + cost, —itsent + t cost)

(3) Seja (, ) um produto interno em R? para o qual {(1,1,0), (0,1,0), (0,0,1)} é uma base

10
(5) Considere a matriz A = [ 9 %] :

ortonormada. Determine a matriz da métrica de ( , ) com respeito a base canonica.

Resolugao: Sendo B a base dada temos Gg = I3. Pela férmula para a mudanca
de coordenadas na matriz da métrica temos Gp,,, = SE. 5GBSB..—5. Como
(1,0,0) = (1,1,0) — (0,1,0) vemos que

1 00
SBean—sp = |—1 1 0
0 01
pelo que
1 00]"[1 00 2 -1 0
Gp. =|-1 10| |-110/=]|-11 0
0 01 0 0 1 0 0 1
Diga se a funcio R? x R* — R definida pela expressao

BN D

a
T |(1lo0
() =" [ §3

K

¢ um produto interno em R3.
Resolugao: Uma vez que

1 0 2
0 2 1|=8-8-1=-1
21 4

é negativo, algum dos valores préprios da matriz simétrica dada é negativo. Logo
a forma quadratica nao é definida positiva e portanto a funcao dada nao satisfaz o
axioma de positividade de um produto interno. Nao se trata portanto de um produto
interno em R3.

-11

(a) Determine uma decomposicao SVD para A.
(b) Calcule a projegao ortogonal de (1,1,1,1) em N(AT)



ALGEBRA LINEAR RESOLUQAO DO TESTE DE 05/01/2024 LMAC, LEFT 3
Resolucgao:

30 V3 0
(a) Temos ATA = [ } que é diagonal logo Uy é a matriz Iy e D = 0 \63 )

0 3

0 0
Para obter U, precisamos de completar as colunas de AU, ' a dividir pelos valores
singulares a uma base ortonormada de R*: O complemento ortogonal das colunas
de A é definido pelas equagbes © = —z +w,y = —z —w pelo que uma base é dada
por (—=1,—1,1,0) e (1,—1,0,1) Esta base ja é ortogonal logo obtemos

(b) N(AT) = EC(A)* e uma base ortonormada para o complemento ortogonal do
espaco das colunas de A é dado pelas duas ultimas colunas de Uy na alinea anterior.
Conclui-se que

Pyary(1,1,1,1) = 3((-1,-1,1,0),(1,1,1,1))(-1,-1,1,0) +
+§((1, —-1,0,1),(1,1,1,1))(1,—-1,0,1)

= —3(-1,-1,1,0) + 5(1,-1,0,1) = (3,0, —3, %)
(6) Seja V' um espago vetorial complexo e T: V' — V um endomorfismo com forma
candnica de Jordan
,- [

Descreva o grau de indeterminacao do segundo vetor de uma base B para a qual
Arpp = J, isto é, indique (justificadamente) o nimero minimo de parametros com-
plexos necessarios para descrever o conjunto

[elelwl] V]
oo+
OOoON—O
QOWooOo
NOOOO

{v € V: v é o segundo vetor de alguma base B para V tal que Arpp=J}

Resolucao: O primeiro vetor v; da base B estd determinado a menos de um fator
constante nao nulo pois é um vetor préprio de 2 que estd na imagem de (T'—21d)? (e a
intersecgao do espago proprio de 2 com esta imagem tem dimensao 1). O segundo vetor
vy é entao qualquer solucao da equacao (T'—21d)(v2) = v1. Uma vez que N (T — 21d)
tem dimensao 2 as solugoes desta equagao dependem de 2 parametros (para cada valor
possivel de v;. Conclui-se que o niimero de parametros complexos necessarios para
descrever todos os possiveis valores de vy é 3.



