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(3 val.) 1. Determine uma base do subespaco

V:{Aeszz(R)3 E HA:AE é]}

e complete-a para obter uma base de Msx2(R).

Resolucao: As matrizes A que pertencem ao subespaco V satisfazem
2 1| |la b |a b|l|1 1 - 2a+c 2b+d| |a+b a+2b
1 1| |c d|  |e d||1 2 a+c b+d| |lc+d c+2d

portanto temos a + c=0be a = d. Ou seja,

v {2 saeer) < Lot et Jencer).

Portanto uma base para V' pode ser dada por

po=ql o] [ al)

e podemos completar esta base para obter uma base de Ma,2(R), por exemplo, escolhendo
B |1 1} |0 1} [0 Of [0 O
Ma2®) =011 0201 0]’ |1 0|70 1]f"

2. Seja U o espaco dos polindmios de grau < 2 e g: U — R? a transformacio linear definida
por
g9(p(t)) = (p(1),p(0),p" (1) + 2p/(0)).

Considere a transformacio linear f : R? — U representada pela matriz

1 0 -1
Appp=|-10 1
1 1 0

em relac3o as bases ordenadas

B’ =((1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)) de R* e B=(1—t,t+t>1—1t?) deU.



(2 val.) (a) Determine a matriz que representa a transformacdo linear g em relagdo a base B de
U e a base canénica de R3,

Resolucao: Temos
glag + ait + ast?) = (ag + ay + as, ag, 2a2 + 2a1),
logo a imagem dos vetores da base B é dada por
g(1—1)=(0,1,-2), g(t+t>)=(2,0,4) e g(1—1t*=(0,1,-2).

Logo a matriz que representa g em relacio a base B de U e a base candnica de R? é

0 2 0
AyBBewn= |1 0 1
-2 4 -2
(2 val.) (b) Determine bases para o niicleo de g e para a imagem de g.

Resolucao: O nicleo de g é dado por

N(g) = {p(t) : g(p(t)) = 0},
logo
apg = 0 ap = —az

apg+a; +as =0
=4
2a1 4+ 2a2 =0

S

=)

Il
o

donde concluimos que uma base para o niicleo pode ser

BN(g) = {t_tz}'

Como a imagem de g corresponde ao espaco das colunas da matriz que representa g,
podemos escolher

By = {(0,1,-2),(2,0,4)} .

(1 val.) (c) Diga, justificadamente, se g é um isomorfismo.

Resolugdo: A transformagdo g ndo é um isomorfismo, porque n3o é injetiva (o nicleo
tem dimensdo 1).

(2 val.) (d) Calcule f(—1,1,2).
Resolucdo: Denotando os vetores da base B’ por vq,v9 e v3 temos

(_17 17 2) = —v1 + v3,

logo as coordenadas de f(—1,1,2) na base B sio dadas por

1 0 —1] [-1 —9
Arpp-[(-1,1,2)]p=|-1 0 1 0l =12
1 1 0 1 -1

donde concluimos que f(—1,1,2) = —3 + 4t + 3t2.



(2,5 val.)

(2 val.)

()

3. Seja

Determine a matriz mudanga de base Sp_,.,p e aproveite para calcular As., B B.

Resolucdo: Sendo e, e5 e e3 os vetores da base candnica temos e; = vy, e3 = 205 —v3
e e3 = —vg + w3, logo

1 0 0
SBC(M—>B’ =10 2 -1
0o -1 1

A matriz que representa a composta é dada por

Aftog,.B,.B = Af Bean,B A9.B,Bean = Af,B' B SBean—B Ag,B,Bean
[1 0 -1 1 0 0 0o 2 0
=|1-1 0 1 0o 2 -1 1 0 1
|1 1 0 0 -1 1 -2 4 -2

[ 1 1 -1 0 2 0 3 -2 3

=|1-1 -1 1 1 0 1(=1-3 2 =3

| 1 2 -1 -2 4 -2 4 -2 4

Determine o conjunto de solucdes da equagdo linear f(x,y,2) =1 — 2t — 2.
Resolucdo: Comecamos por notar que as coordenadas de 1 — 2t — t? na base B s3o
(1,—1,0). Usando os calculos da alinea anterior sabemos que a matriz que representa
f em relacdo a base candnica de R? e a base B de U é dada por

1 1 -1
AfBenp= |—1 =1 11,
1 2 -1

logo, para resolver a equacdo linear, temos de resolver o sistema representado pela

matriz aumentada
1 1 -1 | 1
-1 -1 1 | =1
1 2 -1 1] 0

Aplicando o método de Gauss obtemos

11 -1 ] 1
00 0 | O
o1 0 | -1
Logo as solugdes sdo dadas por y = —1 e z +y — z = 1, ou seja, o conjunto de

solucdes é

(242 -1,2): 2 € R} = {(2,-1,0) + 2(1,0,1) : 2 € R}.

1 2 3 4
01 0 1
¢= 00 -1 2
00 2 3



(1,5 val.) (a) Calcule det[3C—2CT].
Resolucao: Usando duas vezes a expansao de Laplace em relagdo a primeira coluna

obtemos
-1 2
detC—' 9 3'——7,
logo
1
Aet[3C2CT) == 34(det 0) 2 det € = 81(det €)' = .
(1 val.) (b) Calcule a entrada (4,3) de C L.
Resolucao:
(07 Mas = = [(c0f C)T ]y = = [eof Oy = 2 (~1)7 det Cg
det C 43 detC 34
I
Tlooz2| 7

(3 val.) 4. Considere uma matriz B € Mgx7(R). Calcule, justificando, det(B” B).

Resolugdo: Uma vez que N(B) C N(B” B) temos dim N(B” B) > dim N(B). Por outro
lado, como B é uma matriz 6 X 7 a caracteristica de B é no maximo 6, portanto da equagao

dim N(B) + dim FL(B) = n° colunas de B =7

concluimos que dim N(B) > 1. Logo dim N(BTB) > 1 e a matriz BT B n3o & invertivel.
Logo det(BTB) = 0.



