ALGEBRA LINEAR
RESOLUCAO DO SEGUNDO TESTE - 28/11/2023
LMAC, LEFT

(1) Aplicando pelo menos uma vez a regra de Laplace, calcule o determinante

1 0 0 3
-1 -1 -1 4
1 0 0 2
0 2 1 2

Resolugao: Aplicando a regra de Laplace ao longo da primeira linha temos

_11 _01 _01 i —1 -1 4 -1 -1 -1
o0 o a9 = (-1 0 0 2/+(-=D".3.]1 0 0
2 1 2 0 2 1
0 2 1 2
-1 -1 -1 -1
— (—=1)2t3.9. (L 1\2+1 1.
= (=120 0 =34 (=1) 1‘2 1‘

= —2(-14+2)+3(-1+2)=1

(2) Sejam V' o espago vetorial dos polindmios de grau < 3 e considere as seguintes bases
ordenadas

By = (1 —t,t+t*t,t*) para V e By = ((1,1),(1,2)) para R?
Considere a transformacao linear T: V — R? definida pela expressao
T(p(1)) = (p(0) +p'(0), p(1))

e a transformacao linear g: R? — V cuja representacao matricial com respeito & base
canénica de R? e & base By é

1 0

1 -1
Ag;Bcan731 = 1 1

0 1

Calcule (go T)(t —t?). A imagem de T estd contida no niicleo de g?

Determine Sgp_,, B,

Determine Ar p, B... € Ar.B, B,

Determine uma base para o nicleo de g o T" indicando se g o T é um isomorfismo.

(e) Resolva a equacdo linear (go T)(p(t)) = 1+t + t2.

(f) Sendo h: R® — V for uma transformacao linear injetiva, quais sao os possiveis
valores para dim(T o h)(R?)?

Resolugao:

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)
)
)
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(a) Temos T'(t—t?) = (0+1,0) logo (goT)(t—1t?) = g(1,0) = 1-(1—t)+1-(t+t*)+1-t =
1+t +t2. Uma vez que g o1 nao é identicamente nula, a imagem de 7' nao estd

contida no ntucleo de g.

(b) Temos Sp,—p.,, = E é] logo

1 117" 1 [2 -1 2 -1
SBean—By = {1 2} 951 {_1 1 } - {—1 1 }
(¢) Uma vez que T(1 — t) = (0,0),T(t + #2) = (1,2),T(t) = (1,1) e T(#*) = (0,1)

temos

01 10
A1 B = [0 2 1 1]

e portanto

2 —1]fo 110 foo01 -1
A.1.82 = SBean— B ATB1 B = [—1 1] {o 2 1 1] B [o 10 1]

(d) Temos

1 0 0 1 1 0
1 —-1110 1 10 0 -1 0 -1
A9°T731,Bl = AgyBcanyBlATyBlchan = 1 1 |:0 2 1 1:| = 0 3 2 1
0 1 0 2 1 1
Aplicando o método de Gauss obtemos

0 1 1 0 01 1 0 011 0

0 -1 0 —1 . 00 1 -1 _ 001 —1

0 3 2 1 00 —1 1 000 O

0 2 1 1 00 -1 1 000 O

logo N(g o T') é definido em coordenadas pelo sistema

Z =W Z=w

ou seja {(z, —w,w,w): z,w € R} = L({(1,0,0,0),(0,—1,1,1)}). Conclui-se que
uma base para N(goT) é formada pelos vetores 1 —t e —(t+1%)+t+1% = —t>+13,
ou seja, podemos tomar B = (1 —t,—t* 4+ t*). Uma vez que o nticleo de go T é
nao trivial, a tranformacao g oT" nao é injetiva e portanto nao é um isomorfismo.

(e) Pela alinea (a) temos que t — t* é uma solugio particular da equacio, logo tendo
em conta a alinea anterior, a solucao geral ¢ dada por

t—t?+a(l-t)+pE+t) ao,BER
(f) Temos (T o h)(R3) = T(h(R?)). Sendo T" a restricio de T' ao subespago h(R?),
pelo Teorema da caracteristica-nulidade temos
dim T'(h(R?)) = dim T’ (h(R?)) = dim h(R?) — dim N(T")

Uma vez que h é injetiva, dim 2(R3) = 3. O niticleo de T” é a intersecao do nticleo
de T (que ¢ um subespago de dimensao 2) com h(R?). Trata-se portanto de um
subespaco de dimensdo 1 (se h(R?) nao contém o nticleo) ou de um subespago de
dimenséao 2 (se h(R?) contém o nicleo). Conclui-se que as possiveis dimensoes
para dim(7 o h)(R?) sao 2 e 1.



ALGEBRA LINEAR RESOLUCAO DO SEGUNDO TESTE - 28/11/2023 LMAC, LEFT 3

(3)

a 2ab 3a
Determine os valores de a, b para os quais a matriz |1 b 2 | é invertivel.
a b -1

Resolucao: Usando linearidade na primeira linha e segunda coluna temos

a 2ab 3a 1 2 3
1 b 2|=ab|l 1 2|=ab(-1+4a+3—-3a+2—-2)=abla+2)
a b -1 a 1 -1

logo a matriz é invertivel se e s6 se ab(a+2) #0< a#0eb#0ea# —2.

Determine a representacao com respeito a base candnica de R* (tanto no dominio
como no conjunto de chegada) de todas as transformacoes lineares T: R? — R? tais
que N(T) = {(z,5) € R*: y = 2} ¢ T(R?) = L({(1,2)}).

Resolugao: Temos T'(1,1) = (0,0) e qualquer vetor que nao pertenga ao nicleo tera de
ser enviado num multiplo nao nulo de (1, 2). Escrevendo por exemplo 7'(1,0) = a(1,2)
com « # 0 obtemos 7'(0,1) = T'(1,1) — T(1,0) = —a(1,2) pelo que

AT Begn,Bean = O B :ﬂ para algum o # 0

Seja n > 2 e A uma matriz n X n. Mostre que a matriz cofatora cof A é identicamente
nula se e s6 se A tem caracteristica < n — 2.

Resolucao: Suponhamos primeiro que car A < n—2. Entao quaisquer n — 1 linhas de
A sao linearmente dependentes e o mesmo sucede portanto com as linhas de qualquer
das matrizes A;;. Conclui-se que cof A = 0. Reciprocamente, suponhamos que car A >
n — 1. Entao existem n — 1 linhas de A linearmente independentes. Sem perda
de generalidade podemos considerar que sao as primeiras (n — 1). A matriz que B
se obtém de A suprimindo a ultima linha tem entdo caracteristica (n — 1). Como
car(B) = dim EC(B) = n—1, tem que haver (n—1) colunas linearmente independentes
em B. Suponhamos que eliminando a coluna ¢ de B obtemos um conjunto linearmente
independente. Entao a matriz A,; tem caracteristica (n — 1) e é portanto invertivel.
Conclui-se que det A,,; # 0 logo cof A # 0.



