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Teste 2

(2 val.) 1. Escreva a definicdo de transformacdo linear.

Resolucdao: Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformacdo linear é uma fungdo
f:V — W que satisfaz as seguintes condi¢des:

(i) f(v1 +v2) = f(v1)+ f(v2), para todo v1,v € V;
(i) f(aw) = af(v), para todo v € V e « escalar.

2. Seja V o espaco dos polinémios de grau < 3 e T : R? — V a transformac3o linear definida
por
T(1,1,0) =t*+t, T(0,1,0) =2t>+¢3, T(1,0,1) =t —t.

Considere a transformac3o linear S : V' — R? representada pela matriz

1010
AS’B%BW:[Q 10 1}

em relacdo as bases ordenadas
By = (1,t,t%,t%) de V e Brz = ((1,0),(0,1)) de R? (base candnica).
(2 val.) (a) Determine a matriz Ap g, B, que representa a transformagdo 7" em relagdo a base
B1 = ((1,1,0),(0,1,0),(1,0,1)) de R? e a base By de V.

Resolucdo: As colunas da matriz A7 g, B, sao dadas pelas coordenadas na base B>
das imagens dos vetores da base B;. Uma vez que T'(1,1,0) = > +¢, T(0,1,0) =
2t2 + 13 e T(1,0,1) = t3 — t concluimos que

00 0
10 -1
Are = |1 9
01 1



(3 val.)

(1 val.)

(3 val.)

(b) Determine a dimens3o do nicleo de 7' e uma base para a imagem de 7. A trans-

()

formacdo T é injectiva? E sobrejectiva? Justifique a sua resposta.

Resolucdo: Aplicando o método de Gauss a matriz At p, B, obtemos

00 0 10 -1 10 -1
10 -1 02 1 01 1
12 0| o1 1| 7 loo —1|°
01 1 00 0 00 0

donde concluimos que o nicleo de 7' é N(T') = {0}, logo dim N(T') = 0. Por
outro lado, como todas as colunas tém pivot e como o imagem de T corresponde
em coordenadas ao espaco das colunas da matriz, concluimos que uma base para a
imagem de T" pode ser dada por

Bpgsy = {t* + 1,202 + 13 ,£° — t}.
A transformagdo T é injectiva porque N(T) = {0} e n3o é sobrejectiva, porque a
imagem de 1" tem dimensdo 3 e dimV = 4.
Calcule S(1 +t+#3).
Resolucdo: Em coordenadas na base canénica de R? temos

. 1 01 O
[S(1+t+t5)]BR2 = A, B, [L+t+ %], = [ ]

2101

Logo S(1+t+t3) = (1,4).

Determine a matriz mudanca de base Sp_;—,5,, onde Bgs = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

é a base candnica de R3. Aproveite para calcular a matriz ASOT?BR37B]R2' que representa

a transformacdo S o T : R? — R? em relac3o as bases candnicas de R3 e R2.
Resolucido: Sabemos que SBys—B = (SBlﬁBR‘?)_l portanto

-1

101 1 0 -1
Spaop =1 10 =[-11 1
001 0 0 1

Usando este resultado podemos calcular

ASoT,Bys Bys = AS,Bs,Byo AT,Bs,By = AS.By,Bys AT,By,B; SBys—B:
0 0 O

_'101010—1_11(1]_11
C2roafjr2 ool o)
01 1

_'120] _11(1]_11_[—121]
R U 0 10




(1 val.) (e) Escreva uma expressdo para SoT.
Resolucao: Usando o resultado da alinea anterior obtemos

(5ol = o 7 o] [2] =[]

Logo S(z,y,2) = (—x 4+ 2y + z,%), pois B2 é a base canénica de R2.
(2 val.) (f) Determine o conjunto de solugdes da equagdo linear S(p(t)) = (1,2).
Resolugdo: Queremos determinar os polinémios p(t) = ag + ait + ast? + ast? tais
que S(p(t)) = (1,2). Em coordenadas temos de resolver o sistema ndo homogéneo
10
1

1o 1] Jto 1 0|1
2 10 1

| 2 01 -2 110
O conjunto de solucdes é dado por
{(a07a17a27a3) € ]R4 L ap —|—a2 = 1’ a; — 2&2 +a3 — 0} .

Logo as solucdes da equacio linear sdo os polinémios p(t) = ag + ait + ast® + azt?
tais que ag = 1 — ag e a1 = 2a9 — ag, ou seja, o conjunto de solu¢cdes é dado por

S = { 1—a9+ (2&2 — CL3)7§—|— a2t2 +a3t3, ag, a3 € R}
={1+a(2t+t*—1) +a3(t’ —t), as,a3 € R}.

1 2 a
(3 val.) 3. Sabendo que B € Msy2(R) é uma matriz invertivel eque | b 1 1 | =3, calcule
1 a+b 2
1 2 a 0
b ba+b> 2b 0
ba a a 0

0 0 0 det2BTB™1]

Resolugdo: Comecamos por calcular det[2BT B~!]. Uma vez que B € May2(R) , obtemos
det[2BT B! = 22det[BT B™!] = 4det B - det[B™'] = 4(det B)(det B) ™! = 4.

De seguida, usando a expans3o de Laplace ao longo da dltima linha e os axiomas do deter-
minante, obtemos

1 2 a 0

1 2 a 1 2 a
b batb 26 0 — 4| b ba+b® 2 |=4ab|1 a+b 2
ba @ . 0 ba a a b 1 1
0 0 0 det[2BTB™1]
1 2 a
= —4ab| b 1 1 | = —12ab.
1 a+b 2




(3 val.)

4. Mostre que qualquer matriz X € M, x,(R) é da forma X = AT — 2A para alguma matriz

A € Mpxn(R).
Sugestdo: Mostre que T : Myxn(R) = My,xn(R) definida por T(A) = AT —2A é uma
transformacao linear.

Resolucao: Seguindo a sugestdo comegamos por notar que T é uma transformac3o linear:
(I) T(Al —|—A2) = (A1 + AQ)T — 2(A1 + Ag) = Afll“ — 2A1 —I—Ag — 2A2 = T(Al) +T(A2),
(i) T(ad) = (aA)T —2(ad) = a(AT — 2A4) = aT(A), para qualquer o € R.

O niicleo de T é dado por N(T') = {A € M,»,(R) : AT —2A = 0}, ou seja,

A€ N(T) = AT =2A.
Se A = [a;j] entdo A € N(T) sse
26Lij = Qij, se 1= j;
Qj; = 2&@' € a4 = 2aji, se 1 7& j,

donde concluimos que a;; = 0, para todo 1 <4,j < n, ou seja, A = 0. Logo N(T') = {0}
e T é injectiva. Pelo Teorema da Caracteristica-Nulidade, como os espacos de partida
e chegada tém a mesma dimens3o concluimos que 7" também é sobrejectiva, logo T é
um isomorfismo. Portanto para qualquer matriz X € M,,»,(R) existe uma dnica matriz
A € Myxn(R) tal que X = T(A) = AT — 24, como pedido.



