ALGEBRA LINEAR
RESOLUCAO DO EXAME DE 18/01/2024
LMAC, LEFT

(1) Considere a matriz 3 x 4 correspondente a um sistema nao homogéneo de trés equagoes
a trés incégnitas dependente dos dois parametros reais a, b:

a a+b 1 | b
a 1+b ab | 240D
a*> a*+ab a* | (a+1)b

Classifique em funcao de a, b o sistema correspondente como impossivel, possivel de-
terminado ou possivel indeterminado.
Resolucgao: Aplicando o método de Gauss obtemos

a a+b 1 | b a a+b 1 | b
a 14b ab | 240 | —> |0 1—a ab—1 | 2
a> a’+ab a* | (a+1)b 0 0 a*—a | b

Se a = 0 obtemos o sistema

0b 1 | b
01 -1 ] 2
00 0 | b

que é impossivel se b # 0 e possivel indeterminado se b = 0. Se a = 1 obtemos o
sistema

1L 1+b6 1 | b

0O 0 b—1 1| 2

0 O 0 | b
que é impossivel se b # 0 e possivel indeterminado se b = 0. Finalmente, se a ¢ {0, 1}

o sistema é possivel e determinado (hd um pivot em cada uma das trés primeiras
colunas). Temos assim que o sistema ¢

impossivel seb#0e(a=0o0ua=1)
possivel indeterminado seb=0e¢ (a=0o0ua=1)
possivel determinado se a ¢ {0,1}
11 -1
(2) Sendo A € Mjy3(R) uma matriz invertivel, B= |1 0 1 [ e C € Msy3(R) calcule
11 1

A(C+2A7 BV A — 3[,)A" — A(CAT) (AT A~
Resolugao: Uma vez que (A™1)T = (AT)~! e a multiplicagio ¢ associativa e distribu-
tiva em relacao a soma, a expressao dada simplifica-se em

ACA™ ' +2B ' -3, — ACA™' =2B7 ! — 31,
1



(4)
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Aplicando Gauss-Jordan obtemos

1 -1 100 1 1 -1 11 -1] 1 0 0
0 1 | 010—=|0 -1 2 —110 01 -2 1 -10
1 1 [001 0 0 2 -10 1 001|—§0%
110|§0§ 100 : 1 —
—>010|0—11—>01o|0—11
001 -3 0 1 o1 -3 0 1
pelo que a expressao é igual a
: 1 - 100 -2 2 -1
210 -1 1{-=3]/010=|0 =5 2
-3 0 3 001 -1 0 -2

Mostre que V = {f: R — R: f tem derivada continua.} é um subespago vetorial do
espaco das fungoes reais de variavel real.

Resolugao: A funcao nula tem derivada continua logo V' # (). Dadas f,g e Vea € R
temos que f + g e af sdo diferencidveis com derivadas f' + ¢’ e af’ respetivamente.
Uma vez que a soma de fungoes continuas é continua e o produto de uma funcgao
continua por um escalar é uma funcao continua conclui-se que f+¢g € Ve af € V
logo V' é um subespaco vetorial de F(R,R).

Determine uma base para o subespaco U NV de R* onde
U=L({(1,0,1,-1),(1,1,-1,0),(2,1,0,—1)})
vV =L({(1,-1,0,1),(0,1,0,0),(1,0,1,1)})

Resolugao: A condicao

a(1,0,1,—1) + b(1,1,—1,0) + ¢(2,1,0, —1) = d(1, —1,0,1) + ¢(0,1,0,0) + f(1,0,1,1)

para um vetor pertencer a U NV é equivalente ao sistema homogéneo

1 2 -1 0 -1 1 1 2 -1 0 -1 112 -1 0 -1
111—10_)()111—10_)0111—10
-1 0 0 0 -1 0—2—2100 000 3 -2 0
0O -1 -1 0 -1 1 1 -2 0 =2 000 -3 1 =2

112 -1 0 -1

011 1 -1 0

000 3 -2 0

000 0 -1 =2
Portantoe-—Zfed-% :——f Conclui-se que

()

Pelo que uma base para UNV é {( 3 g, 1, ——)}

Mostre ou dé um contra-exemplo para a seguinte afirmacao: Seja V' um espaco vetorial
e S, T CV.SeS,T sao linearmente independentes e L(S) N L(T) = {0} entao SUT
é linearmente independente.

Resolugao: A afirmacao é verdadeira. Sejam vy, ..., vetores distintos de SUT e
assumamos sem perda de generalidade que vy,...,vx € S € vgi1,...v, € T. Dados
aq,...0, € R tais que

avy + ...+ a,v, =0
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temos que o vetor
a1V .o QU = — Qg1 Vg1 - .- — QU

pertence simultaneamente a L(S) e L(T) e é portanto o vetor 0. Uma vez que S é

linearmente independente vemos que a; = --- = a5 = 0 e, uma vez que 1" é linear-
mente independente, que azy; = --- = «, = 0. Conclui-se que S U T é linearmente
independente.

(6) Seja A = E _1}. Determine det(2A2AT A71A3).

Resolugao: Uma vez que det(AB) = det(A) det(B), det A™! = 2 det(AT) = det A

det A’
e o determinante é multilinear temos

det(2A2AT A7 A%) = 22 det(A)? det(AT) 5

1
et A

det(A)? = 4det(A)° = 4(—1 —2)° = —972.

(7) Considere o conjunto de vetores {(1,—1,0,2,1),(—1,2,1,0,3),(3,—-4,—1,4,—1)} C
R3. Qual ¢ o niimero minimo de vetores que ¢ preciso adicionar a este conjunto para
obter um conjunto de geradores de R3? Justifique.

Resolucgao: Aplicando o método de Gauss temos

1 -1 0 2 1 1 -1 0 2 1 1 -1 0 21
-1 2 1 0 3|—-1]0 1 1 2 4| =0 1 1 2 4
3 -4 -1 4 -1 0O -1 -1 -2 —4 0 0 00O

Seja U o subespaco gerado pelo conjunto de vetores dados. Os célculos acima mostram
que U tem dimensao 2. Um conjunto de geradores de R® tem de conter pelo menos
5 vetores linearmente independentes (pois tem de conter uma base e dimR° = 5). Se
contiver os trés vetores dados (que formam um conjunto linearmente dependente) tem
portanto que conter pelo menos mais trés vetores. Por outro lado, completando um
conjunto formado por dois dos vetores dados (que formam uma base para U) a uma
base para R obtemos 3 vetores que juntamente com o conjunto dado (ou até quaisquer
dois vetores do conjunto dado) formam um conjunto de geradores para R°. A resposta
¢ portanto que o nimero minimo de vetores a adicionar ¢é 3.

(8) Sejam V' o espago vetorial dos polindmios de grau < 2 e considere as seguintes bases
ordenadas By = (1 —t,1+t,t+t*) e B. = (1,t,t?) para V e a base

= (B 0 L OB )

para Ms,o(R). Considere as transformagoes lineares T: V' — Moy o(R) e g: Maoya(R) —
V' definidas por

(B (B off e (B e

(a) Determine Sp,,p,.

(b) Determine Ar g, p.,.,-

(c) Determine uma representagao matricial a sua escolha para a transformagao linear
goTog—2g.
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(d) Resolva a equagcao linear g ({ﬁ Z}) =1-—t.

Resolucao:
(a) Temos 1 = $(1—t)+1(1+¢), ¢t = —2(1—t)+1(1+t) e t? = L(1—t)— 2 (1+8)+(t+1?)

logo
Lo _1 1
2 2
Sen= (8§
0 O 1
(b) Temos T'(1 —t) =[5 %], T(1+1) =[43], T(t + %) =[] logo
1 10
0 2 2
AT,BLBcan 0 2 2
-1 11
(¢) Uma vez que g([¢8]) = 9([99]) — g([§9]) = —t — £2 temos
10 0 0
AgBnBr =10 0 0 1
01 -1 0

a representacao matricial de g acima é evidente que o nicleo de g é gerado por
§]. Uma vez que [} ] é uma solucao particular da equagao, a solugao geral é

bt e

—
(o
~—
::U

0 0 10

(9) Seja A uma matriz 3 X 3 com determinante 7 tal que A . Determine o

W N =
I
o O =

cofator 13 de A.
Resolugao: Como det(A) = 7 a matriz A ¢ invertivel e portanto A™' = 1 cof AT,

. . . 17, N _
A equacao do enunciado diz-nos que [g] ¢ a primeira coluna de A~! logo

1 1
3= ot A C0f31 AT = et A C0f13 A& COflg(A) =21

(10) Seja V' um espago vetorial real de dimensao n. Mostre que a aplicagao
V% L(L(V,R),R)
definida por
(@(0))(T) = T(v)
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais.

Resolugao: Uma vez que L(V,R) é isomorfo a M;.,(R), tem dimensao n e, pelo
mesmo argumento, L(L(V,R),R) tem também dimensdo n. E portanto suficiente
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verificar que ¢ é uma transformagao linear injetiva. Dados escalares «, 3, vetores
v,weVeT e L(V,R) temos

(@(av + fw))(T) = T(aw + fw) = oT'(v) + FT(w) = a($(w))(T) + B(¢(w))(T)

logo ¢ ¢ linear. Se ¢(v)(T") = 0 para todo o T entao T'(v) = 0 para todoo T: V — R.
Mas se v # 0, existe T: V' — R com T'(v) = 1 (pois existe uma base contendo v e uma
transformagao linear toma valores arbitrarios numa base) logo ¢(v) = 0 = v = 0, pelo
que ¢ é injetiva.

(11) Determine se o subespago W = {(z,9,2): * + y + 2z = 0} C R? ¢ invariante para o
endomorfismo 7': R? — R3 definido por

T(x,y,z) = 2 +y+ 42,3z + 2y + 22,2y — 2)
Resolugao: Dado (z,y,2) € W temos

r+y+42)+Br+2y+22)+2y—2)=br+5dy+5z=5(x+y+2)=5-0=0
logo T'(x,y,2) € W.

(12) Considere a matriz
21 -1
A=101 0
11 0

(a) Determine os valores préprios indicando a sua multiplicidade geométrica e algébrica.
(b) Determine a forma canénica de Jordan J de A e uma matriz invertivel S tal gie
A=SJSL.
Resolugao:
(a) O polinémio caracteristico é

2-) 1 —1

0 1-X 0[=02=-NA1=-NN+1T=-N)=>1-N)N\=-22+1)=-A—-1)°
1 I =

logo o unico valor proprio é A = 1 com multiplicidade algébrica 3. A matriz
[2—1 1 -1

0 1710 tem caracteristica 1 pelo que o espago préprio de 1 tem dimensao 2
que ¢ a multiplicidade geométrica de A = 1.
(b) Pela alinea anterior a forma candnica de Jordan de A é dada (a menos da ordem

dos blocos) por

J:

OO =
O = =
—_— o O

O espaco proprio de A = 1 é definido pela equacao x +y — z = 0 logo uma
base é dada por {(1,0,1),(0,1,1)}. O vetor préprio do primeiro bloco tem de
estar no espago das colunas de A — I pelo que tem de ser um multiplo de (1,0, 1).
Escolhendo (1,0, 1), o vetor préprio generalizado correspondente & segunda coluna

de S é uma qualquer solugao da equagao (A — I)vy = (1,0,1), por exemplo
vy = (1,0,0). Conclui-se que podemos tomar
1 10

S=10 0 1
1 01



(13)

(15)
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Seja V' um espago vetorial real com base B = (v1,vg,v3) € com um produto interno
cuja matriz da métrica é

Gp =

=)
O = =
O OO

Calcule a distancia em V entre o vetor vy 4+ vy e 0 subespago U = L({v; — va,v3}).
Resolucao: Uma vez que

(1 —vg,v3) = [1 =1 0]

— o O
I
)

os vetores v; — vq,v3 formam uma base ortogonal para U. A projecao ortogonal de
v1 + v9 sobre U é portanto dada por

(V1 — Vg, V1 + V) (v3,v1 + v2)
(1)1 — U2, V1 — U2> <03, Us)

O segundo termo na soma é claramente 0 enquanto que o primeiro é dado por

D

210] [ 1 (U1—vg):%(v1—02)
el [543

PU(Ul + U2> = (Ul — ’UQ) + V3

A distancia é portanto
[(v1 4 v2) = (v1 —v2) | = [|202]] = 2[vef| =2-1 =2

Classifique a forma quadratica f: R* — R definida pela expressao
flz,y,z,w) = 2® + y* + 222 + 5w? + 2yz — 2yw — 62w

Resolugao: A matriz simétrica associada a f é

10 0 0

0o 1 1 -1

0o 1 2 =3

0 -1 -3 5
que tem polinémio caracteristico

= (1= =XMN2=-XNb0=-XAN)+3+3-2=-X)—-(B-X)-91-21))

= (1=X)(=AN+8\ —17A+10+6— 16 + 11))
= (1-=X)A(=X*+8)\—06)
As rafzes do fator quadréatico —S=v04—21 Vg4_24 = 44 /10 sdo ambas positivas logo todos os

valores préprios da matriz simétrica sao todos > 0. Conclui-se que a forma quadratica
é semi-definida positiva.

Seja V' um espaco vetorial real com produto interno, v € V e U C V um subespago
finitamente gerado. Seja X = {u € U: ||ul]| < 1} e considere a fungao f: X — R

definida por
f(u) = (v, u)

Mostre que o méximo de f ¢é ||Py(v)|| (onde Py: V — V denota a projegao ortogonal
sobre U).
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Resolucgao: Escrevendo v = Py(v) +y com y L U vemos que

fw) = (Pu(v) +y,u) = (Pr(v),u) + 0
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos |f(u)| < ||[Py(v)||||u|l < ||Pv(v)] -1 =
| Py (v)]| logo 0 maximo de f é menor ou igual a || Py (v)|]. Se Py(v) = 0 entéo a funcao
¢ identicamente nula logo a afirmacao a provar verifica-se. Caso contrario, tomando
Pu(v) (que tem norma 1 e portanto pertence a X) obtemos

| Py ()|
(o), Pow))
1) = 1E,w)

logo a majoragao para o maximo obtida acima é atingida num vetor de U, pelo que o
méximo é || Py (v)||.

u =

= [|Py(v)]



