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LMAC E LEFT

(1) Determine a base B de R? para a qual

(1,1)]p = [_21} , (L =Dls = m

Resolucao: Sendo B, a base canénica de R? temos

-1 1 1 1
53*30[2 1] - L —1]
logo

S _11—11‘1_11(_)1—1_112
B=B. =11 —1{|2 1] ~— |1 -1 -2 —1| 3|=3 0
Uma vez que as colunas de Sp_,p, contém as coordenadas dos vetores de B na base

candnica temos
B = ((%7 _1)7 (%a O))

Wl

(2) Considere R* com o produto interno usual e o subespaco
Uy =L{(1,0,1,2+ @), (1,a,0* 1), (1,0% a,1)})

(a) Determine a dimensao de U, em fungao de a.

(b) Para a = 1 determine uma base ortonormada para U-.
Resolucgao:

(a) Aplicando o método de Gauss temos

1 a 1 24« 1 a 1 2+« 1 «Q 1 2+«
1 a o 1 — {0 0 a?—1 —-1l—a|l =0 a®2—a a—1 —-1—a«
1 o « 1 0 &’ —a a—-1 —-1—-« 0 0 a?—1 —-1—«

Quando a? —a =0 < o = 0,1 a matriz tem caracteristica 2. Nos casos
restantes, quando o = —1 a terceira linha anula-se pelo que a caracteristica é 2,
caso contrario a caracteristica é 3. Conclui-se que

G, {2 sea=—1,0,1

3 caso contrario.

(b) O complemento ortogonal do espago das linhas de uma matriz é o nicleo dessa
matriz. Substituindo o = 1 na matriz da alinea anterior obtermos

111 3
000 =2
000 =2

pelo que

Ut ={(z,y,2,0): z4+y+2z =0} = {(z,, —x—;ly,()): z,y € R} = L({(1,0,—1,0),(0,1,—1,0)})
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Aplicando o método de Gram-Schmidt obtemos um vetor ortogonal ao primeiro
vetor da base indicada acima:

((1,0,—1,0),(0,1,—1,0))
”(17 07 _17 O)H2

(0,1,-1,0)— (1,0,—1,0) = (0,1, —1,0)—%(1,0, —1,0) = (—3,1,—2
Logo

{(\%70’_%70%(_L 2 - O)}

é uma base ortonormada para Ui-.

(3) Defina o que se entende por um conjunto linearmente dependente de vetores num
espago vetorial.
Resolucao: Um subconjunto S de um subespaco vetorial V' diz-se linearmente
dependente se existem vy, ...,v, € S distintos e escalares ay, ..., a, nao todos nulos
tais que ayv; + ...+ ayv, = 0.

(4) Considere o espago vetorial V' dos polinémios de grau < 2 com a base B = (1,t,1?) e
o produto interno definido por

(9, q) = / p()alt) di

(a) Determine a matriz da métrica deste produto interno em V' com respeito a base
B.
(b) Determine um conjunto de geradores para o subespago de V' ortogonal ao vetor t.
Resolugao:
(a) A matriz da métrica é a matriz simétrica

1,1y (1,t) (1,
(t,1)  (t,t) (t,1?)
(t2,1) (t2t) (1*,1?)

Uma vez que

1 1 1
(1,1>=/ 1dt =1, <1,t>:/ tdt=1, <1,t2):/ dt =1
0 0 0
1 1 1
(t,t)z/ £ dt =1, (t,tQ):/ t*dt =1, <t2,t2):/ thdt =1

0 0 0

temos -~
e
Gep= |1 1 1
Tl rd
3 4 5
(b) Um vetor x + yt + 2t* pertence a {t}* se
1 1 17 [o] 1
1 i i 11 =0 i =0
[xyz}%§% —@[xyz}§—
5 1 5] [0 i
Conclui-se que o plano pedido é determinado pela equacao
1x+1 +1z—0(:>a:— 2 1z
TRV TR L

logo um conjunto de geradores para {t}* (uma base até) é dado por

{2+t -1+t*}
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(5) Determine se a fungao f: R® — R definida por
f(z,y, 2) = 207 + 3y* + 2° — 4oy + 4z

assume algum valor negativo em R3. Em caso afirmativo indique (x,y, 2) € R? tal
que f(xaya Z) < 0.
Resolugao: A matriz simétrica associada a forma quadratica f é 7

2 =2 2
-2 3 0
2 0 1

Os valores proprios sao as solucoes de
2—X =2 2

2 3-X 0 |=0 & 2-NB-AN1-N-43-X)—41-\)=0
2 0 1—A

s 2-N){(B-N1-X)-=8)=0
s 2-NAN—-42-5)=0

Uma vez que as raizes da equacao A\?> — 4\ — 5 = 0 sao —1 e 5 conclui-se que os
valores proprios da matriz sao —1,2 e 5. Uma vez que ha um valor préprio negativo,
a funcao toma valores negativos, por exemplo na dire¢ao do vetor proprio
correspondente ao valor préprio —1 que ¢ a solugao de

3 -2 2 a b= lCL

-2 4 0| |b| =0« { 2

2 0 2| |c c=-a
Logo, por exemplo, f(1, %, -1) = —% < 0.

(6) Considere a transformagao linear T': Myyo(R) — Myx1(R) definida por

- [3 )|
2

(a) Determine a representagao matricial de T com respeito a bases a sua escolha.
(b) Determine uma base para Im(7") e a dimensao do nicleo de 7.
(c) Dé uma expressao para uma transformacao linear S: My,1(R) — My o(R) tal

21
que S o T tenha forma canénica de Jordan {8 2
00

Resolugao:
(a) Consideramos as bases canénicas

Bi= ([0} (66l [96)[68])  B2= ([

Temos

e analogamente

(= |8 7
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Conclui-se que

AT7Bl,Bz =

S = O =
N O DN

0
1
0
1

N O N O

0

O espaco das colunas de Ay g, p, é claramente gerado pelas primeira e terceira
colunas, que sao linearmente independentes logo uma base para Im(7") é

UL Ly

Uma vez que dim Ms,2(R) = 4, pelo Teorema da caracteristica-nulidade temos

dmN(T)=4—dim Im(T)=4-2=2

OO

Seja B = (vy, v2,v3,v4) & base para Mayo(R) tal que Agsor g p estd na forma
canénica de Jordan indicada no enunciado. Entao vs, v4 geram o nicleo de

S oT. Note-se que o nticleo de S nao pode intersetar a imagem de T', caso
contrario a caracteristica de S o T seria inferior a 2. Portanto v3 e vy tém que
gerar o nucleo de 7. Tomamos por exemplo

271]7

03:[00 U4:[(2)—01]

O vetor v; tem de ser ndo nulo e verificar S(7(v1)) = 2v;. Podemos escolher
para v; qualquer vetor que nao esteja no nicleo de T', por exemplo

|

o= (4= 7o) = |

OO

e temos entao que definir
s([8]) =2ms81=138

Quanto a vy, queremos que seja satisfeita a equagao (S o T')(vy) = 2vy 4+ vy €
podemos para tal escolher qualquer vetor vy tal que T'(v2) seja linearmente

OO

0
independente de T'(vq), por exemplo vy = [ 8]. Temos entao T'(vy) = (1) e

portanto temos de definir
0
s([3]) =2esr+ ne1-n28)

Num complemento da imagem de 7', S pode ser definida arbitrariamente.
Podemos por exemplo tomar

(1))

e obtemos entao a seguinte expressao para S:

s([]) =59

w
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(7) Determine as solugbes da seguinte equagao matricial

-1 2 -1
det(A)AT" =10 2 0
0 0 —2

Resolucao: Aplicando o determinante a equagao obtemos
det(A)3 det(AT) = 4 < det(A)* = 4 < det(A) = £V/2.

Substituindo na equacao vemos que
T

L[ 2 L [-10 0
A= 1o 2 o] =+212 2 o
V2|0 o o V2|1 0 —9

Uma vez que o determinante das duas matrizes achadas é de facto £1/2 concluimos
que sao estas as duas solugoes da equagao.

(8) Seja
1 r 22— 1 3
r 2?41 1 1
T 2 3 -2
23 1 r—1 1
(a) Calcule o determinante de A(1) indicando se a matriz A(1) é invertivel.
(b) Justifique que existe x € R tal que a matriz A(z) nao é invertivel.
Resolucao:
(a) Aplicando a regra de Laplace ao longo da terceira coluna temos

15(1)? 1 1 3 1 1 3

= —|1 2 =2[+3|1 21
123 -2 11 1 111
110 1

= —(2-243)—-(6+1-2)+3(2+1+3)—(6+1+1))
= 2-6=—4
Uma vez que o seu determinante nao se anula, a matriz A(1) é invertivel.
(b) A fungao det A(x) é um polinémio de grau 7 pois na expansao do determinante

em termos de produtos de entradas da matriz, o termo de maior grau
corresponde ao produto das entradas 13,22,34 e 41 que é

(2? — 1)(2® +1)(—2)2

Temos portanto det A(z) = —2z7 + ¢(z) com q(x) de grau < 6. Uma vez que os
limites quando x — £00 tém sinais contrarios, pelo Teorema do valor médio
det A(x) anula-se nalgum ponto z € R e nesse ponto A(z) ndo é invertivel.

(9) Seja A a matriz com decomposi¢ao SVD dada por

L 0 L L

\/%0% 4000_@Lf\6§
O T I O R 1 I I G
1 L Ve BE

~H 0 Lol v v T T
i TV N

(a) Calcule a projegao ortogonal de (1,2, —1) no espago das colunas de A.
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(b) Determine a distancia de (1,2,3,—1) ao espago das linhas de A.

Resolucgao:

(a) Uma base ortonormada para o espago das colunas de A é dado pelas primeiras
duas colunas da matriz U; pelo que a projecao é dada por

,0,—75), (1,2, =1))(5, 0, —75)+((0,1,0), (1,2, -1))(0,1,0) = (1,0, =1)+(0,2,0) = (1,2, ~1)

embora pudéssemos também ter notado que o vetor pertence ao espaco das
colunas e portanto ¢é igual a sua propria projecao.

(b) Uma vez que o complemento ortogonal ao espaco das linhas de A é o nicleo de
A, a distancia pretendida é a norma da projegao ortogonal de (1,2,3,—1) no
nucleo de A. A matriz Uy da decomposi¢ao SVD leva o niicleo de A no ntcleo
{(0,0, z,w)} da matriz D logo as duas tltimas colunas de U, ' = UJ | isto ¢ as
duas ultimas linhas de Us, sao uma base ortonormada para o ntcleo de A.
Conclui-se que a projecao do vetor (1 2,3, —1) no nicleo é dada por

(55

11 1 1 1 1 1 1 11
(373,0 3+ (0,—§ e —§)=§( 1,1 )
Conclui-se que a distancia é g\/_ 5.

(10) Sejam v; = (1,2,1,0) e v = (0,1, —1,2). Indique justificadamente se existe uma
matriz anti-simétrica A € My.4(R) tal que Av; = vy e Avg = —vy.
Resolucao: Seja A uma matriz satisfazendo Av; = vy e Avg = —vieT o
endomorfismo representado por A na base canénica. O plano W = L({vy, v} é
invariante por T e a restricao de T ao plano W é representada com respeito a base

(v1,v9) pela matriz
0 —1
1 0

Esta matriz tem valores préprios +i com vetores préprios (1, Fi). Portanto, quando
encaramos A como uma matriz complexa, v; F tvy € um vetor proprio de A com valor
proprio =i.

Se A fosse anti-simétrica, os dois vetores préprios vy & ivs, correspondendo a
valores préprios distintos, teriam de ser ortogonais em C*. Mas tal nao é o caso:

((1,2—d, 144, —23), (1, 244, 1—4, 20)) = 14+(2+0)*+(1—0)?+i? = 14+d+4i—14+1-2i—1—4 = 2i # 0

Conclui-se que nao existe uma matriz satisfazendo as condi¢oes do enunciado.



