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Grupo | — Teste 1 — 40 minutos

1. Seja o um parametro real e considere o sistema linear cuja a matriz aumentada é dada por

1 -1 0 | -1
A=|la 0 -1 | -2
0 a -1 | -1

(a) (2 val.) Determine a caracteristica de A em fun¢do de .
Resolucao: Comegcamos por aplicar o método de Gauss a matriz A:

1 -1 0 | -1 1 -1 0 | -1
a 0 -1 | -2 —10 o -1 | a—2
0 a -1 | -1 00 0 | 1-a

Assim podemos concluir que a caracteristica de A é 2 se a« = 1, pois a matriz tem claramente 2
pivots e a caracteristica é 3 se o # 1.

(b) (3 val.) Determine em func¢do de o quando é que o sistema é impossivel, possivel, determinado ou
indeterminado.
Resolucao: O sistema é impossivel se a # 1. Se e = 1 o sistema é possivel e indeterminado.
Nao existem valores de « para os quais o sistema seja possivel e determinado.
(c) (3 val.) Para a =1, determine o conjunto de solu¢des do sistema.
Resolugcdo: Se ov = 1 ficamos com a seguinte matriz aumentada (depois do método de Gauss)
1 -1 0 | -1
0o 1 -1 1] -1
0o 0 0 | O
portanto o conjunto de solu¢cdes é dado por

{(z—2,2—1,2) : z € R}

(d) (2 val.) Para @ = 1, determine equagdes cartesianas que descrevem o espago das linhas de A.
Resolucao: O espaco das linhas é gerado pelas linhas da matriz, logo

EL(A) = ({(1,-1,0,-1), (0,1, —1, —1)}).



Assim, os vetores de F'L(A) sdo dados por

(a(1,-1,0,-1) 4+ 3(0,1,-1,-1) = (o, —a+ 3,—0,—a— 3) «a,f €R

e temos
r=«
y=—-a+p
z=—0
w=—-a—p
Portanto,

EL(A) ={(z,y,z,w) ER* :2+y+2=0ew+z = z}.

2. (2 val.) Seja A € My 4(R) uma matriz invertivel que satisfaz

1 0
2 1
A al = 1ol
4 0
Determine a entrada 4,2 (linha 4, coluna 2) de A™!.
Resolucao: Como A é invertivel temos
1 0
ol 1
3 4 0]
4 0

O produto no lado direito dd-nos a segunda coluna de A™!, logo a entrada 4,2 de A™! é igual a 4.

3. (2 val.) Sejam A, B € Myy»(R) matrizes invertiveis tais que (AB)* = [3 4

L 2]. Determine a matriz X
que satisfaz a equacio BXTA — A~'B~1 =0.
Resolucao:

BXTA-A"'B'=0BX"A=A"'"B ' X" =B'"A"'B A & X1 = (AB)(AB)™*

ou seja,
X' =(AB) 2« X' = ((AB)Y) ™!

1[4 -2 1[4 -3
T _ I
X7 = [_3 1] s X = 2[_2 1].

Portanto

4. Considere o espaco linear Py dos polinémios de grau < 2 e o subconjunto

U = {ao + ait + ast® € Py : as = 2aq e a; = 0}.



(a) (2 val.) Mostre que U é um subespago vetorial de Ps.

Resolucdo: O polindmio nulo pertence a U, por isso U # 0. Se p(t) = ag + ait + aqt® e
q(t) = by + byt + byt? pertencem a U entdo

p(t) + q(t) = (ag + bo) + (ay + by)t + (ag + bo)t?

satisfaz as + by = 2(ap + by) € a3 + by = 0, logo U é fechado para a soma. Por outro lado
ap(t) = aag + aait + aayt? satisfaz claramente cay = 2aag e aa; = 0, logo U é fechado para a
multiplicacdo por escalar. Concluimos que U é um subespaco de Ps.

(b) (2 val.) Determine um conjunto gerador de U.
Resolucdo: Note-se que U = {ag+2agt® : ag € R} = {ag(1+2t?) : ay € R}. Logo um conjunto
gerador é S = {1 + 2t%}.

5. (2 val.) Sejam A, B € M,,».,(R) tais que AB = A+ B. Mostre que AB = BA.

Resolucao:
AB=A4+B&AB-A-B=0AB-A-B+I=1<(A-1)(B-1)=1
Logo A — I é ainversa de B — I, portanto
(B-1)(A-I)=1<BA-B—-A=0& BA=A+B.

Finalmente AB= A+ B = BA.

Grupo Il — Teste 2 — 40 minutos

1. Considere o espaco linear de todas as funcdes reais de varidvel real e o subconjunto S = {2, sen?t, cos® t}.

(a) (1 val.) Verifique se S é linearmente independente.
Resolucdo: Uma vez que 2 = 2(sen®+ cos?t) = 2sen® 42 cos?t, concluimos que o conjunto é
linearmente dependente.

(b) (2 val.) Determine, justificando, uma base para L(.S) e calcule a respectiva dimens&o.

Resolucdo: Uma base de L(S) é dada por {sen?t, cos?t}. As funcdes s3o linearmente indepen-
dentes, pois se
asen’t + fcos?’t=0 VteR

entdo, em particular, parat = 0 e t = 7 obtemos respectivamente § = 0 e @« = 0. Logo a

2
dimens3o de L(S5) é 2.

2. Seja V' o espaco dos polinémios de grau <1 e T :V — My.o(R) a transformac3o linear definida por



Considere a transformacio linear f : My, »(R) — R? representada pela matriz

01 -1 2

1 2 0 1
INTEY

em relagdo a base candnica de My, o(R),

Bc:q(l) 8][8 (1)]{(1) 8}{8 ?D edbase B=((1,1),(1,—1)) de R2.

(a) (2 val.) Determine a matriz que representa a transformacao linear 7' em relagdo a base B’ = (1, 1)
de V' e a base candnica de My, o(R).

Resolucao: Comecamos por calcular a imagem dos vetores da base B':

T(1):H ﬂ T(t):[(l] _011

Assim a matriz que representa 7' em relacdo as bases B’ e B, é dada por

1
0
Arp g, = 0

—_ = = =

-1

(b) (3 val.) Calcule (foT)(1—1t).
Resolucao: Usando o resultado da alinea anterior temos

01 -1 2

[(foT><1—t>]B:Af,BmBAT,BI,Bcu—ﬂBI:[1 2.0 1]

—_ = = =

Logo (foT)(1—t)=4(1,1) +4(1, —1) = (8,0).

(c) (3 val.) Determine uma base para o nicleo de f.
Resolucdo: Calculando o niicleo da matriz Ay p, p obtemos

r+2y+w=20 r=—2z+ 3w
y—2z+2w =20 y=z—2w

Portanto uma base para o niicleo de Ay g, p pode ser By(4,) = {(—2,1,1,0),(3,-2,0,1)} donde
se conclui que uma base para o nicleo de f pode ser dada por

mo={[ o o V)



(d) (2 val.) Diga, justificadamente, se f o T' é um isomorfismo.
Resolucdo: A matriz que representa f oT" em relagdo as bases B’ e B é

1
o [4 o0
0o |2 —2|

—1

12 0 1
Agorpp = Appes Arp s = [0 1 -1 2]

— = = =

Uma vez que esta matriz é invertivel, podemos concluir que f o T é um isomorfismo.
(e) (2 val.) Resolva em Msy2(RR) a equagdo linear f(A) = (2,0).

Resolugao: O vetor (2,0) tem coordenadas (1,1) na base B, logo para obter as coordenadas das
solucdes temos de resolver o sistema linear representado pela seguinte matriz aumentada

12 0 1|1
01 -1 2| 1|’

{(-1,1,0,0) + 2(—2,1,1,0) + w(3,—-2,0,1), z,w € R}.

que tem solucdes

Logo o conjunto de solu¢des para a equacao linear é

-1 1 -2 1 3 —2
C’S:{[O Ol—l—zll O}—l—wlo 11,2,2}161@.}.

1 -1 0 O

3. (3val.) Seja A = o 10 . Calcule det(A” — A°®).
1 -1 2 =2
-1 0 -2 1

Resolucdo: Temos det(A” — A®) = det(A%(A — 1)) = det(AS)det(A — I) = (det A)Sdet(A — 1),
portanto é suficiente calcular o determinante de A e de A — I. Para calcular det A comecamos por
aplicar o método de Gauss a matriz A

1 -1 0 O 1 -1 0 0 1 -1 0 O
o 1 0 2 R 0o 1 0 2 R 0o 1 0 2
1 -1 2 =2 o 0 2 =2 0o 0 2 =2
-1 0 -2 1 0o -1 -2 1 0o 0 -2 3
Usando a expansdo de Laplace obtemos det A = 2. Por outro lado,
0O -1 0 O
o 0 0 2
det(A — I) = det 1 -1 1 -9
-1 0 =2 0
Usando a expansao de Laplace em relacdao a primeira linha obtemos
0o 0 2 11
det(A—I)=det | 1 1 —=2| =2det [_1 _21 = -2
-1 =2 0

Finalmente obtemos det(A” — A%) = —27.



4. (2 val.) D& um exemplo de uma transformacdo linear T : R? — R? tal que N(T) = L({(1,1)}) e

T(R?) = {(z,y) € R? : z = 2y}.

Resolucao: Um exemplo de uma matriz que representa 1" na base candnica pode ser

L

pois claramente satisfaz as condi¢des para o nicleo e para a imagem (espa¢o das colunas da matriz).
Logo um exemplo pode ser T'(z,y) = (2y — 2z,y — z).

Grupo Ill — Teste 3 — 40 minutos

. Para cada « considere a transformacio linear 7, : R? — R3

tada pela matriz

que em relac3o a base candnica é represen-

a 1 1
A, =10 3 0
1 0 «
(a) (3 val.) Mostre que v; = (1,0,1) e v = (1,0, —1) sdo vetores préprios de T,, e determine os
valores préprios associados.
Resolucao: Temos
a+1 1 a—1 1
A= 0 | =(@+1) |0l =(a+1)vy e Ayva=] 0 |=(a—=1)|0|=(a—1)w
a+1 1 1—«a —1

0 que mostra que v, e vy sao vetores préprios de T, com valores préprios associados a+1 e a—1,
respectivamente.

(b) (3 val.) Determine os valores préprios de T, e indique os valores de « para os quais 7, tem 3
valores préprios todos distintos.

Resolucao: O polinémio caracteristico de A, é

pPA) =B =N(a=2"=1) =B =)A= (a+1))A-(a—1)),

portanto os valores préprios de T, sdo A = 3 ou A = £ 1. Assim, os valores préprios sao distintos
sea#2ea#4.

(c) (2 val.) Diga, justificando, se T, é diagonalizdvel.

Resolucao: Se o = 2 entdo os valores préprios sdo A = 3 com multiplicidade algébrica 2 e A =1
com multiplicidade algébrica 1. Para determinar se T, é diagonalizavel é suficiente determinar a
multiplicidade geométrica de A = 3, ou seja, a dimens3o do espago préprio F(3) = N(Ay — 31).
Como

-1 1 1

Ay —=3I=]0 0 O

1 0 —1
podemos concluir que os vetores do espago préprio F/(3) satisfazem y = 0 e © = z e portanto
E(3) = L({(1,0,1)}), que tem dimens3o 1. Assim n3o é possivel obter uma base de R® formada
por vetores préprios, ou seja, 15 nao é diagonalizavel.



(d) (3 val.) Para a = 3, usando o produto interno usual em R?, calcule a projecdo ortogonal de v; em
E(3) (espago préprio associado ao valor préprio 3).
Resolugdo: Neste caso E(3) = N(A3 —3I) e

011
A3 —3I=10 0 0O
100

Entdo vemos que os vetores do espago préoprio F/(3) satisfazem z = 0 e y + z = 0 e portanto
E(3) = L({(0,1,—1)}), ou seja, o vetor u = (1,0,1) é uma base de E(3). Logo a proje¢do
ortogonal de v; em E(3) é dada por

(0,1,-1) 1

lﬁwﬂm)=<MJOWmQ:(ﬂﬂhnxalpﬁ»”me;UW::—QQJW—U::OL—;;>,

(e) (4 val.) Determine B tal que B* = A;. Sugestdo: diagonalize.
Resolugdo: Primeiro, da alinea (b) segue que A3 tem valores préprios distintos 2,3 e 4 logo é
diagonalizdvel, ou seja, existem matrizes S invertivel e D diagonal tal que A3 = SDS™1. Mais
precisamente, a matriz D tem na diagonal os valores préprios e S é base de vetores préprios

correspondentes. Da alinea anterior temos uma base para E(3) e da alinea (a) temos bases para
os espagos proprios F(2) e E(4). Logo

200 1 0 1
D=10 3 0] ¢ S=[0 1 0
00 4 -1 -1 1

Definimos B = Sv/DS~!. Claramente B2 = SDS~! = Aj;, portanto B é a solucdo pretendida.
Calculando a inversa da matriz S obtemos

10 11[v2 0 o] -1 -1 1+¥2 12 12
B=]0 1 0|0 V3 0[]0 1 0|=]| 0 V3 0
S R ] I N1 O (R P R BV I R~

2. (3 val.) Determine a expressdo para o produto interno no espa¢o dos polinémios de grau < 1 em relagdo
ao qual a base B = (1,1 — t) é ortonormada.

Resolucao: Se a base B é ortonormada, entdo a matriz da métrica é dada por Gg = I. Sejam
p(t) = ag + a1t e q(t) = by + bit. As coordenadas destes polinémios na base B sdo (ap + ai, —a;) e
(bo + by, —by1), respectivamente. Assim

(p(t), q(t)) = [p(t)]5GBla(t)) s = {Clo + —al} I [bo +b

—b1 ] = (CLO +a1)(b0 + bl) —i—a1b1,

ou seja, a expressao que define o produto interno é

(p(t),q(t)) = apbo + apby + arby + 2a;1b;.

x
3. (2 val.) Mostre que a forma quadrtica f : R® — R definida por f(z,y,2) = [m Yy z} A |y| onde
z
A € M3y3(R) é uma matriz anti-simétrica é identicamente nula.
Resolucao: Sabemos que para uma forma quadrdtica como f, o que define a forma quadratica é a
parte simétrica de A, dada por #. Uma vez que A é anti-simétrica, a sua parte simétrica é a matriz
nula, logo f é a funcdo constante igual a 0.



