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Resolucao abreviada

Exame 2

1. Para cada parametro real «, considere o sistema linear

x 2 11 «
Aly|l =|al, onde A= |3 4 2
z 1 2 3 -1
(2 val.) (a) Determine em fungdo de v quando é que o sistema é impossivel, possivel, determinado
ou indeterminado.
(1 val.) (b) Para o =3, determine o conjunto de solu¢des do sistema.
(2 val.) (c) Para a = 3 determine a dimensdo e uma base para a intersec¢do do espaco das linhas

de A com o subespaco U = {(z,y,2) € R3: x4y + 2z = 0}.
Resolucao:

(a) Comegamos por aplicar o método de Gauss a matriz aumentada

11 a | 21 — 11 o |2 T O T
34 2 | al|l 2-3,; |01 2-3a | a—6 L 01 2—-3a | a—=6
2 3 —1 | 1] 320, [0 1 —-1—-2a | -3 00 a-3 | 3-«

donde concluimos que o sistema é possivel e indeterminado se @ = 3 e é possivel e
determinado se « # 3. N3o existem valores de « para os quais o sistema é impossivel.

(b) Para v = 3 a matriz aumentada fica

11 3 | 2
01 -7 | -3
00 0 | 0

logo temos
r+y+3z=2 — r=>5—10z
y—"T7z2=-3 y=72—3

Portanto o conjunto de solugdes do sistema é dado por {(5—10z,72—3,2) : z € R}.



(c) E claro da alinea anterior que, se @ = 3 ent3o EL(A) = L({(1,1,3),(0,1,=7)})
e temos dim FL(A) = 2. Como EL(A) n3o esta contido em U concluimos que a
dimens3o da interseccdo dos espaco das linhas de A com o subespaco U é 1. Por
outro lado, EL(A)* = {(2,y,2) € R® : x + y + 32z = 0; y — 7z = 0}, portanto
EL(A)* = L({(-10,7,1)}), ou seja, EL(A) = {(x,y,2) € R® : =10z +Ty+2z = 0}.
Logo

EL(ANU ={(z,y,2) eR®: =10z + Ty +2=0; 2 +y+ 2 =0}

e assim uma base para a intersecdo pode ser, por exemplo, {(—6,—11,17)}.

2. Seja T : May2(R) — R? a transformacdo linear cuja representacdo nas bases ordenadas

By = (Ll) é] : [(1) _01] : B é] : [8 ﬂ) e By = ((1,0,0),(0,1,1),(0,1,—1)) é

30 0 2
14'1“731732 =10 2 -1 0O
00 0 1
(1 val.) (a) Calcule T ([2 2})
1 2
(1 val.) (b) Indique, justificando, se a imagem de 7' é isomorfa a um plano em R3.
(1 val.) (c) Determine o niicleo de 7.
(1 val.) (d) Resolva em May2(R) a equagdo linear T'(A) = (5,1, —1).
(2 val.) (e) Considere o produto interno em Msyo(R) dado por (A, B) = tr(AT B). Determine a
distancia de [111 ﬂ ao nicleo de T
Resolucao:
(a)

r(3]) = oo o)+ (B o) -er (5 2))
= 3(1,0,0) — (0,1,1) 4+ 2(2(1,0,0) + (0,1,—1)) = (7,1, —3).

(b) Aimagem de 7" é isomorfa ao espaco das colunas da matriz Ay p, p,, que tem dimens3o
3 (= caracteristica da matriz), logo no pode ser isomorfa a um plano em R3, pois
um plano tem dimensao 2.

(c) Resolvendo o sistema homogéneo associado a matriz A7 g, p, concluimos que as co-
ordenadas (a, b, c,d) na base B; dos vetores do niicleo satisfazem

3a+2d=0
2b—c=0 @{a:dzo
d—0 c=2b, beR

Logo os vetores do nticleo sdo dados por

-l 3] eal} ores)- b oes)



(d) As coordenadas do vetor (5,1, —1) na base Bj sdo (5,0, 1), portanto temos de resolver

o sistema
30 0 2| 5
Arp.B,=10 2 -1 0 | 0
00 0 1] 1

O conjunto de solucdes deste sistema é {(a,b,c,d) € R*:a=d =1, c = 2b, b € R},
que representam as coordenadas das solu¢bes da equacao linear na base B;. Logo o
conjunto de solu¢des da equacgdo é dado por

e R R ] R I R R R R

11
representa a projeccao ortogonal de B sobre o nicleo de T'. Para calcular a projeccao

s 1] obtida na alinea (c).

(e) A distancia de B = [ } a N(T') é dada por d = ||B — Py()B| onde Py(1)B

ortogonal usamos como base do nicleo a matriz A = [2 0

Assim obtemos

, A 3 11714 o]\ 1 [3 1 31
PN<T>BP”JAB<A’B>||AH2“([2 0} [1 1])14{2 0][2 0]'

Portanto

3-8 31 - -

1 2 3
(2 val.) 3. Seja A= |a b c| tal que det A =3 e B € Mayx2(R) uma matriz invertivel. Calcule
0 d 1
det(2BTB™Y 0 0 0
0 a b c
det 0 1 2 3
0 0 2d 2

Resolugdo: Usando as propriedades do determinante, uma vez que B € Ms,o(R), obtemos
det(2BTB~1) = 22det(BTB!) = 4(det B)(det B) "' = 4. De seguida, usando a regra
de Laplace, a linearidade e anti-simetria do determinante, obtemos

T n—1

det(Q%B)Ogo . Lo s
0 i‘ ) §:41 9 3l=—4la b ¢|=-8detA=—24.
0 0 od o 0 2d 2 0 2d 2



4. Seja V o espaco linear dos polindmios reais de grau < 2. Considere a transformac3o linear
T:V — V tal que

(1 val.) (a)

(1 val.) (b)
(1 val.) (c)

1 4 t% é um vetor préprio com valor préprio 1;

1+t é um vetor préprio com valor préprio 3;

o niicleo de T é dado por N(T) = {at?: a € R}.

Determine a matriz mudanca de base Sp_,p, da base B = (1 + 2,1 4 t,t?) para a
base canénica B. = (1,t,12).

Determine a matriz que representa T’ na base candnica B..

Determine a expressdo geral da transformacao linear 7T'.

Resolucao:

()

(b)

As colunas da matriz mudanga de base Sp_, g, sdo dadas pelas coordenadas dos vetores
da base B escritos como combinacao linear dos vetores da base canédnica, logo

110
Spop, = [0 1 0
101

Temos T(1+t?) =1+t T(1+t) = 3(1 +t) e T(t?) = 0, logo é facil de concluir
que T(1) = 1+ 2 e T(t) = 2 + 3t — 2. Assim a matriz que representa T na base
candnica é

2
3
-1

AT, B, =

—_ O
o O O

Alternativamente podiamos comecar por escrever a matriz que representa 1" na base
B, o que é imediato, pois é uma base vetores préprios

e de seguida usar a matriz mudanga de base da alinea (a) e a sua inversa para obter
a matriz desejada:
-1
Ar . B. = SB>B.ATB.B(SB>B.)” -

Usando a matriz obtida na alinea anterior, sabemos que as coordenadas da imagem
do polinémio p(t) = ag + ait + ast? na base canénica sio dadas por

I 2 0] fao ag + 2a;
[T(p(t))]Bc = Ar,B.,B. [P(t)]BC =10 3 0] far| = 3aq
1 _]. 0 a9 apg — ap

Logo T(ao+a1t+a2t2) = apg+2a1+3a1t+ (ao —al)t2 = ao(l +t2) —|—a1(2—|—3t—t2).



(1 val.)
(1 val.)

(2 val.)

5. Considere a forma quadratica f : R — R definida por f(z,y,2) = —2? — y? + 4y — 322

(a) Classifique f.
(b) Determine um subespaco U € R3 de dimens3o 1 tal que f(u) > 0 para todoo u € U.

Resolucao:

(a) A matriz simétrica associada a forma quadrética é

-1 2 0
A=12 -1 0
0 0 -3

O polinémio caracteristico desta matriz é p(A) = (—3—\)2(1—\), portanto os valores
préprios da matriz s3o —3 e 1 e a forma quadratica ¢ indefinida.

(b) O espago préprio do valor préprio 1 é dado pelo nicleo da matriz

—2 2 0
A-T=12 -2 o],
0 0 -4

ou seja, F(1) = {(z,z,0) : x € R}. Entdo fazendo U = E(1) temos f(u) > 0 para
todo o u € U. De facto

f(z,z,0) = —2? — 2% + 42% = 222 > 0.

6. Sejam A, B € M,,«,(R) matrizes simétricas tal que B tem valores préprios positivos. Mostre

que BA é diagonalizavel. Sugestdo: mostre que existe uma matriz X tal que B=XX" e
considere a matriz X 'BAX.

Resolucao:

Uma vez que B é simétrica, sabemos pelo Teorema Espectral que B é diagonalizdvel por uma
matriz ortogonal, ou seja, B = STAS onde S é uma matriz ortogonal (S7'S = I e portanto
ST = S=1) e A é uma matriz diagonal com os valores préprios de B. Como os valores
préprios de B sdo positivos a matriz v/A estd bem definida e podemos escrever B = X X7
onde X = (v/AS)T. De seguida notamos que X 'BAX = X' XXTAX = XTAX e
que esta matriz é simétrica pois A é simétrica:

(XTAax)T = XxTATx = xTAX.

Pelo Teorema Espectral X7 AX ¢é diagonalizavel, ou seja, XTAX = C~'DC onde C é
uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal. Assim obtemos

X 'BAX =C7'DC & BA=XC'DCOX L.

Se Q = CX!entio BA=Q 'DQ, ou seja, BA é diagonalizavel.



