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Resolucao abreviada

Exame 1

1. Considere a transformacdo linear T : R? — R? definida por

(2 val.) (a)
(2 val.) (b)

T(z,y,2) = (x + 2,2y, 2y + 22).
Determine os valores préprios de T', indicando as respectivas multiplicidades algébricas

e geométricas.

Determine uma forma candnica de Jordan para 7', indicando a correspondente base de
R3 para a qual T fica nessa forma canénica.

Resolucao:

()

1 0 1
A matriz que representa a transformacdo 7' na base canénicaé A= [0 2 0, que
0 2 2

tem polinémio caracteristico p(A) = (1 — A)(2 — A\)2, portanto os valores préprios s3o
1 e 2. Como o valor préprio 1 tem multiplicidade 1 como raiz do polinémio, podemos
concluir que as multiplicidades algébrica e geométrica deste valor préprio s3o ambas
iguais a 1.

O valor préprio 2 tem multiplicidade algébrica 2, pois é a multiplicidade como raiz do
polindmio caracteristico. Para determinar a sua multiplicidade geométrica temos de
calcular a dimensdo do seu espago préprio E(2), ou seja, a dimensdo do nicleo da

-1 0 1
matriz A —2] = | 0 0 0|. Como esta matriz tem claramente caracteristica 2,
0 2 0

podemos concluir que a multiplicidade geométrica do valor préprio 2 é 1.

Tendo em conta a alinea anterior podemos afirmar que uma forma candnica de Jordan
para T é dada por

1 00
J=10 2 1
0 0 2

Para obter uma base correspondente a esta representacdo calculamos os espacos
préprios associados aos valores préprios. Para A = 1 temos

00 1
A-T=10 1 0],
01 1



(2 val.)

(2 val.)
(2 val.)

logo E(1) = {a(1,0,0) : a € R}. Para A\ = 2 obtemos, calculando o nicleo da matriz
A—2I, E(2) ={a(1,0,1) : a € R}. Por outro lado o espago préprio generalizado de
2 é dado pelo ntcleo de
1 2 -1
(A-20)%*=10 0 0],
00 O
ou seja, E9(2) = {a(1,0,1) +b(0,1,2) : a,b € R}. Podemos ent&o escolher

v3=(0,1,2), wy=(A—20)vs=(2,0,2) e v =(1,0,0),

e B = (v1,v2,v3) é uma base para a qual a representagdo de T' nessa base é dada pela
matriz J.

2. Considere uma transformagdo linear f : Mayxo(R) — Mayx2(R) que tem como espagos

proprios

W B < QR )

. .10 0f , . . .,
Diga, justificadamente, se a matriz 0 1] € um vetor préprio de f e se f é diagonalizavel.
~ . 0 o] . , " ~
Resolucao: A matriz A = o 1| ndo éum vetor préprio de f, porque ndo pertence

L R 0
a nenhum dos espagos préprios de f: claramente ndo é multiplo de

1
10
D 10 0 1
combinacio linear de {0 1] e [1 J.

A transformacdo f n3o é diagonalizavel, porque n3o existem vetores préprios linearmente
independentes suficientes para gerar o espaco das matrizes Moy 2(R): s6é temos 3 vetores
proprios linearmente independentes e o espaco tem dimensao 4.

}, nem é uma

. Considere o subespaco

V={a+bt+ct?+dt’ :a=d b+c=0}

dos polinémios de grau < 3 com o produto interno para o qual {1+t — > + 3,12 —t} é
uma base ortonormada.

(a) Calcule ||1+ 3]

(b) Determine a matriz da métrica (ou de Gram) deste produto interno com respeito a
base B = (1+t3,t — ).

Resolucao:

(a) Denotamos esta base ortonormada por B’. As coordenadas do vetor 1+ t3 na base B’
sdo faceis de obter e sdo dadas por (1,1), logo

4= (1481463 =1+ 675 Co L+ 85 =[1 1] m _o,



onde G/ é a matriz da métrica com respeito a base B’, que é a identidade, porque
esta base é ortonormada. Logo ||1 + 3| = V2.

(b) A relacdo entre as matrizes das métricas com respeito as bases B e B’ é dada pela
férmula
Gp=5S"Gp S

onde S = Sp_,p’ é a matriz mudanca de base, da base B para a base B’. Como ja
vimos o vetor 1 + 3 tem coordenadas (1,1) na base B’, enquanto o vetor ¢ — t> tem
1
1

S e i Y R

4. Considere o produto interno usual em R* e o subespaco

coordenadas (0, —1) nesta base, logo S = { _OJ Assim obtemos

U:{(x7yazaw)€R4iy—|—z—w:0;x_yzo}'

(2 val.) (a) Determine uma base ortogonal para U.

(2 val.) (b) Calcule a projegdo ortogonal do vetor (0,1,1,1) sobre U.

(1 val.) (c) Decomponha o vetor (0,1,1,1) como a soma de um vetor de U e de outro em U~.
Resolucao:

(a) Comegamos por escolher uma base qualquer para U, que é um subespaco de R* de
dimens3o 2. Podemos escolher, por exemplo, v; = (0,0,1,1) e v = (1,1,0,1). Clara-
mente estes 2 vetores formam uma base de U. Usando o processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt obtemos uma base ortogonal para U: definimos w; = vy e

w 1 11
w2 = V2 — <w17U2>m = (1a 1707 1) - 5(01(]) 17 1) = (17 17_57 2) .

Ent3o o conjunto

B = (w1, ws) = <(0’0’ L1), <1’ b _%’ ;>>

é uma base ortogonal de U.

(b) Usando a a base ortogonal obtida na alinea anterior e sabendo que |w1|? = 2 e
|wal? = % segue que a projecdo ortogonal de v = (0,1, 1,1) sobre U é dada por

wWa 2 11 2246
T o — 070)171 = 17177757 = EYEYEYE
[[wal|? ( )+5< 2 2) (5 55 5)

(c) Temos v = Py(v) + (v — Py(v)) onde Py(v) € U foi calculado na alinea anterior e
v— Py(v) € U™, ou seja,

2246 231 1
= (0,1 ]-a]- = YR EY T ey ey E )
v=01 )<5555>+<555 5)

Py(v) = (w1, v) 7 +(w2, v)

[l |2



(2 val.)

(3 val.)

5.

6.

. - . 1 2
Determine a decomposicdo polar da matriz A = [2 1].

4 5
Segue do Teorema Espetral que existem matrizes S e D tal que ATA = SDS~! onde S é
uma matriz unitdria (as colunas formam uma base ortonormada de R?) e D é uma matriz
diagonal com os valores préprios (positivos) de AT A na diagonal. O polinémio caracteristico

de ATAép(\)=(5—-N)?—16etemraizes1e9, logo D = [(1) (9)} . As colunas de S sdo

~ - 4
Resolucdo: Para obter a decomposicdo polar comecamos por calcular ATA = [5 ]

- . _r 1 1
vetores préprios com norma 1 associados a estes valores préprios, portanto .S = % [ 1 1] :

De seguida definimos

s b 95l -6

eU=AP ' = [O 1]. A decomposicdo polar de A é entdo A = [O 1} [2 1] .

1 0 1 0]|1 2

Sejam C, B € M,,x,,(C) com C hermitiana tal que C3B = BC3. Mostre que CB = BC.

Resolugao: Uma vez que C' é hermitiana, sabemos do Teorema Espetral que C é diag-
onalizdvel, ou seja, C = SDS~! onde D é uma matriz diagonal com os valores préprios
(reais) de C na diagonal e S é uma matriz unitdria. Assim C3 = SD35 1 e

C°B = BC® & SD*S™'B=BSD*S™' & D*S™'BS = S 'BSD?
Seja A = S7'BS. Temos D3A = AD?, portanto a entrada ij destes produtos satisfaz
A?aij = al-j)\?. Se a;; = 0 entdo claramente \;a;; = a;;\; e se a;; # 0 entdo )\? = )\g? =
Ai = Aj. Logo A\ja;; = a;;\; para todo o ij, ou seja, DA = AD. Concluimos que

DA=AD < DS 'BS=S5"'BSD < SDS™'B=BSDS ! < CD = DC,

como queriamos provar.



