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(1) Seja V' o espago vetorial dos polindmios reais e T: V' — V' o endomorfismo definido
por
T(p(t) = p(2)(t* +5) —p'(2)(° — 26" +1 - 2)
Verifique que o vetor t3 — 2t +t — 2 é um vetor préprio de T indicando o valor
proprio correspondente.
Resolugao: Para p(t) =t —2t* +t — 2 temos p(2) =8 —8+2—-2=0¢
p'(t) = 3t> — 4t + 1 logo p'(2) = 12 — 8 + 1 = 5. Conclui-se que

Tt =22 +t—2)=0—5( — 26>+t —2)

logo t3 — 2t? +t — 2 é um vetor préprio associado ao valor préprio —5.

(2) Considere a transformagao linear 7': C* — C?* definida por
T(z,y,2) = (x+y+ 22y —x+y+32)

(a) Determine a forma canénica de Jordan de T' assim como a base para C3 que
coloca T' em forma canénica de Jordan.

(b) Determine o maior subespago W C C? invariante por T tal que a restricao de T'
a W é diagonalizavel.

Resolucgao:
1 11
(a) A matriz que representa 7' com respeito a base canénica é | 0 2 0| que tem
-1 1 3

polinémio caracteristico

I-x 1 1
0 2=X2 0 |=C2-NA=-NB-N+D)=2-NAN—4rx+4)=-1-2)°
—1 13-

logo 2 é o tinico valor préprio e tem multiplicidade algébrica 3. Os vetores
préprios de 2 sao os vetores nao nulos no nicleo de

-1 11
0 00
-1 11

e portanto E(2) = {(z,y,2z) € C*: x = y + z} e a multiplicidade geométrica de 2
¢ 2. A forma canonica de Jordan é portanto

210
J=10 2 0
0 0 2

Numa base B = (v1, v2,v3) com respeito a qual T' é representada pela matriz

acima, v e vg sdo vetores proprios de 2 e (T — 21d)vy = vy. O vetor vy deve

portanto pertencer ao espacgo das colunas da matriz acima que representa

(T'—21d). Podemos por exemplo tomar v; = (1,0, 1) e entdo vy = (0,1,0) é uma
1
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solugao de (T — 21d)vy = vy. Para vz podemos tomar qualquer vetor préprio de
2 independente de vq, por exemplo v3

(1,1,0). Conclui-se que uma base com
respeito a qual a representacao matricial de T" é J é, por exemplo
B—

((1,0,1),(0,1,0),(1,1,0))

(b) O maior subespago invariante tal que a restrigado de T"a W é diagonalizédvel é o
espago proprio de 2, W = E(2)

= L({(1,0,1),(1,1,0)}.
(3) Seja U = {(x,y,2,w) ER*: x +y —2=0,2 — 2 +w = 0} e considere o produto
interno usual em R*.
a

(a) Determine uma base ortogonal para U
(b) Sendo B =

(v1,v9,v3,v4) uma base ortogonal para R* com v; e vy 0s vetores que
achou na alinea anterior, calcule a segunda coordenada de (1,0,0,0) na base B

(c) Explique como calcular (indique os célculos a efetuar sem os levar até ao fim)
Resolucao

distancia entre U e o conjunto {(z,y,z,w): x+y—2=1,2 — 2z +w =3}

(a) O plano U é determinado pelas condigoes z = = + y,w = z — x = y logo

U={(v,y,x+y,y): z,y € R}
Dado que (z,y,z + y,y) (1,0,1,0) +y(0,1,1,1) podemos obter uma base
ortogonal tomando v; = (1,0, 1,0) e

o111~ (1010 (0.1.1,1)

[(1.0.1,0)] (1,0,1,0) = (0,1,1,1) — 1(1,0,1,0) = (—1,1,3,1)
(b) A segunda coordenada é dada pela expressao
(= é,l,;n (1,0,0,0)
(=513, DI

1
_2__1
=2 =
5 5
(¢) P é um plano paralelo a U logo, pelo Teorema de Pitdgoras, a distancia de P a

U ¢é a distancia de um qualquer ponto de P a sua projecao ortogonal em U
Considerando o ponto (1,0,0,2) € P temos

1,0,1,0),(1,0,0,2 —11,11),(1,0,0,2
PU(170,O,2> = <( ’ ’ ! )72( ’ ’ )>(1,O,170)+ <(( 2 2 é) ( )(_%717%)1)
2
(%707 %70) + %(_%7 17 %7 1) = (%7 %7 %’ %)
logo a distancia é

||(1707072) 5757575 ||_\/@—3\/>

(4) Indique justificando se a seguinte matriz ¢ diagonalizdvel

—1 2431 0 4
-2+ 3 0 - 1
0 - 2t 0

-1 0 =2
anti-hermitiana

7
Resolucgao: Esta matriz é diagonalizavel pelo Teorema espetral uma vez que é



(5)
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Classifique a forma quadratica definida pela expressao

2 1 —-1| |=

flmy.2)=[z y 2] |1 1 2| |y
1 -2 0 z

O

.o

ores proprios

Resolucao: A matriz simétrica associada a esta forma quadratica é [z
polinémio caracteristico é ((2—A)(1—X) — DA = (A2 —=3X+ 1)A. Os va
sao A\ = %ﬁ, 0 logo esta forma quadratica é semi-definida positiva.

—_

0 1
Determine uma decomposicao em valores singulares para a matriz A = |—1 1
1 1

Resolucao: Temos

0 1
v, [0 =1 1]|" 20
AA—{1 1 1} 111_{03}

Os valores singulares de A sao portanto o, = V3 e 09 = /2. Note-se que a matriz
AT A ja é diagonal mas os valores préprios nao estao por ordem decrescente. Temos

FREFE

Logo Uy = Uy ' =[9}]. Temos

(1 0
AU P =1 -1
1 1

e para obter a matriz U; temos de completar as colunas da matriz anterior
normalizadas a uma base ortonormada de R3. Um vetor perpendicular ao espaco das
colunas de A é por exemplo (—2,1,1) logo podemos tomar

L 0 =2
w1
O
V3oov2 Ve
e uma decomposicao em valores singulares para A é por exemplo
1 _2
A= E,Lf {\/30][01]
3 °V2 V6 0 v2|l10
IR S 00
V3 V2 Ve

Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensao finitae T: V — V um
endomorfismo. Se a multiplicidade algébrica do valor préprio A for 7 e as
caracteristicas de (T — AI)? e (T — AI)? forem iguais, quais sdo os valores possiveis
para a multiplicidade geométrica de A?

Resolugao: Uma vez que a restricao de (T'— AI) (e portanto das suas poténcias) aos
espagos proprios generalizados E9(u) com p # A é um isomorfismo, a caracteristica
(ou equivalentemente a nulidade) de uma poténcia de T'— Al é determinada pela
restrigao de T'— Al ao espago proprio generalizado E9(\). Usando a forma canénica
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de Jordan vemos que a caracteristica de (T — A )? é igual & de (T'— \I)? se e s6
(T — M)? =0 em E9()), isto é, se todos os blocos de Jordan associados a A tém no
méximo comprimento 2 (se houvesse algum bloco de comprimento maior ou igual a 3
a caracteristica de (T — AI)? seria maior do que a de (T — \I)?).

Uma vez que a multiplicidade algébrica de A é 7, isto significa que tém de haver
pelo menos 4 blocos, logo a multiplicidade geométrica de A é 4,5,6 ou 7.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Mostre que um endomorfismo
T:V — V é diagonalizavel se e s6 se existe um produto interno em V' com respeito
ao qual T' é auto-adjunto.

Resolucgao: Se T é auto-adjunta com respeito a algum produto interno em V' entao
T é diagonalizavel pelo Teorema espetral. Reciprocamente suponhamos que T é
diagonalizdvel por uma base B = (v, vs,...,v,) com T(v;) = N\v; e seja (,) um
produto interno em V' tal que B é uma base ortonormada. Vejamos que 1" é
auto-adjunta com respeito a este produto interno: dados v = ayv; + ... + v, €
w= [+ ...+ Byu, €V temos

(Tv,w) = {(aAvy + ...+ A\, S1v1 + ... + Bovy)
= oMb+ ...+ o, N0,
(v + .o+ app, MPrvr + -+ A Bavn)
= (v,Tw)



