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1. Considere a transformac3o linear f : R* — R? definida por

f(@y,2,w)=@+y+wy+zz+2+w).

(a) Determine bases para o nticleo e para a imagem de f.

Resolucdo: A matriz que representa a transformacdo f nas bases candnicas de R?* e
R3 é

1 1 01
Afcha'nchan = 0 1 1 0
1 0 1 1
Em coordenadas o nicleo da transformagdo corresponde ao nicleo da matriz e a

imagem corresponde ao espaco das colunas. Aplicando o método de Gauss a matriz
obtemos

11 01 1 1 01 11 01
01 10—-f0 1 10/—=/0110
1011 0 -1 10 00 20
donde concluimos que

N(f) ={(-w,0,0,w) : w € R},
e portanto uma base para o ntcleo é dada por

BN(f) = {(_170707 1)}
Uma base para imagem pode ser
Bygay = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}.

Diga, justificadamente, se f é injetiva.
Resolugdo: Uma vez que N(f) # {0} a transformagdo n3o € injetiva.



(2 val.)

(2 val.)

(2 val.)

2. Seja U o espaco dos polinédmios de grau < 1 e g: U — R? a transformac3o linear tal que

9(1) =(1,0), g(2+1t)=(1,1).
Considere a transformac3o linear h : Myyo(R) — U representada pela matriz

1010
A Bean B2 = [0 10 1]

com respeito as base candnica de May2(R), Begn = <[1 0} , [O 1} , [0 0] , [0 0])

0 O 0 0 1 0 0 1
e a base ordenada By = (1 —t,1+t) de U.

(a) Considere a base ordenada B; = (1,2 +t) de U. Determine a matriz mudanga de
base SB,—B,-

Resolucao: Uma vez que
1 1 1 3
1l=-(1-t)4+=(1+t¢ 24t==-(1—-t)+-(1+1¢
A=)+ 51+ e 24t=(1-)+2(1+1)

a matriz mudanca de base é
111 1

(b) Determine a matriz que representa g com respeito as base By e a base canédnica de
R?, e diga, justificadamente, se g é um isomorfismo.

Resolucao: Temos
g(l - t) = 39(1) - 9(2 + t) = 3(170) - (17 1) = (2, —1),
gl +t)=g(2+1) —g(1) = (1,1) = (1,0) = (0,1).

Portanto a matriz que representa g é

2 0
A97B27Bcan - |:_1 1:| .

Como esta matriz é invertivel podemos concluir que g é um isomorfismo.

(c) Calcule h <B _01]>

Resolucao: As coordenadas da matriz B 0

(1,—1,1,0), portanto as coordenadas da imagem na base By sdo obtidas fazendo o
produto da matriz Ay B, B, Pelo vetor destas coordenadas

] na base canédnica de Msy2(R) sdo

Logo
h<ﬁ _OID =2(1—t)—(1+t)=1-3t



(1 val.) (d) Determine a representa¢do matricial de g o h com respeito as bases candnicas de
Msyo(R) e R2,
Resolugao: A representacdo matricial de go h é o produto das matrizes que represen-
tam g e h, respectivamente, ou seja,

2 0|1 01 0 2 0 2 0
A97B27Bca,n AhyBcan732 = _1 1 0 1 0 1 - _1 1 _1 1 :

(2 val.) (e) Determine o conjunto de solugdes da equagdo linear h(A) = 1—2t, onde A € My 2(R).

3 1
Resolucao: As coordenadas de 1 — 2t na base Bs s3o (2, —2> pois

3 1
1-2t=-(1—-¢t)—=(1+¢
S - -5+

logo para determinar as solu¢des da equacdo linear temos de resolver os sistema

1010 | 3/2
0101 | —1/2
: . . 3 1 .
Este sistema tem solu¢do imediata a + ¢ = 3 eb+d= —5 logo o conjunto de

solucdes é dado por

3. _1_
{[zcc - d] :c,deR}.

3. Seja
0 1 1 O
1 2 -1 1
b= 0 2 0 O
-1 1 0 3
(1.5 val.) (a) Calcule o determinante de B.

Resolucao: Usando a expans3o de Laplace em relagdo a terceira linha, obtemos

0 1 1
B =2.(-1)*7] 1 -1 1]|=-2(-1)'" 13 ’:8
-1 0 3
(1.5 val.) (b) Calcule a entrada (4,1) de B~
Resolugdo: A entrada (4,1) de B~! é dada por
(B = —— ((cof B) )iy = —— (cof B)
7 det B T et B 1
onde
1 2 -1 1 1
(cof Byu= (-1 0 2 0 |= —2‘ 10 ‘_2.



(3 val.)

4.

Logo

(B™")a1 = 1

Sejam A € My,«n(R) e B € My, xm(R), com car A = car B = n. Mostre que car (AB) = n.

Resolugdo: Suponhamos que A e B representam transformacdes lineares f e g, respecti-
vamente. Entdo pelo Teorema da Caracteristica-Nulidade temos

dimN(A) +dimEC(A)=n e dimN(B)+dimEC(B)=m

Uma vez que dim EC(A) = car A = n, concluimos que dim N(A) = 0, ou seja, N(A) =
N(f) = {0}, portanto f é injetiva, o que implica que o nicleo da composta f o g coincide
com o nticleo de g. Em coordenadas temos N(AB) = N(B), pois o produto AB representa
a funcdo composta. Usando novamente o Teorema da Caracteristica-Nulidade obtemos

dim N(AB) + dim EC(AB) = m,
logo

car AB =dim EC(AB) =m —dim N(AB) =m —dim N(B) =
=m — (m —dim EC(B)) = dim EC(B) = car B =n.



