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(1) Considere o sistema linear cuja matriz aumentada é dada por

o 1 1 | 2
A=| 0 1—-a 0 | 1-«
1 -1 —-a | 0

(a) Determine em fungao de « se o sistema é impossivel, possivel determinado ou
indeterminado, indicando ainda a caracteristica da matriz A € M3y 4(R) em
funcao de a.

(b) Determine o conjunto das solugdes do sistema para o = 2.

Resolugao:
(a) Aplicando as operagoes elementares indicadas obtemos o seguinte sistema
equivalente
—a 1 1| 2 1 -1 —a | 0
0 1—a 0 | 1—a|™ |0 1-a 0 | 1-a
1 -1 —a | 0 —a 1 1| 2
1 -1 —a | 0 1 -1 —a | 0
fatafi g 1—a 0 | 1—a| ™% 0 1-a 0 | 1-a
0 l—a 1—a* | 2 0 0 1-a* | 1+«

Assim, se a = 1, o sistema é impossivel (a tltima equacao é impossivel); se
a = —1 entdo o sistema é possivel e indeterminado (hé pivots na primeira e
segunda colunas); para o # +1 o sistema é possivel e determinado (hd um pivot
em cada uma das primeiras trés colunas).
A caracteristica ¢ 2 se « = £1 e 3 se a # £1.

(b) Substituindo @ = 2 no ultimo sistema acima temos

1 -1 -2 | 0
0 -1 0 | -1
00 -3 ] 3

que tem solucao z = —1, y=1ex =y + 2z = —1. O conjunto das solugoes é
portanto {(—1,1,—1)}.

(2) Determine, se existirem, as matrizes A que satisfazem ambas as seguintes equagoes

(

1 -1 0
A2=1]2 1 3
0 1 -1

1 -1 0] [320 1 4 1

2 1 3 A0 1 3| —=24=1|1 -1 0

0o 1 -1 00 3 0 2 1
1
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Resolugao: Substituindo a primeira equagao na segunda obtemos

-1

1 -1 0 1 -1 0 320 1 4 1
2 1 3 21 3|]A1|01 3] -24A=|1 -1 0
0 1 -1 0 1 -1 00 3 0 2 1
que é equivalente a
320 2 00 1 4 1 1 2 0 1 4 1
A0 1 3] -Af0 2 0|=|f1 -1 0| «<A|0 -1 3| =|1 -1 0
00 3 0 0 2 0 2 1 0 0 1 0 2 1
Temos
1 2 0| 100 12 0 |1 0 0 1 20| 1 0 0
o -13]010/—-{01 -3|]0-10—f0101]60 —-13
0O 0 1] 001 00 1 |0 0 1 001] 0 0 1
1 00]1 2 -6
-0 10] 0 -1 3
001]0 0 1
logo
1 4 11 2 -6 1 -2 7
A=11 -1 0] |0 =1 3 |=1|(1 3 =9
0 2 1110 0 1 0o -2 7

Uma vez que esta matriz nao satisfaz a primeira equacao do sistema dado,
concluimos que nao existe nenhuma matriz que seja solucao do sistema.

(3) Considere o conjunto de vetores S = {(—2,1,-2,1),(1,1,0,—1),(1,4,-2,-2)} C R*
(a) Determine se o conjunto S é linearmente dependente.
(b) Determine um conjunto de equagoes cartesianas que definam L(S) como
subconjunto de R*.

Resolugao:
(a) Consideramos a equagao

a(=2,1,-2,1) + B(1,1,0,—1) + (1,4, -2, -2) = (0,0, 0, 0)

que ¢é equivalente ao sistema linear homogéneo

9 1 1 1 1 4 1 1 4 11 4
1 1 4 2 1 1 0 3 9 039
2 0 =2 7 1=2 0 =2 7o 2 6| o0 0
1 -1 -2 1 -1 -2 0 -2 —6 00 0

Conclui-se que o sistema é indeterminado pelo que o conjunto S é linearmente

dependente.
(b) Um vetor (z,y, z,w) pertence a L(S) se e s6 se o sistema linear ndo homogéneo

determinado pela equacao

a(=2,1,-2,1)+ p(1,1,0,—1) + (1,4, -2, -2) = (z,y, 2, w)
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tem solugao. Temos

21 1 |z 1 1 4 |y 11 4 | y
1 1 4 |y -2 1 1 | =z 0 3 9 | z+2y
2 0 =2 | | 7 |=2 0 =2 2| 7|0 2 6 | z+2
1 -1 =2 | w 1 -1 =2 | w 0 -2 =6 | w—y

11 4 | Yy

NN z+ 2y
00 0 | 2+2y—2(x+2y)
000 | w—y+z(x+2y)

Conclui-se que L(S) é definido pelas equagoes cartesianas

—224+2y+32=0
20 +y+3w=0

(4) Seja V um espago vetorial e Wy, Wy C V' dois subespacos vetoriais. Mostre que
Wi U W5 é um subespaco vetorial de V' se e s6 se W, C Wy ou Wy C W

Resolugao: Suponhamos primeiro que W; C Ws. Entao W7 U Wy = W5 é um
subespaco vetorial. Analogamente, se Wy C W; entao W7 U Wy = Wy é um subespaco
vetorial.

Sejam agora Wy, W, subespagos vetoriais de V' tais que Wy U W5 é um subespaco
vetorial de V' e suponhamos por absurdo que Wy ¢ Wy e Wy ¢ Wi. Entao podemos
escolher wy € Wy \ Wy e wy € Wy \ Wi, Uma vez que Wy U W, é fechado para a soma
temos wy + wy € W7 U Wy e portanto wy + wy € Wi ou wy + wy € Wh.

Se wy + wy € Wy temos wy = (wy + wq) — wy € Wy (é uma diferenga de vetores de
W1), o que é uma contradigao. Analogamente se w; + we € Wy obtemos a
contradigao (wy + wg) — we = wy € W,

Conclui-se que W7 C W5 ou Wy C Wi conforme queriamos demonstrar.



