TECNICO
i R

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica

Algebra Linear

LEBiom
Teste 1 - 19 de Outubro de 2022 - 20h
Durac3do: 45 minutos

Resolucao abreviada

Teste 1

1. Para cada parametro real «, considere o sistema linear cuja matriz aumentada é dada por

1 -1 -1 | -1
a 1 3 | -1
A= -1 1 o | «a
2 -2 =2 | =2
(4 val.) (a) Determine em fung¢do de o quando € que o sistema é impossivel, possivel, determinado

ou indeterminado.
Resolucao: Comecamos por aplicar o método de Gauss a matriz A:

1 -1 -1] -1 — 1 -1 -1 | -1
a 1 3 | —-1| Loars |0 14a 34+a | a-—1
-1 1 o® | a LitaLs [0 0 a?>—1 | a—1
2 -2 -2 | =2| Li2aL; |0 O 0 | 0
Assim, podemos concluir que o sistema é impossivel se &« = —1. Se o = 1 o sistema
é possivel e indeterminado e para o # +1 o sistema é possivel e determinado.
(3 val.) (b) Para o =1, determine o conjunto das solu¢des do sistema.
Resolugdo: Se a = 1 ficamos com a seguinte matriz aumentada (depois do método
de Gauss)
1 -1 -1 | -1
0 2 4 | O
0 0 0 | O
0 0 0 | O

portanto o conjunto de solu¢des é dado por

{(=2—1,-2z,2) : z € R}.



(3 val.)

(3 val.)

2.

3.

Determine a matriz A tal que
2 0 11" 2 1 0]"
01 0] (A-2I3)(3 21 =1
3 0 2 -1 1 0
Resolucao: Notamos que a equacdo é dada por

BT(A-2L)C ' =13

onde
2

2 01
B=1|01 0 e C=13
3 0 2 -1

— N =
o~ o

Assumindo que B” é invertivel e resolvendo em ordem a A, obtemos
A=20;+ (BH) .

Comecamos por verificar que BT é invertivel aplicando o método de Gauss e aproveitamos
o célculo para de seguida obter a matriz inversa de BT

203 ] 100 203 ] 1 00 1 00| 2 0 -3
010] 010 —|010] 0 10 —1{0101] 0 1 0
1 021001 003 | -3 01 001 | -1 0 2

Finalmente multiplicando por C a direita e somando 213 obtemos

Sejam B, C € Msy2(R) duas matrizes. Mostre que o conjunto
W ={A € Myy2(R): BAC = CAB}

é um subespaco vetorial de May2(R).

Resolugao: O conjunto W é n3o vazio porque a matriz nula pertence a W, ou seja, 0 € IW.
De seguida verificamos que W é fechado para a soma e multiplicacdo por escalar. Sejam
A, D e W. Temos

B(A+D)C = (BA+BD)C =BAC+BDC =CAB+CDB=C(A+ D)B,
logo A+ D € W e W é fechado para a soma. Sea € Re A € W entdo
B(aA)C = a(BAC) = a(CAB) = C(aA)B,

portanto oA € W e W é fechado para a multiplicacdo por escalar. Concluimos que W é
um subespaco de May2(R).



(4 val.)

(3 val.)

4. Seja V = {ag + art + ast® +ast® : ag,a1,az,a3 € R} o espacgo vetorial real dos polinémios

5.

de grau < 3. Considere os seguintes subespacos de V'

U={peV:p(-1)=0,p"(0)=0} e W=L{1+tt>—tt*—t3}).

Determine uma base para UNW.

Resolugao: Comecamos por determinar as equag¢les homogéneas que descrevem o sube-
spaco U. Se p(t) = ag + a1t + ast? + azt? entdo

p(—=1)=ag—a;+as—a3=0 e p"(0)=2ay=0.

Logo
U:{a0+a1t+a2t2+a3t3:ao—al—a3:0, QQZO}.

Por outro lado
W = { p(t) eV: p(t) = 041(1 +t) + 062(t2 — t) + Oég(tz — t3), 1,009,038 € R}.

Assim p(t) = ag + a1t + ast? + azt® € W se o seguinte sistema é possivel

1 0 0 | ao 1 0 0 | ag

1 -1 0 ’ al 0 -1 0 | a; — ag
001 1 | a| 7|0 0 1| a—a+a
0 0 -1 | as 0 0 0 | ag—ao+az+as

Donde se conclui que W = {ag + a1t + ast® + azt® a1 —ag+ag + a3 = 0}, logo
UﬂW:{ao+a1t+agt2+a3t3:ao—al—agz(), as =0, al—a0+ag+a320}
= {ao + a1t + a2t2 + a3t3 : a1(1 + t) + ag(l -+ t3), ai,as € R}
Concluimos que uma base para U N W é dada por B = {1 +¢,1+t3}.
Sejam V' um espaco vetorial e vy,v9,v3 € V vetores linearmente independentes. Diga,

justificadamente, se os vetores w1 = v1 + Vg, wo = v1 + V3 € w3 = vy + v3 sdo linearmente
independentes.

Resolucao: Os vetores w; sdo distintos uma vez que os vetores v; sdo distintos. De facto,
por exemplo,

wy =wy = v +vy=v; +v3=(—v1)+v+v2=(—v1)+v1+v3=0+0v2 =0+ vs,
logo vo = v3. Com «q, s, a3 € R consideramos a equacgdo
aqwi + asws + asws = 0 <= a1 (v1 + v2) + ag(vy +v3) + as(va +v3) =0
<~ (a1 + a2)vy + (1 + a3)ve + (ag + az)vs =0
Como os vetores v1, v9, v3 sdo linearmente independentes obtem-se

a1 +ag =0
a;+az3=0
as+az3 =0

donde se conclui que oy = o = a3 = 0, e portanto os vetores wq, wo, w3 sao linearmente
independentes.



