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0. INTRODUCAO

Este texto regista de forma razoavelmente fiel o conteido das aulas de Algebra Linear
dadas nos anos letivos 2021-2024 aos cursos de LMAC e LEFT no Instituto Superior
Técnico. Nao substitui a consulta dos livros de texto indicados na bibliografia na pagina
da cadeira. Cada seccao conclui com uma lista de exercicios propostos cujas solugoes sao
apresentadas no final do texto. Os exercicios estao ordenados de forma a que possam indo
ser realizados a medida que uma seccao ¢ lida, nao sendo necessario ler toda a seccao antes
de comecar a fazer exercicios.

0.1. O que é a Algebra Linear? - I. A Algebra ¢ a parte da Matematica que estuda a
resolucao de equagoes (e estruturas relacionadas). O nome vem do arabe Al-Jabr - reuniao
de pedagos - que foi a expressao usada pelo matemético persa Al-Khwarizmi (no inicio do
século IX) para designar a passagem de um termo numa equagao para o outro lado do
sinal de igual. Foi o nome deste matemético (e portanto o nome de uma regiao do atual
Uzbequistao!) que deu origem as palavras algarismo e algoritmo.

O termo Al-Jabr aparecia no titulo de um famoso livro escrito por Al-Khwarizmi - O
Compeéndio de cédlculo por Al-Jabr e Al-Mugabalah - que estabeleceu a Algebra como
disciplina da Matematica e foi um dos principais livros de texto de Matemaética nas uni-
versidades europeias até ao século XVI!

A Algebra Linear é (numa primeira aproximagcao) a parte da Matemdtica que estuda a
resolucao de equacoes lineares. Os sistemas de equacoes lineares devem j& ser-vos familiares.
Eis um exemplo:

20 +3y—z+w=4
—x+2z—w=1

Estamos interessados em saber se o sistema tem solucoes e, em caso afirmativo, em des-
crever as solugoes de uma forma conveniente. Mesmo uma questao tao simples pode ser
encarada de varios pontos de vista, todos eles importantes:

(1) Tradicional: Pretende-se determinar as quantidades codificadas pelas varidveis que
satisfazem as relacoes dadas,
(2) Geométrica: Cada uma das equagoes define um plano num espago de dimensao 4 e
o sistema descreve a sua interseccao,
(3) Funcional: O sistema define a pré-imagem do ponto (4,1) € R? pela fungao linear
(x,y,z,w) = 2z + 3y — z + w, —x + 2z — w).
A relevancia do primeiro ponto de vista é familiar. Iremos ver muitos exemplos de aplicacao
ao longo do curso incluindo o fundamento do algoritmo de busca do Google.

O segundo ponto de vista sugere que a Algebra Linear nos abre uma janela sobre a
geometria dos espagos de dimensao arbitraria!

O terceiro ponto de vista alude a uma das razoes pelas quais a Algebra Linear é funda-
mental dentro da préopria Matematica e a razao pratica pela qual a vao estudar agora: a
ideia fundamental do Célculo é o estudo das funcoes através das suas aproximagoes lineares
(ou derivadas). A Algebra Linear descreve o comportamento destas fungoes lineares.
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Para poder dar uma ideia mais precisa daquilo em que vai consistir o nosso estudo da
Algebra Linear é necessario tratar primeiro uma questao mais geral.

0.2. O que é a Matematica?
A Matematica é a poesia das ideias
logicas.

Einstein

Nao ha nenhuma definicao comumente aceite de Matematica, mas como irao ver é algo
muito diferente da Matematica com a qual tiveram contacto no ensino secundario. Apesar
de nao ser facil dizer o que é exatamente Matematica é possivel enumerar algumas das suas
caracteristicas. As mais relevantes para o que queremos tentar comunicar sao as seguintes:

0.2.1. E um mundo alternativo povoado por objetos abstratos, cheio de beleza e mistério.
H4& certos conceitos abstratos, como o de niimeros naturais, que sao utilizados por varios
animais. A medida que a civilizacao se foi desenvolvendo tornou-se necessario resolver
certos problemas praticos como o calculo de areas e a Matematica surgiu destas necessi-
dades préticas. Com o decorrer do tempo (notavelmente na Grécia antiga) houve pessoas
que se dedicaram a estudar os métodos de resolugdo em si mesmos (desligados das suas
aplicacoes) e comegou assim a Matematica ”pura”.

Foi também (tanto quanto se sabe) na Grécia, no ambito da Geometria, que surgiu o
conceito de demonstragao, isto é, de deducao logica de proposigoes a partir de proposicoes
anteriormente estabelecidas, tomando como partida um conjunto de termos e suas propri-
edades tidas como evidentes - os axiomas.

A ideia de demonstracao é central na Matematica. Uma demonstragao consiste numa
explicacao da validade de uma dada afirmacao que nao admite qualquer objecao. E a
existéncia das demonstragoes que torna a Matematica o conhecimento humano mais seguro
a que temos acesso.

A Matemadtica consiste no estudo de certos objetos abstratos (nimeros, operagoes entre
estes, tridangulos, fungoes,...), na descoberta das suas propriedades, e na justificacao destas
através de demonstracoes. Este préprio processo de estudo ou necessidades das aplicagoes
(notavelmente & Fisica mas também a outros dominios) conduzem frequentemente a desco-
berta (ou invengao) de novos objetos de estudo. Ao longo da Histéria foi sendo construido
um edificio gigante que hoje em dia cresce exponencialmente.

O crescimento exponencial da Matematica requer uma constante reavaliacao, simpli-
ficacao e sintese dos conhecimentos anteriores. E isso que permite que vogés tenham
entendido com 12 anos factos que sé estavam ao alcance dos mais destacados intelectuais
de ha algumas centenas de anos e que varios de vés vao, daqui a 4 ou 5 anos, perceber
muito melhor a Relatividade Geral do que Einstein no final da sua vida.

A Matematica tem muitos paralelos com a Biologia. Em vez de estudar esquilos, estu-
damos triangulos. Tal como na Biologia todos os objetos de estudo estao relacionados, por
muito diferentes que parecam. Tal como a Biologia, a Matematica tem aplicacbes mas é
independente delas.
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0.2.2. E uma atividade humana e uma forma de pensar. O objetivo da Matematica é o
entendimento dos objetos matematicos, que é algo humano, psicoldgico e progressivo. As
definicoes e as demonstragoes sao os mecanismos através do qual esse entendimento é
transmitido. S&o mecanismos imperfeitos mas sdo os melhores de que dispomos (nao é
facil transmitir a intuicao sobre objetos abstratos que se ganha depois de muitos anos a
pensar neles).

Exemplo 0.3. Virios tipos de entendimento da formula resolvente das equagoes do se-
gundo grau:

(1) Saber que existe uma formula.

(2) Saber a formula de cor e saber aplicd-la.

(3) Saber justificar a validade da férmula (isto é, saber demonstrd-la).

(4) Perceber que a esséncia da formula se reduz a defini¢ao de raiz quadrada (resolugao
das equacoes x2 = A) e a ideia de "completar o quadrado”(que geometricamente é
uma translagdo) para reduzir o caso geral a este caso particular.

A historia nao para aqui. A medida que forem aprendendo mais Matemdtica o vosso
entendimento desta formula tornar-se-a mais sofisticado.

A Matematica é uma atividade criativa em que temos uma enorme liberdade. A criati-
vidade reside na identificacao de novos objetos, na descoberta das suas propriedades e na
construcao dos argumentos que as justificam ﬂ

Da mesma forma que a criatividade nas artes nao pode ser exercida se nao estiver apoiada
nalguma técnica, a atividade matematica também tem o seu conjunto de técnicas - certos
habitos de raciocinio e modos de pensamento particulares.

Sao estes modos de pensamento, que se ganham ao estudar matematica e que podem ser
aplicados a outros dominios, que constituem um dos principais valores sociais e econdmicos
da Matemadtica. E possivel argumentar que este valor é até superior ao das aplicacoes da
Matematica, normalmente usado para justificar o investimento de tempo e dinheiro nos
matematicos.

Escusado sera dizer que estes modos de pensamento nao se adquirem com a aplicacao
cega de férmulas e métodos que nao se entendem na resolucao de ”problemas-tipo”.

Finalmente, o estudo da Matematica tem um valor cultural andlogo ao do estudo da
musica por pessoas que nao irao necessariamente ser musicos profissionais. Tal como a
musica, a matematica é um dos pilares da civilizagao humana.

0.4. A necessidade do rigor. Durante quase toda a histéria da Matematica os obje-
tos matematicos nao tinham uma defini¢ao rigorosa e eram manipulados intuitivamente.
O ideal grego da demonstragao existia (pelo menos para alguns matemadticos) mas era
impossivel implementa-lo completamente.

Exemplo 0.5. E facil cometer erros quando apelamos a intuicao mesmo em Ssituagoes
muito simples: suponham que a Terra € uma esfera perfeita e que se tem uma corda que
dd uma volta ao planeta ajustada a superficie. Se aumentarmos o comprimento da corda

ITambém h4 criatividade na aplicagao da Matematica a outros dominios.
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em um metro e a afastarmos uniformemente da superficie, consequiria um gato passar por
debaizo da corda? Intuitivamente, a maioria das pessoas (eu incluido) diria que nao, mas
¢ facil de verificar com uma conta muito elementar que o gato passa facilmente.

No século XIX tornou-se claro que este estado das coisas era uma obstrucao ao progresso
- certas perguntas naturais nao tinham resposta sem uma clarificacao dos objetos que
estavam a ser estudados. Voceés ja beneficiaram desta clarificacao quando estudaram o
conceito abstrato de funcao que data do século XIX.

Isso levou a criacao da Matematica tal como ela existe hoje: Partindo de um conjunto de
axiomas que descrevem propriedades basicas dos conjuntosﬂ todos os objetos matematicos
sao definidos rigorosamente (comecando pelos nimeros naturais, as operagoes entre eles,
etc.) e as suas propriedades sao deduzidas dos axiomas da teoria dos conjuntos usando as
regras da logica.

O paragrafo anterior descreve um ideal pouco préticd?]- as demonstragoes seriam gigantes
e humanamente incompreensiveis! Na pratica, para abreviar, a Matematica usa linguagem
corrente (embora com notagao especializada) mas de tal forma que, com paciéncia sufici-
ente, os argumentos numa demonstragao possam ser reduzidos a uma aplicagao mecanica
das regras da légica.

0.6. A importancia das definigcoes. As definicoes desempenham um papel absoluta-
mente essencial no entendimento e progresso da Matematica. Sao, de alguns pontos de
vista, principalmente quando a complexidade dos objetos em questao é muito grande, o
mais importante.

Uma definigao isola as propriedades centrais de um dado objeto (e nesse processo cria-o
enquanto objeto matematico!). Geralmente estas propriedades sao derivadas por abstra¢do
a partir de varios exemplos concretos. Este processo de abstracao permite identificar
relacoes inesperadas entre objetos e situagoes aparentemente muito diferentes, desempe-
nhando assim um papel fundamental na clarificagao, organizacao e sintese da informacgao
em Matematica.

Este processo de isolar propriedades que descrevem a esséncia de um dado tipo de ob-
jeto, explorando depois as consequéncia légicas destas propriedades chama-se o método
aziomdtico (as propriedades incluidas na definigao sao tomadas como ponto de partida ou
axiomas). Surpreendentemente, é com frequéncia mais facil efetuar esta exploragdo em
abstrato do que em casos concretos que tenham motivado a definicao.

Exemplo 0.7. E bastante mais facil verificar a associatividade da composicao de funcoes
((fog)oh)(z) = (fo(goh))(z) fazendo as contas em abstrato do que para funcoes especificas
dadas por formulas complicadas!

A partir do século XIX o método axiomético revelou-se incrivelmente poderoso no estabe-
lecimento de novas verdades matematicas e de pontes entre as varias areas da Matematica.
Tornou-se assim o "método habitual”em Matematica.

20 sistema axiomadtico mais habitual é o ZFC - Zermelo-Fraenkel-Choice.
3Mais pratico hoje em dia - ver o projecto Xena https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/
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Uma razao psicolégica para o sucesso deste método é que as definicoes permitem encap-
sular conceitos arbitrariamente complexos de forma a que possam ser manuseados men-
talmente como blocos. A criacao destas ”caixas”’na nossa mente, assim como de uma teia
de ligacoes com outras caixas e procedimentos é um processo fisico no cérebro, andlogo ao
treino desportivo, e como este, requer tempo, pratica, e envolve a superacao de frustracao.

E a este método axiomdtico a que muitos de vés irao agora comecar a ser expostos e é
de esperar que isso suscite algum choque. E necessdrio ultrapassar este choque para fazer
progresso no vosso conhecimento e entendimento da Matemética.

Algumas defini¢goes resultam de um esforco de sintese de muitas pessoas ao longo de
séculos e tém muito pouco de intuitivo quando as vemos pela primeira vez. A sua justi-
ficacao ¢é a utilidade que tém na promocao do entendimento da Matematica. E necessério
ter confianca que as definicoes que estudam se virao a revelar tteis por mais incompre-
ensiveis que parecam inicialmente. Com o habito e a experiéncia acabarao por tornar-se
naturais.

Quando confrontados com uma nova definicao temos que a tornar familiar, pensando em
exemplos e nao exemplos, no que aconteceria se alguma condigao da defini¢ao fosse alterada
e também na maneira como a definicao é utilizada na demonstracao de propriedades do
objeto que estd a ser definido. E este processo que nos permite ganhar familiaridade com
uma definicao e adquirir assim um novo conceito.

Note-se que este entendimento nao é independente da memorizacao, apesar do que vos
possa ter sido dito no passado. A natureza hierarquica e cumulativa da Matematica faz
com que nao seja possivel ir progredindo sem que certas nogoes e procedimentos se tornem
automaticos, o que requer, em particular, alguma memorizagao.

0.8. O que é a Algebra Linear? - II. Cada drea da matemadtica tem os seus objetos
de estudo especificos. Na Algebra Linear os objetos que sdo estudados (os esquilos por
assim dizer) sdo os espacos vetoriais e as relagdes entre eles que se manifestam através
de transformacoes lineares. Seguindo a logica descrita acima, a cadeira de Algebra Linear
devia iniciar-se com a apresentagao da definigdo de um espago vetorial (ou equivalentemente
dos axiomas para um espago vetorial) e a dedugao légica das suas propriedades. E essa a
abordagem em [Ax] e [FIS].

Nao é isso que vou fazer para vos dar algum tempo de adaptacao ao ritmo de trabalho
mais elevado no ensino superior e a novidade do ambiente. Vamos comegar nas primeiras
aulas por aprender a fazer algumas contas que estao mais préximas da vossa experiéncia
matematica anterior e que de qualquer forma teriam que ser estudadas um pouco mais
A frente. E também nesse contexto que vamos introduzir os argumentos formais - as de-
monstragoes. Iremos dar como adquirido (como axiomas se quiserem) vérias propriedades
dos sistemas de nimeros (reais, complexos) e construgdes com conjuntos que aprende-
ram no vosso estudo prévio da Matemética. Esta é a abordagem seguida em [HK] que é
uma excelente fonte para quem estiver interessado em aprofundar o seu estudo de Algebra
Linear.
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0.9. Conselhos praticos para o estudo. O ritmo de avango na matéria serd muito mais
rapido do que aquele a que provavelmente estao habituados. O nimero de horas médio de
estudo que se calcula necessario para seguirem a matéria é de 8h por semana além das 4h
de aulas (ou 12h se néo vierem as aulas). Isto é o valor para um aluno ou aluna média.
Alguns de vos precisarao de menos, outros de mais. Mesmo que deixem dois dias inteiros
de estudo para a época de exames continua a ser de 7h por semana de estudo concentrado.
Comecem imediatamente a trabalhar. Se se atrasarem sera muito mais dificil recuperar.

Eu e os restantes professores estamos aqui para vos ajudar a aprender. A aprendizagem
é um trabalho de construcgao interior que cada um de vos tera de realizar mas nés podemos
ajudar a superar bloqueios e sugerir estratégias uteis. A discussao com os vossos colegas
também ajuda (e a partilha da frustragao é terapéutica).

(1) Aproveitem as vdrias formas de contacto comigo e com os vossos colegas: o didlogo
nas e apos ou antes das aulas, as aulas de duvidas.

(2) Fagam perguntas sem medo de que possam ser tontas! O medo a errar ou a fazer
ma figura é um dos principais obstaculos a aprendizagem. Posso garantir-vos por
experiéncia propria que até os melhores matematicos do mundo fazem de vez em
quando perguntas tontas.

(3) Explorem a bibliografia recomendada (aconselho principalmente as referéncias [HK|
Axl, [FIS]) que contem mais exemplos, exercicios e pontos de vista. A quantidade
de recursos online, desde videos a listas de exercicios e exercicios resolvidos é pra-
ticamente ilimitada mas é fundamental passar uma boa parte do tempo de estudo
a ler e refletir sobre a matéria e a tentar resolver exercicios por vos préprios.

(4) Tentem ser pré-ativos na aprendizagem. Nao se cinjam a adquirir técnicas de
resolucao de exercicios. Interroguem-se uns aos outros e a vés préprios sobre o
significado do que estao a aprender. Tentem inventar problemas. Fagam conjeturas.
Encarem a aprendizagem como a exploracao de um mundo novo!

(5) O guia de apoio ao estudante do Técnico tem bons conselhos sobre a organizagao
do estudo. Em particular é muito importante tomar conta da vossa satde fisica e
mental.

Uma nota final. Tentem nao se preocupar demasiado com as classificacoes que vao obter
nas cadeiras. Para entrarem no Técnico tiveram provavelmente que se preocupar bastante
com as notas até ao momento, mas a partir de agora as notas nao sao verdadeiramente
importantes. Elas medem o vosso desempenho durante a avaliacao que é em grande parte
funcao de caracteristicas como a rapidez e a capacidade de lidar com a pressao. O verda-
deiro objetivo do estudo universitario é o vosso desenvolvimento e crescimento intelectual
que estd apenas fracamente correlacionado com o resultado da avaliagao. Por exemplo,
a meu ver, é mais proveitoso dedicar tempo a lutar com exercicios com os quais sintam
dificuldade do que a fazer muitos exercicios de um certo tipo para aumentar a rapidez de
resolucao. Isto independentemente de a segunda estratégia poder resultar numa melhor
classificagao final.

Posso garantir-vos com base na experiéncia de muitos anos que:
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(1) Ninguém estard interessado nas classificagoes que obtiveram uma vez que saiam do
IST.

(2) A correlagao entre a média de curso e o desempenho profissional posterior (mesmo
na academia) ndo é muito elevada. Isto deve-se ao facto de as qualidades que sao re-
queridas para ter notas muito elevadas nao serem nem necessdrias, nem suficientes
para ter sucesso em tarefas de grande exigéncia (mesmo na investigacao cientifica).

Nao quero com isto encorajar-vos a ter mas notas! S6 vos quero pedir que nao as
levem demasiado a sério nem as usem como unico instrumento de medida daquilo que é
verdadeiramente importante: o vosso desenvolvimento intelectual (e ainda menos como um
julgamento pessoal).

Outro aspeto que vale a pena realcar é o caracter cultural da atribuicao das classificacoes.
H4& paises (EUA, Itélia por exemplo) nos quais a grande maioria de vds obteria provavel-
mente a classificagdo maxima possivel e outros (Franga por exemplo) onde a nota mais alta
dificilmente passaria de 65% ou 70%. Eu irei seguir a tradigao corrente em Portugal que
¢ intermédia entre estas: devem esperar relativamente poucas notas acima de 17 e uma
média a volta de 14.

Para a maioria de vés serao notas muito abaixo daquelas a que estao habituados. Nao
desanimem nem levem isso muito a peito! As notas nao sao importantes!

Bom trabalho!

1. O METODO DE GAUSS

O método de Gauss (ou método de eliminagao de Gauss) é um método para resolver
sistemas lineares cuja ideia é a simplificacao do sistema através da eliminacao sucessiva de
variaveis.

Definicao 1.1. Um sistema linear de m equacoes a n incognitas € uma expressao da forma

a1 + apxs + ...+ ax, = b1
a91T1 + 22T + ...+ A9y Ty = b2

(1)

Am1T1 + Q2% + ...+ QppTpn = bm

onde a;j,x;,b; para 1 < i < m, 1 < j < n denotam nimeros reais (ou complezos). Os
nimeros a;; chamam-se os coeficientes do sistema, 0s x; sao as incégnitas e os b; os termos
independentes. Se os termos independentes sao nulos (isto € b; = 0 para todo o0 i) o sistema
diz-se homogéneo.

Estamos interessados em saber se um sistema admite solugoes (isto é, se existem niimeros
x1,...,T, tais que as relagoes (1)) sdo satisfeitas). Quando isto acontece diz-se que o
sistema é possivel, senao é impossivel. Quando existem solucoes, queremos descreveé-las.
Em particular queremos saber se a solu¢do é unica (nesse caso diz-se que o sistema é
determinado) ou nao, caso em que o sistema se diz indeterminado.

Observe-se que um sistema homogéneo é sempre possivel. Tem pelo menos a solugao
x; = 0 para todo o j, que se chama a solugdo trivial.
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Observacao 1.2. Toda a teoria que vamos desenvolver durante o proximo par de me-
ses aplica-se mais geralmente. Os numeros reais ou complexos podem ser substituidos
pelos elementos de qualquer corpo (um conjunto com duas operagdes bindrias - soma e
multiplicacao - que sao comutativas, associativas, tém elemento neutro, a multiplicacao é
distributiva relativamente a soma, todos os elementos tém inverso relativamente a soma e
todos os elementos excepto o elemento neutro da soma tém inverso multiplicativo).

Um exemplo familiar de corpo além dos conjuntos R e C dos nimeros reais e complexos
com as suas operacgoes habituais é o conjunto Q dos niumeros racionais, também com a
soma e produto habituais.

Ezemplos provavelmente menos familiares sao o conjunto Fo = {0,1} com a soma e
produto definidas tomando o resto da divisao por 2 da soma e produto usuais e Q[ﬁ] =
{a + bW2: a,b e Q} C R com as operagoes habituais.

Mais geralmente, se p € wm nimero primo, o conjunto F, = {0,1,...,p — 1} com a
soma e produto definidos tomando o resto da divisao por p apos o cdlculo da soma e
produto usuais nos inteiros forma um corpo.

O método de eliminacao de Gauss é o seguinte algoritmo para simplificar um sistema de
equacoes lineares:

(1) Identificar a primeira varidvel que ocorre de facto no sistema (isto é, que tem
coeficiente nao nulo nalguma das equagoes do sistema).

(2) Se o coeficiente dessa varidvel na primeira equacao for nulo, trocar a primeira
equacao com outra na qual o coeficiente nao é nulo

(3) Subtrair um multiplo conveniente da primeira equagao as restantes de forma a
eliminar nelas a varidvel em questao (isto é tornar o coeficiente dessa varidvel nulo)

(4) Regressar ao passo (1) considerando apenas o sistema que se obtém esquecendo a
primeira equacao, a nao ser que o sistema fique reduzido a uma tunica equacao ou
que deixe de haver variaveis, caso em que o algoritmo termina.

Exemplo 1.3. Considere-se o sistema

0I1+0I2+25€3—I4:5
0x1+:1:2—|—0x3—|—3a:4:1
Ox1 + 229+ 23+ 24 = 2

A primeira varidvel que ocorre no sistema € xo. Uma vez que o coeficiente de xo na primeira
equagao € 0, trocamos a primeira equagao com a sequnda (também poderiamos trocar com
a terceira). Obtemos entdo o sistema

i) +3?L’4:1
2.%'3—ZL'4:5
2$2+l’3+3§'4:2
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Subtraimos agora a terceira equagao o dobro da primeira para eliminar a varidvel xo obtendo

) +3I4:1
2%3—.1'4:5
ZL‘3—5.CE4:0

Voltamos agora ao inicio mas consideramos apenas as duas ultimas equagoes. A primeira
varidvel € agora x3 e o seu coeficiente na primeira linha (que € a sequnda linha do sistema
inicial) é ndao nulo, pelo que nao é necessdrio trocar a ordem das equagoes. Subtraindo
metade da sequnda equacao a terceira obtemos o sistema

i) +31’4:1

(2) 2.173—1'4:5
i =4

O sistema é facil de resolver comecando pela equacao de baixo e substituindo repe-
tidamente os resultados obtidos nas equacoes de cima: da ultima equagao obtemos x4 = g

e substituindo na segunda equagao obtemos

) 25
2.1'3:54—5@5[}3:3

Finalmente substituindo na primeira equagao (em geral precisariamos também do valor de
x3 mas neste sistema isso nao acontece) obtemos

) 2
=1-3.2=_2
= 9~ 3
O conjunto das solugoes do sistema é portanto
(3) {(zla_§7%7g): Z1 GR}

Em particular o sistema ¢é possivel e indeterminado.

E um desperdicio de tempo escrever as variaveis durante a aplicacao dos passos do
algoritmo acima. Podemos apenas escrever os coeficientes e termos independentes dos
varios sistemas. O procedimento aplicado no exemplo anterior pode entao ser abreviado
da seguinte forma:

002 -11]5 0010 3 | 1] fo10 3 |1
010 3 | 1™ 0021|5002 -1]F5
021 1 |2 021 1 |2 001 =510
o100 3 | 1
(4) BTER g 02 -1 | 5
000 -% | -3

As tabelas de nimeros que aparecem acima chamam-se matrizes e sao objetos fundamentais
na algebra linear. A linha a tracejado antes da ultima coluna destina-se a lembrar que
estamos a resolver um sistema nao homogéneo e que a ultima coluna é formada pelos



12 ALGEBRA LINEAR

termos independentes. Quando é claro do contexto a linha a tracejado é por vezes omitida.
Quando o sistema é homogéneo a ultima coluna (formada s6 por 0s) é omitida.

Exemplo 1.4. Vamos resolver o sistema

r+3y+22=0
dy+2=2
—2rx —2y—3z2=1

Aplicando o método de Gauss obtemos

1 3 2 |0 13210 1321 0

0 4 1 | 2™ 1041 | 2|2%041] 2

-2 -2 =3 |1 041 ] 1 000 | —1
A dltima equacdo do sistema descrito pela matriz em que termina o método de Gauss €
0z 4+ 0y + 0z = —1, que € impossivel. Conclui-se que o sistema inicial € impossivel.

Definicao 1.5. Sejam m,n numeros naturais. Uma matriz m X n de numeros reais ou
complexos € uma fung:d {1,...,m} x{1,...,n} = R (ouC). E habitual representar uma
tal fungao por uma tabela de nimeros

ann a1z - Qip

Q21 Q2 -+ don , - ..
onde a;; € o valor da fungao em (i, 7).

Am1 Am2 " Omp

m € o numero de linhas da matriz, enquanto que n € o nimero de colunas. Diz-se que uma
matriz estd em escada de linhas se todas as linhas nulas estao em baixo e se a primeira
entrada nao nula de cada linha, que se denomina por pivot, estd para a esquerda do pivot
da linha abaizo. Isto €, |aijli<i<mi<j<n €std em escada de linhas quando, para todos os
1<i<m—-1e0<j5,k<m,

aij=0paraj<k = a41;=0paraj<k+1

onde estamos a deixzar j, k tomar o valor 0 convencionando que entradas que tém um dos
indices iguais a 0 sao nulas.

Note-se que, em termos das matrizes associadas aos sistemas, o que o método de Gauss
faz é colocar a matriz do sistema em escada de linhas.

Apos a aplicacao do método de Gauss temos ainda que resolver iterativamente as equagoes
do sistema, comegando pela que esta mais abaixo. Este processo pode ser feito de forma
muito mais eficiente, efetuando operacoes semelhantes as do método de Gauss. Este novo
algoritmo, uma continuacao do método de Gauss, chama-se Método de Gauss-Jordan e
consiste em, dada uma matriz em escada de linhas,

4Sendo X,Y conjuntos arbitrarios, X x Y designa o produto cartesiano de X e Y, que é por definicao
o conjunto dos pares ordenados (z,y) em que x é um elemento de X e y um elemento de Y. Por exemplo
R x R é o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais que se abrevia normalmente por R2.
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(1) Multiplicar cada linha nao nula pelo inverso do pivot de forma a tornar o pivot
igual a 1.

(2) Subtrair multiplos apropriados das linhas acima de cada linha com pivot até que
todas as entradas acima dos pivots fiquem nulas.

Vamos aplicar este algoritmo a matriz em escada de linhas que resultou do Exemplo

L3l

Exemplo 1.6.
010 3 | 17, 010 3 [ 1], ., [0o100] -2
002 -1 ] 5 22—>Lz001—51§L1;>L30010|2§53
000 -2 | -=2]7°°000 1 | 2]7"0001] 2

Recuperamos assim o conjunto de solugoes obtido acima.

Quando hd muitas equagoes, o algoritmo de Gauss-Jordan é muito mais eficiente do
que o processo de substituicoes sucessivas que usamos antes. Observamos ainda que, na
aplicacao do passo (2) do método de Gauss-Jordan, os calculos serdo geralmente mais
rapidos se eliminarmos as entradas acima do tltimo pivot (isto é do pivot da linha néo
nula mais abaixo) e repetirmos sucessivamente o processo para as matrizes que se obtém
esquecendo a ultima linha; isto é, se procedermos a eliminagao das entradas acima dos
pivots percorrendo os pivots da direita para a esquerda ou, equivalentemente, de baixo
para cima.

Definigao 1.7. Diz-se que uma matriz estd em escada de linhas reduzida se estd em escada
de linhas, 0s pivots sao todos iguais a 1 e as entradas acima dos pivots sao todas 0.

O algoritmo de Gauss-Jordan coloca portanto uma matriz em escada de linhas numa
matriz em escada de linhas reduzida.

Exemplo 1.8. Vamos resolver o sistema homogéneo
y+4w =0
r—2y+32=0
2z — 6y + 16w =0

Recorde-se que neste caso nao incluimos a coluna de 0s correspondente aos termos depen-
dentes. Obtemos assim

0 1 0 4 1 —2.3 0 1 =2 3 0
1 =23 0|10 1 0 4 |™=210 1 0 4
2 —6 0 16 2 —6 0 16 0 —2 —6 16
1 -2 3 07 _,,[1-230 1 -2 0 12
Let2lo b g 1 0 4 | =X 1o 1 0 4 |00 1 0 4
0 0 —6 24 0 0 1 —4 0 0 1 —4

100 20

220001 0 4

001 —4
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Obtemos assim a sequinte solu¢ao para o sistema:

r = —20w
y = —4w com w € R qualquer.
z = 4w

Exemplo 1.9. Vamos resolver o sistema linear homogéneo
rT—y+2z2+w—-—v=0
20 —2y+z—w+2v=0
r—y+5dz+4w—-50v=0

Aplicando os métodos de Gauss e Gauss-Jordan temos

L -12 1 -1 f1-12 1 =1] [1-12 1 -l
2 21 -1 2 | =" 10 0 -3 -3 4 210 0 -3 -3 4
1 =15 4 =5 710 0 3 3 -4 0O 0 0 0 0
-t 21— 1 -1 0 -1 2
“Flo oo 11 <220 001 1
00 00 O 0 0 0 0 0

Ou seja, o conjunto solugao deste sistema é
{(y+w - %%ya —w + %v,w,v): Yy, w,v € R}

Os dois exemplos acima ilustram a seguinte observagao relativa a solucao de sistemas
homogéneos por este método:

e As colunas com pivots correspondem as varidveis dependentes do sistema que sao
expressas em funcao das restantes.

e As colunas sem pivots correspondem as varidveis livres cujo valor pode ser atribuido
arbitrariamente numa solucao.

Num sistema nao homogéneo, o sistema é impossivel se houver um pivot na iltima coluna
(como acontece no Exemplo [1.4). Quando o sistema é possivel, as colunas com pivot
correspondem as variaveis dependentes e as restantes, com excepcao da iltima, as variaveis
livres.

Definicao 1.10. A caracteristica de uma matm’zﬂ A € o numero de pivots que se obtém no
final da aplicagao do método de Gauss (ou Gauss-Jordan).

Alternativamente, a caracteristica ¢ o nimero de linhas nao nulas na matriz que resulta
da aplicagado do método de Gauss (ou Gauss-Jordan). Veremos que a caracteristica nos
indica o ndmero minimo de equacgoes necessdarias para descrever a solucao do sistema.

Note-se que nao é imediatamente claro que a definicao de caracteristica faca sentido
pois ha alguma indeterminacao no método de Gauss relativa a escolha das trocas de linha.
Podia acontecer que escolhas diferentes durante a aplicacao do algoritmo conduzissem a

"Em inglés “rank of a matrix”.
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matrizes com numeros diferentes de pivots no final. Vamos ver que isso nao pode acon-
tecer, mas primeiro comecemos por analisar exatamente a razao pela qual os métodos de
Gauss e Gauss-Jordan produzem sistemas equivalentes ao inicial, isto é, sistemas que tém
exatamente as mesmas solugoes.

Suponhamos que temos um sistema linear

a1 + 12T + ...+ ATy = b1

211 + Q929 + ...+ QopX, = b2
(5)

A1 1 + 2T + ...+ ATy, = by,

Se (z1,...,x,) é uma solucao do sistema, entdo para qualquer escolha de ¢y,...,¢, € R
(ou C consoante os escalares que estejamos a considerar) a seguinte relacdo serd verificada

(6) cr(anzy + ...+ a1nxn) + oo+ (@11 + Apas + ...+ Qppn) = c1by + ..+ Cpbiy

A expressao @ diz-se uma combinacao linear das equacoes do sistema . Obtém-se
multiplicando a i-ésima equacao pela constante ¢; e somando as equagoes resultantes. Os
numeros ¢; dizem-se os coeficientes da combinagao linear. Concretizando, a combinagao
linear com coeficientes 2 e —3 das equagoes

(7) r+y=3 2x—5y=2
é a equagao
(8) 2 +y)—302r—-5y)=2-3-3-2 -4+ 17y =0

Qualquer solucao do sistema formado pelas duas equagoes serd também uma solucao
da equacao .

Observacao 1.11. O conceito de combinacao linear € talvez o conceito central da Algebm
Linear. Informalmente, uma combinacao linear de coisas é uma expressao que se obtém
multiplicando cada coisa por um escalar e somando tudo. Por exemplo, admitindo que se
pode multiplicar mamiferos por escalar e somd-los, 2morcego-3castor € uma combinacao
linear de mamiferos.

Quando executamos um passo do algoritmo de Gauss ou Gauss-Jordan, as equagoes do
novo sistema sao (por definigao do algoritmo) combinagoes lineares das do sistema anterior.
Portanto uma solucao do sistema antes da aplicacao do passo ¢ ainda uma solucao do
sistema seguinte.

As combinagoes lineares envolvidas nos algoritmos sdo muito simples. Chamando S ao
sistema inicial e S’ ao sistema obtido apds aplicagdo de um passo do algoritmo e usando a
notagao L, (respetivamente L)) para a i-ésima equagao do sistema S (respetivamente S’),
temos apds um passo do método

L=1,

9

comj#i, L;=al;coma#0, oul;=1L;—«aL;comj#i
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permanecendo as restantes equacoes inalteradas. Note-se em particular, para utilizacao
posterior, que na terceira operacao s6 a i-ésima linha ¢ alterada. Em particular, L = L;.

A observagao fulcral é que as expressoes acima permitem também escrever as linhas do
sistema, S como combinacoes lineares das linhas de S’:

L,=1L" 1
) J . . o / — / /' . .
I com j #1i, L ozL’ coma#0, oul;=L;+al;com j#i

J 7

(onde no 1iltimo caso usémos o facto de L; e L’ serem iguais). Conclui-se que as solugdes
do sistema S’ sao também solucoes do sistema S e portanto que os sistemas S e S’ tém
exatamente as mesmas solucoes. Uma vez que isto acontece durante todas os passos do
método conclui-se que todos os sistemas que ocorrem ao longo da aplicacao dos métodos de
Gauss e Gauss-Jordan sao equivalentes, isto é, todos tém exatamente o mesmo conjunto
de solugoes.

Para terminar esta nossa discussao inicial dos sistemas lineares vamos agora provar que a
matriz em escada de linhas reduzida no final do método de Gauss-Jordan ¢ independente de
quaisquer escolhas, o que mostra que a Defini¢ao faz sentido (diz-se que a caracteristica
de uma matriz estd bem definida).

Na realidade iremos demonstrar algo mais geral. As operagoes @ sobre as linhas de
uma matriz usadas durante o método de Gauss e Gauss-Jordan designam-se por operagoes
elementares. Duas matrizes A, B com as mesmas dimensoes dizem-se equivalentes medi-
ante operacoes elementares se existe uma sequéncia finita de operagoes elementares que
transforma A em B. Qualquer aplicacao dos métodos de Gauss e Gauss-Jordan a uma
matriz A produz uma sequéncia de matrizes equivalenteﬁ mediante operagoes elementares
que termina numa matriz em escada de linhas reduzida. Iremos provar que para cada
matriz A existe exatamente uma matriz em escada de linhas reduzida que é equivalente a
A mediante operagoes elementares.

A demonstragao utilizarda um género de argumento que se diz por reducao ao absurdo
e que se baseia no seguinte facto simples da légica: Se uma afirmacao P implica outra
afirmagao @ e @) é falsa, entao P é necessariamente falsa. Em simbolos:

(P=Q)A-Q)= P

Este facto permite-nos provar a validade de uma afirnagao A se conseguirmos deduzir uma
falsidade a partir da sua negagao —A (isto é se = A se reduzir ao absurdo). Conclui-se entao
que a afirmagao —A é falsa, ou seja que A é verdadeira.

SEsta relacao entre duas matrizes é um exemplo de uma relacdo de equivaléncia num conjunto. Dado
um conjunto X, uma relagao ~ entre pares de elementos de X, diz-se uma relagao de equivaléncia se para
todos os x,y, z € X se verifica:

(1) Reflexividade: z ~ x
(2) Simetria: z ~y =y ~x
(3) Transitividade: z ~yAy~z=2~z
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Teorema 1.12. Sejam m,n numeros naturais e A uma matriz m X n de numeros reais ou
complezros. Frxiste uma unica matriz em escada de linhas reduzida equivalente a A mediante
operagoes elementares.

Dem. A existéncia é garantida pelos algoritmos de Gauss e Gauss-Jordan. Resta-nos de-
monstrar a unicidade. A demonstracao é por inducao no nimero n das colunas de A.

Para a base da indugao precisamos de mostrar que se A é uma matriz com uma tnica
coluna, o resultado é verdadeiro. As unicas matrizes em escada de linhas reduzidas com
uma coluna sao a matriz nula e a matriz

(10)
0
pelo que é suficiente ver que uma matriz coluna A nao pode ser simultaneamente equivalente
a estas duas. Isso é verdade porque a tinica matriz que é equivalente a matriz nula mediante
operacoes elementares é a propria matriz nula. Isto conclui a prova da base da inducao.
Para o passo da inducao vamos admitir que a unicidade é valida para matrizes com
n colunas. Queremos concluir que é também valida para matrizes com n + 1 colunas.

Designemos por X<, a matriz m x n que se obtém da matriz m x (n+ 1) X suprimindo a
tltima colungl Observemos que:

(i) Se X estd em escada de linhas reduzida, o mesmo acontece com X<,,.
(ii) Se X’ resulta da aplicagdo de uma operagao elementar a X entao X., resulta da
aplicacao da mesma operacao elementar a X<,,.

Seja A uma matriz m x (n+1) e suponhamos que B e C' sdo matrizes em escada de linhas
reduzida que se obtém de A por operacoes elementares. Por (i), as matrizes B<, e C<,
estdo também em escada de linhas reduzida. Por (ii), B<, e C<, resultam da aplicacdo de
operacoes elementares a A<,,. Por hip6tese de indugao conclui-se que B<,, = C<,,.

Vamos admitir com vista a chegar a um absurdo que B # C. Entao B e C diferem
numa entrada da tltima coluna. Seja i tal que b; , 11 # ¢; »11. Recorde-se que os sistemas
homogéneos determinados por A, B, e C sao equivalentes. Subtraindo as i-ésimas equagoes
dos sistemas correspondentes a B e C' obtemos a equagao

(bz’ nt+1 — Gi n+1)$n+1 =0
(pois b;; = ¢;; para j < n). Como o coeficiente de x,41 é ndo nulo, conclui-se que todas as
solugoes do sistema determinado por A (ou B ou C) satisfazem z,,,1 = 0.

Tal s6 sucede num sistema de m equagoes a (n+1) incégnitas cuja matriz dos coeficientes
estd em escada de linhas quando existe um pivot na ultima coluna (sé assim x,4; nao é
uma variavel livre). Conclui-se que tanto B como C' tém um pivot na coluna n + 1.

Numa matriz em escada de linhas reduzida, um pivot na ultima coluna ocorre exatamente
a direita da primeira linha de Os na matriz obtida ao suprimir a tdltima coluna. Ou seja,
sabendo que B e C' tém um pivot na tltima coluna, a posicao do pivot é determinada por

"Esta notacao ad hoc nao voltard a ser usada depois desta demonstragao.
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B<, = U<, e portanto ¢ igual para B e C'. Como B e C estao em escada de linhas reduzida,
todas as entradas da ultima coluna de B e C' sao 0 excepto a entrada correspondente ao
pivot, que é 1. Conclui-se que as ultimas colunas de B e de C' sao iguais e portanto que
B=C.

A afirmacao anterior contradiz a nossa hipétese que B # C e conclui portanto a de-
monstracao do passo de inducao. ]

Corolario 1.13. A caracteristica de uma matriz estd bem definida, isto €, € independente
das escolhas realizadas durante a aplicacao do método de Gauss.

1.14. Exercicios.

1. Resolva os seguintes sistemas (se possivel)

rT—2y+3z—w=1 —2v+3w=3
(a) ¢3x —y+22+bw=2 (b) < 3u+ 6v — 3w = —2
—3xr+ 6y — 92+ 3w = —6 6u + 6v 4+ 3w =5

Resolucao.

2. Determine o conjunto dos polindmios reais p de grau menor ou igual a 3 tais que p(1) = 0,
p(2) =3¢ (0) =D,

3. (Hefferon Ex. 1.2.32) Num planeta distante vivem extraterrestres de trés cores: amare-
los, azuis e verdes. Quando dois extraterrestres de cores diferentes se encontram mudam

imediatamente para a cor restante. Admitindo que inicialmente ha 15 criaturas ama-
relas, 13 azuis e 17 verdes, é ou nao possivel que venham a ficar todas da mesma cor?

Resolucao.

4. (Hefferon Ex. 1.2.33) Determine em funcao de a € R quando é que o sistema
ar +y = a?
r+ay=1
tem solucao e quando é que esta é Unica.

5. Determine a natureza do sistema

ar + Pz =2
ar +ay+4z=4
ay+2z=p

em funcao dos parametros «, 8 € R.
6. Determine um sistema que tenha como solugao o conjunto
{(2t+3s,t +s—1,2s+1,t—1): t,s,€ R}

7. Aplique o método de Gauss-Jordan para colocar as seguintes matrizes em escada de
linhas reduzida
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2 3 i —(1+i) 0 10312
a) | 1 —2 M1 -2 1 @ 14215
1 5 1 2 -1 34812

Resolucao.

8. Determine os valores de a, b, ¢ para os quais o seguinte sistema tem solugao e, nesse caso,
determine as solugoes.

r+y+z—w=a
r—2z24+w=2>b
rT—y—952+3w=c

9. Considere a matriz
0 11
A=| 2 01
-1 0 3
(a) Obtenha a partir de A duas matrizes em escada de linhas distintas por aplicagao

do método de Gauss.
(b) Aplique o método de Gauss-Jordan a cada uma das matrizes da alinea anterior e
verifique que obtém a mesma matriz em escada de linhas reduzida.

Resolucao.

10. Determine a caracteristica das seguintes matrizes.

0 1 1
2 3 -3 1 2 3 4

a | -1 0 3 b)) |5 6 7 8
0 4 4 9 10 11 12
1 0 1

Eeso!uééo.

11. Determine em fungao do(s) parametro(s) a caracteristica das seguintes matrizes:
1 ¢ a O
My | i 01 —i
1+¢ ¢« g p

Resolucao.

12. Mostre que um sistema linear homogéneo cujo nimero de incégnitas é maior do que
nimero de equagoes tem sempre infinitas solugoes distintas. O que pode acontecer se o

sistema nao for homogéneo? [Resolucao.

13. Counsidere o sistema linear S

111+ ...+ @1y = b1

Am1T1 + ...+ QnTn = by,
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e o sistema homogéneo associado S, (que tem os mesmos coeficientes a;; e b; = 0 para
todo o 7).

(a) Mostre quese (z1,...,x,) e (2], ...,z ) sdo solugbes de S entao (x;—a,. .., x,—x))
é uma solucao de .Sj,.

(b) Mostre que se (x1,...,z,) é uma solu¢ao de S e (z,...,x]) é uma solugdo de S,
entao (z1 +4,...,x, + ) é uma solugao de S.

(¢) Suponha que (1,2,—1) e (1,3.4) sao solugbes de um sistema linear. Determine
outra solucao do sistema linear.

Resolucao.

(Os dois exercicios seguintes sdo para alunos mais interessados em aprofundar os conhe-
cimentos matemadticos - nao fazem parte do programa.)

14. Seja F3 ={0,1,2} o corpoﬂ com 3 elementos que se obtém definindo o produto e a soma
tomando o resto da divisao por 3.
(a) Escreva a tabela da soma e multiplicacao e verifique que F3 é um corpo.
(b) Ache as solugoes (z,y, z) € F3 do sistema

rT+2z2=2
r+y+z=0
20 +y+z=1

(¢) Determine a caracteristica da seguinte matriz com entradas em Fj:

= =N
= o 1O
D I~ =
= O =

Resolucao.

15. Quantas matrizes m x n com entradas em Fy = {0,1} hd com caracteristica 1?7 |Re-

2. O PRODUTO DE MATRIZES

Vimos acima que qualquer combinacao linear @ das equagoes de um sistema linear
é satisfeita por uma solucao do sistema. Mais geralmente, comecando com um sistema
linear (5)), podemos considerar um novo sistema cujas equagoes sao combinagoes lineares
das equagoes do sistema inicial. No caso homogéneo (ou seja com b; = 0) um tal sistema
com k equagoes tem o aspecto seguinte
(11)
cll(allxl + 1929 4+ ...+ alna:n) + ...+ Clm(&mlxl + Q22 + ...+ amnzcn) = 0
021(a11x1 + ajoro + ...+ alnxn) + ...+ Cgm(amll‘l + Q29 + ...+ amna:n) =0
Cr1 (CLHIl + apxo + ...+ alna;n) +...+ Ckm(am1$1 + Ao + ...+ Clmnl’n) =0

8Ver a definicao de corpo na Observacio Os sublinhados servem para lembrar que as operagoes de
soma e produto com 0, 1,2 nao sao as habituais.
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onde ¢;1, ..., ¢y sao os coeficientes da combinagao linear que produz a i-ésima equacgao do
novo sistema. Estes escalares podem ser dispostos numa matriz k x m.

€11 C2 -+ Cim
C21 Co2 -+ Com
Ck1 Crk2 ' Cgm

Identificando o sistema inicial com a matriz (a;;|i<i<m.1<i<n d0s seus coeficientes, podemos
ij]1<i<m,1<j<n )
pensar neste processo de combinacgao linear de equagoes como uma operagao que partindo
de duas matrizes, C' = [¢,,| de tipo k xm e A = [a;;| de tipo m X n produz uma nova matriz
9 Pq )
que tem por entradas os coeficientes das equagoes do sistema ([11)). Esta nova matriz é de
tipo k x n e tem como entrada ij (correspondente ao coeficiente de x; na i-ésima equagao

de (1))

(12) Ci101; + Ci202; + ...+ CimQmj = Z Ci Qg

=1
Definicao 2.1. Sejam k, m,n ndmeros naturais, C uma matriz k x m e A uma matriz
m X n de numeros reais (ou complezos). O produto da matriz C' pela matriz A é a matriz
k x n, denotada por C'A, cuja entrada ij € dada pela expressao ((12]).

Note-se que a expressao nao € mais do que o produto escalar da linha ¢ da matriz
C com a coluna j da matriz A.

alj

a2j
Ci1 G2 - Cim .
Clmj
Exemplo 2.2.

20 30 D
1 -1 0 1_

0 3 0

2.140-(=1)+3-0  2:240-143-3  2.04+0-(=1)+3-0 2-0+0-

"1 14+ (=1 (=1) 400 1-24(=1)-140-3 1-04(=1)-(=1)+0-0 1-0—1
2130 3
12 1 1 -3

A férmula para o produto de matrizes admite varias interpretacoes que facilitam
muitas vezes o cdlculo e que sao ja patentes no exemplo anterior:
e A j-ésima linha do produto C'A é a combinacao linear das linhas de A cujos coefici-
entes sao as entradas da i-ésima linha de C' (foi esta alids a maneira como chegdmos
a férmula para o produto de matrizes). Concretamente, no exemplo acima, a pri-
meira linha do produto ¢é igual a

2./1200]+0-[-1 1 -1 3]+3-[0 3 0 1]

3+3-1

-3+0-1
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e A j-ésima coluna do produto C'A é a combinagao linear das colunas de C' cujos
coeficientes sao as entradas da j-ésima coluna de A. No exemplo acima, a primeira
coluna do produto ¢ igual a

el e )

Em muitos exemplos (como no Exemplo acima) o produto calcula-se muito mais rapi-
damente fazendo as contas por linhas ou colunas do que aplicando a férmula entrada
a entrada.

Usando o produto de matrizes, podemos escrever um sistema usando matrizes para os
coeficientes, incognitas e termos independentes. A expressao ¢ equivalente a igualdade
de matrizes

T
ailz a2 A1n Ty by
(13) : : Sl =
Am1 Qm2 - Amn ZU bm
n

que se pode abreviar
AX =B

Uma vez que entendamos as propriedades do produto de matrizes, poderemos manipular
sistemas e resolve-los de forma analoga a que é ja familiar do estudo anterior da resolugao
de equacoes numéricas.

Os métodos de Gauss e Gauss-Jordan podem também ser descritos em termos do produto
de matrizes. Por exemplo, tendo em conta a descricao do produto de matrizes em termos
de combinacao linear de linhas, a aplicacao da operagao Ly + 3L, ao sistema consiste
na multiplicacao a esquerda (em ambos os lados da igualdade) pela matriz de tipo m x m

10 - --- 0
310 - 0
o0 1 .0
(00 -~ 0 1

De forma semelhante, a operacao —2Ly corresponde a multiplicacao de pela matriz
m X m

1 0 -+ - 0
0 -2 0
0 0
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enquanto que a operagao L; <+ Ly corresponderia a multiplicagdo de (13| pela matriz
m X m

0 1 0
10 0 0
00 1 0
(00 -~ 0 1,

2.3. Multiplicagao por blocos. Uma outra observagao sobre o produto de matrizes que
é por vezes muito util é que este pode ser realizado ”por blocos”. Se decompusermos duas
matrizes A, B em "matrizes de matrizes”, por exemplo,

A Ap
A =
{ Agr Az }

onde Aj; ém xX k, Ajgém X1, Ag1 én Xk, Apgo én xIl, By ék xpe By él X pentao

A By + A12By }

AB =
[ Ag1 By + A By

Em geral, o produto de matrizes pode ser realizado desta forma desde que a decomposi¢ao
em blocos dos fatores seja escolhida apropriadamente (de forma a que as multiplicagoes de
matrizes fagam sentido). O nimero e posigao dos blocos em cada fator ¢é arbitrario, sujeito
apenas a condicao anterior que as multiplicacoes dos blocos facam sentid(ﬂ Vejamos um
exemplo concreto. Sejam

b
|
S W O
~ e =
co Ut DO

Decompondo A e B como

|

[6 7] [8]] [4] [5]
temos
[[10] [13
AB = | |28 40
46 67

9 No limite, a multiplicacio usual de matrizes pode ser vista como a multiplicacdo de matrizes que

foram decompostas em blocos 1 x 1. O célculo do produto de matrizes ”por linhas”e ”por colunas” que
descrevemos antes é também um caso particular da multiplicagao de matrizes por blocos: num dos fatores
os blocos sao as linhas (ou as colunas) e no outro a matriz estd decomposta em blocos 1 x 1.
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Por exemplo, a matriz 2 x 1 correspondente as entradas 11 e 21 do produto AB é dada por
10 01 0 2
EREIBEHIS

2.4. Propriedades do produto de matrizes.

Definigcao 2.5. Seja n um numero natural. A matriz identidade de tipo n X n € a matriz

I, que tem como entrada ij
1 L
-{y ni
0 sei#j

ou seja
1 0 -- 0]
01 0 0
L,=10 0 1 0
00 -~ 0 1]

Teorema 2.6 (Associatividade e existéncia de elementos neutros). Sejam k, m,n, p nimeros
naturais e A, B, C matrizes de tipo k X m, m X n e n X p respetivamente.

(i) Propriedade associativa do produto: A(BC) = (AB)C.
(ii) Elemento neutro para o produto: A=A e Al,, = A.

Dem. (i) Temos a verificar que para cada i,7 com 1 < i < kel < j < p, a entrada
ij das matrizes A(BC) e (AB)C sao iguais. Escrevendo (AB);; para a entrada ij
do produto das matrizes A e B e aplicando (duas vezes) a férmula que define o
produto de matrizes obtemos

m

(A(BC))y; = Y aiw(BC)y

= Z Qi (Z brycyj)
r=1 y=1

m n

= Z Z QigbayCy;

z=1 y=1
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onde na tltima igualdade aplicdmos as propriedades distributiva da soma em relagao
ao produto (de numeros) e também as propriedade associativas da soma e multi-
plica¢do (de ntimeros). De forma inteiramente andloga temos
n
(AB)C))y; = > (AB)ic
z=1
n

= Z <i aiwbwz> Czj
w=1

z=1

- Zzaiwbwzczj
z=1 w=1
As expressoes obtidas para (A(BC));; e ((AB)C);; sdo idénticaﬂ (pelas propriedades
associativa e comutativa da soma de nimeros) o que conclui a demonstragao da
igualdade A(BC) = (AB)C.

(ii) A demonstragdo é andloga (mas mais facil). Alternativamente, as afirmagoes sao
evidentes se calcularmos o produto IzA por linhas e o produto Al,, por colunas.
Exercicio.

0

Na proposicao anterior vimos propriedades importantes que a multiplicacao de matrizes
partilha com a multiplicagdo de nimeros, (embora seja importante notar que a complexi-
dade da multiplicacao de matrizes é superior: hé matrizes de varios tipos e s6 quando o
nimero de colunas do fator da esquerda é igual ao nimero de linhas do fator da direita se
pode efetuar a multiplicagao). Ha também diferencas importantes:

Exemplo 2.7 (A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa). Note-se que os produtos
AB e BA s6 poderdo ser matrizes do mesmo tipo se A e B forem matrizes quadradas com
igual niumero de linhas. Se escolhermos duas destas matrizes ao acaso (com mais de uma
linha!), a probabilidade de os produtos serem diferentes é 100%. Por exemplo,

B
NI ERY e by

Uma das propriedades da multiplicagao de nimeros que é muito 1til é a chamada lei do
corte:
Se a # 0 e ab= ac entao b = c.

s

Definicao 2.8. A matriz m x n nula é a matriz que tem todas as entradas iquais a 0. E
denotada por 0 (deizando implicitas as dimensoes).

1005 indices dos somatérios sao varidveis mudas. Obtém-se uma expressio da outra substituindo o
indice x por w e y por z.
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E imediato da definigao do produto que (sempre que os produtos fagam sentido) temos
A-0=0 0-A=0

Exemplo 2.9 (A lei do corte nao é vélida para o produto de matrizes). Seja A a matriz

2 -1 .
{4 _2}. Entao

o def 12 -1 2 -1 00
e¥ar=|1 511 5]=10 0]
portanto, apesar de A # 0 temos
AA=A-0.

Definicao 2.10. Uma matrizn X n, A diz-se invertivel se eziste uma matriz B (necessa-
riamente também n x n) tal que

AB=BA=1,

Uma tal matriz B diz-se uma inversa de A.

Proposicao 2.11. Seja A uma matriz n x n invertivel, C, D matrizes n x m e E, F
matrizes m X n. Entao

AC=AD=C=D e FA=FA=FE=F

Dem. Provamos apenas a primeira implicacao deixando a segunda como exercicio. Seja B
uma inversa de A. Entao

AC = AD = B(AC) = B(AD) < (BA)C = (BA)D < I,C = 1,D < C = D

Vejamos algumas propriedades das matrizes invertiveis.

Proposicao 2.12 (Unicidade da inversa). Seja A uma matriznxn. Se B e C' sao inversas

de A entao B =C.

Dem. Temos
B =BI, =B(AC)=(BA)C=1,C=C

A partir de agora escrevemos
A™' para a inversa da matriz A.
Notemos as seguintes consequéncias da unicidade da inversa.

Proposigao 2.13. Sejam A, B matrizes n X n invertiveis. Entdo
(i) AB ¢ invertivel e (AB)™! = B~1A™!
(i) A~1 € invertivel e (A71)"1 = A.
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Dem. Mostramos apenas a primeira afirmacao deixando a segunda como exercicio. Uma
vez que a inversa ¢ Unica, tudo o que é necessario fazer é verificar que as relagoes na
Definigao [2.10] sdo satisfeitas:
(B'AYAB)=B Y A'AB=B"'1,B=B"'B=1,
e, analogamente,
(AB)(B'A™) = A(BB YA ' = ALLA™' = AA =1,
O

2.14. Soma e produto por escalar. Vamos também necessitar de outras operagoes com
matrizes que tém uma natureza muito mais elementar do que o produto.

Definicao 2.15. Sejam A, B matrizes m x n. A soma das matrizes A e B € a matriz do
mesmo tipo A+ B que tem como entrada ij

(A + B)U = aij + bij
O produto de uma matriz A m x n pelo escalar A € R (ou C) € a matriz NA também de

tipo m X n cuja entrada 1j €
()\A)” = )\aij

Por exemplo

2 -1 2 1 4 2 241 —-1+4 242 3 3 4
{o -3 0} [23—1}:{(”2 —-3+3 0—1]:{ }
11 V2 V2
V2| -1 2| =] —v2 2V2
4 0 4/2 0
Vejamos algumas propriedades fundamentais destas operacoes cujas demonstracoes sao
imediatas e ficam como exercicio.

Proposicao 2.16 (Propriedades da soma de matrizes). Sejam A, B,C matrizes m X n.
Entao
(1) (Associatividade) A+ (B+C)=(A+ B)+C
(i1) (Comutatividade) A+ B =B+ A
(111) (Existéncia de elemento neutro para a soma) A+0= A
(iv) (Ezisténcia de simétricofll]) Existe D tal que A+ D =0

E facil verificar (exercicio) que o simétrico de uma matriz é unico. Usa-se a notagdo —A
para o simétrico de uma matriz e claramente a componente ij da matriz —A é dada por
—aij.

Proposicao 2.17 (Propriedades do produto por escalar). Sejam A, B matrizes m X n e
A, it escalares reais (ou complexos). Entao

Hrsto é, de inversos para a operacgao soma.
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(i)1-A=A
(ii) MuA) = () A
(iii) N(A+ B) = AA+ AB
(iv) A+ p)A = XA+ pA
Outras propriedades do produto por escalar que sao muitas vezes utilizadas sao as se-
guintes
0-A=0, (-1)-A=-A
Estas propriedades sao de verificacao imediata a partir da definicao do produto por escalar
mas podem também ser deduzidas das propriedades indicadas nas Proposi¢oes acima (sem
usar a definigdo). Fica como exercicio a realizacao dessas dedugdes.
Vejamos agora algumas relacoes entre a soma e o produto por escalar com o produto de
matrizes.

Proposicao 2.18 (Distributividade). Sejam A uma matrix m x n, B e C' matrizes n X p
e D uma matriz p X q. Entao

A(B +C) = AB + AC (B+C)D =BD+CD

Dem. Verificamos apenas a primeira igualdade dado que a demonstracao da segunda é
inteiramente analoga. Temos a ver que para cada i, com 1 < i <mel < j < p, as
entradas ij das matrizes A(B + C) e AB + AC sao iguais. De acordo com a entrada
ij de A(B + C) é dada pela expressao

Y aw(B+C)y = > aulby; + cy)
o =

= Z ik by + airCrj
k=1
= (AB)i; + (AC);
o que mostra a igualdade pretendida. Il

Podemos usar as propriedades acima para desenvolver e simplificar expressoes como
estamos habituados a fazer com os nimeros mas devido as diferencas indicadas acima, isto
requer algum cuidado. Por exemplo, se A e B sao matrizes n X n temos

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A(A+B)+ B(A+ B) = A>+ AB+ BA + B?
Esta expressao é (pela lei do corte para a soma de matrizes) igual & expressdo habitual
A? +2AB + B?
se e s0 se for satisfeita a seguinte igualdade pelas matrizes A, B
AB = BA
o que, como ja indicdmos acima, quase nunca se verifica.

Definicao 2.19. Sejam A, B matrizes n X n. Diz-se que A e B comutam se AB = BA.
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E imediato verificar que a matriz Al,, comuta com qualquer outra matriz n X n, uma
vez que, pela interpretagao do produto de matrizes em termos de combinagoes lineares de
linhas e colunas, multiplicar A a esquerda por A, consiste em multiplicar cada linha de
A por A, enquanto que multiplicar por AI, a direita consiste em multiplicar por A cada
coluna de A. Portanto

(M)A = \A = A(M)

O Exercicio (13| deste capitulo pede-vos para verificar que estas matrizes - os multiplos esca-
lares da matriz identidade - sao na realidade as tinicas matrizes que tém esta propriedade
de comutar com todas as outras. A igualdade acima é um caso particular da seguinte pro-
priedade que relaciona o produto de matrizes com o produto por escalar. A demonstracao
(muito facil) é deixada como exercicio.

Proposicao 2.20. Sejam A uma matriz m X n, B uma matrizn X p e X\ um escalar real
(ou complexo). Entao

MAB) = A(AB) = (MA)B
Exemplo 2.21. Seja A uma matriz n x n. Entdo (uma vez que 31, comuta com A)
(A+31,)% = A2 +2(31,)A + (31,,)* = A> + 6A + 91,

2.22. Caélculo da inversa. Ja vimos que a invertibilidade de uma matriz é uma proprie-
dade 1til, permitindo-nos por exemplo a aplicagao da lei do corte. Poe-se agora a questao
de como saber se uma matriz é invertivel e, nesse caso, calcular a matriz inversa. Na
realidade ja aprendemos a calcular a inversa! Se B é a inversa de A entao

AB =1,

Tendo em conta a interpretacao do produto AB como um céalculo de combinagoes lineares
de colunas de A, isto diz-nos que as entradas da i-ésima coluna de B sao coeficientes de
uma combinacao linear das colunas de A que produz a i-ésima coluna da matriz identidade.
Se denotarmos a i-ésima coluna de B por X, isto diz-nos que a seguinte relagao é satisfeita

0

I
—_

(14) AX;

0

(onde a entrada nao nula da matriz a direita estd na i-ésima linha). Assim podemos calcular
a 1-ésima coluna da tnversa resolvendo o sistema linear para o que podemos usar os
métodos de Gauss e Gauss-Jordan. Para calcular a inversa temos que resolver n sistemas
lineares mas nao ha qualquer razao para o fazer separadamente. Como os coeficientes do
sistema sao os mesmos para todos os sistemas, podemos resolver todos ao mesmo tempo:
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10 2
Exemplo 2.23. Vamos calcular A~' para a matriz A= | 0 3 0
4 0 5
1
Aplicamos o método de Gauss-Jordan aos sistemas com termos independentes | 0 |,
0
[ 0 0
1| e| 0| simultaneamente:
| 0 1
'1021100LL102|1001L2102\100
0301] 010 ?i>1030|010 31—L>‘010|O§0
| 405 ] 001 00 -3 —401‘53001|§0—§
Lo 1 00 g 0 %
010 0 400
001 5 0 —1

As colunas da matriz a direita sao as solugoes de cada um dos sistemas e portanto as colu-
nas da matriz inversa. Assim, se a matriz A for invertivel entao teremos necessariamente

_3 2
3 3
0

ATl =

Wik O
Qwik O

1
3

1 3 1
Exemplo 2.24. Vamos calcular A~" para a matriz A= | 0 —1 0
2 0 1
Temos
1 3 1] 100 L 1 3 1 | 1 00
0 -10]010|"™ 0 -1 0] 0 10
2 0 1] 001 0 -6 -1 | -2 01
el 1 3 1 | 1 0 0 L 1311 0 0
=lo -1 0 [ 0 1 0|=F|010]0-10
0 0 —1 | —2 —6 1 ltoo1 |2 6 -1
130 | -1 -6 1 100 | -1 =3 1
ksto10) 0 -1 0 [™2]0o10] 0 -1 0
001] 2 6 -1 001] 2 6 -1
Assim, se a matriz A for invertivel entdo teremos necessariamente
-1 -3 1
A7l = 0O -1 0

2 6 -1
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Resta perceber porque é que a matriz B calculada nos exemplos anteriores é de facto
uma inversa de A. A maneira como foi determinada torna claro que AB = [,,, mas para
que B seja a inversa é ainda necessario que BA = I,,. Isto esta longe de ser 6bvio (embora
seja facil de verificar nos exemplos acima ou em qualquer exemplo concreto).

Antes de explicar a razao pela qual o método anterior pode ser sempre usado para
achar a inversa (ou ver que uma matriz nao é invertivel) vamos primeiro responder a
seguinte pergunta natural: Porque nao achar a inversa por linhas resolvendo o sistema
determinado pela equacao BA = I, linha a linha? De facto podemos fazé-lo, mas a matriz
dos coeficientes do sistema nao serda A, e dado que o método de Gauss-Jordan (tal como
nds o apresentamos) se aplica imediatamente apenas a solucao de sistemas Ax = b com x
e b matrizes coluna, é mais pratico fazer as contas como fizemos acima.

Esta questao aponta no entanto para um aspeto basico do calculo matricial que diz
respeito a simetria entre linhas e colunas. A atribuicao do primeiro indice as linhas e do
segundo as colunas ¢é claramente apenas uma convengao pelo que ¢ natural considerar a
seguinte simetria do conjunto das matrizes que troca linhas com colunas.

Definicao 2.25. Seja A uma matriz m x n. A matriz transposta de A é a matriz A", de
tipo n X m cuja entrada 1j €

(A")ij = ajs
Por exemplo
{1_12}{ Y . [1 2r_[13]
0 3 2 9 9 3 4 2 4

Proposigao 2.26 (Propriedades da transposi¢ao). (i) (AT)T = A
(ii) (aA)T = aAT

(iii) (A+ B)T = AT + BT

(iv) (AB)T = BT AT.

Dem. As primeiras trés propriedades sao muito faceis de demonstrar e ficam como exercicio.
Quanto a ultima, suponhamos que A é uma matriz m x n e B é uma matriz n x p, de
forma a que (AB)? é uma matriz p x m. Dados i,j com 1 <i <pel < j<m temos
entdo que a entrada ij da matriz (AB)T é
n n n
((AB)"),, = (AB);i = > agube = > (A)i(B ) = Y (B (A" )iy = (B"AT),;
k=1 k=1 k=1
conforme queriamos demonstrar. O

Usando esta simetria e a propriedade (iv) acima, é imediato verificar que a solugao do
sistema para uma linha da matriz inversa mencionado anteriormente nao é mais do que a
solucao do sistema

ATz =0
com b a coluna correspondente da matriz identidade. Isto sugere uma relagao entre a
transposicao e a inversao... Qual?
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Justifiquemos entao finalmente o nosso método de calculo de inversas:

Teorema 2.27. Seja A uma matriz n X n de numeros reais ou complexos.ﬂ As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
(i) A € invertivel,
(ii) Para cada matrizn x 1, B, o sistema AX = B tem solucdo e esta é unica.
(i1i) Para cada matrizn X 1, B, o sistema AX = B tem no mdximo uma solugdo.
(iv) O sistema AX =0 tem no mdzimo uma solug¢ao.
(v) A tem caracteristica n

Dem. Vamos ver que (i)=-(ii)=-(iii)=(iv)=(v)=(i).
(i)=-(ii): Multiplicando o sistema dos dois lados por A™! temos
ATAX =A"B=1,X=A"B=X=A"'B

Logo se a solucao existe, ela ¢ unica e é dada por X = A~'B. Mas ¢é facil verificar
que A71B é de facto uma solucao:

A(A'B)=1,B=B

o que conclui a prova desta implicagao.
(ii)=>(iii) Evidente.
(ili)=(iv) Evidente.
(iv)=(v): Esta implicagao é equivalente a implica¢do —(v) = —(iv) que passamos a demons-
trar. Se a caracteristica de A nao é igual a n, entao no final do método de Gauss-
Jordan, alguma das colunas nao tem pivot. A variavel correspondente é entao livre
na solugao do sistema homogéneo AX = 0, que tem portanto infinitas solugoes.
(v)=(i): Se A tem caracteristica n, a aplicagdo dos métodos de Gauss e Gauss-Jordan trans-
formam a matriz A na matriz I, (uma vez que esta é a unica matriz n X n em
escada de linhas reduzida com caracteristica n). Mas, como ja observdmos, cada
passo do método de Gauss-Jordan consiste na multiplicacao a esquerda por uma
matriz. Nomeadamente:
e A operacao L; <+ Lj, com i # j corresponde a multiplicagao a esquerda pela

matriz _ -
1
0 1
Sij =
1 0
L 1 =
em que os ‘. indicam 1s, todas as entradas nao indicadas sao 0 e os 0s na

diagonal ocorrem nas linhas ¢ e j.

120u mais geralmente com entradas num corpo.
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e A operagao aL; com « # 0 corresponde a multiplicagdo pela matriz

1

1

com todas as entradas fora da diagonal 0 e todas as entradas na diagonal 1
exceto a i-ésima que é a.

e A operagao L; + aL; com i # j e a # 0 corresponde a multiplicacao pela
matriz

1

1

em que todas as entradas da diagonal sao 1 e todas as entradas fora da diagonal

sao 0 exceto a entrada ij, que é igual a a. O esquema acima corresponde ao

caso em que i < j e portanto a fase final do método de Gauss-Jordan. A fase

inicial do método de Gauss consiste na multiplicagao por estas matrizes com

1 > j, caso em que a entrada nao nula fora da diagonal esta abaixo da diagonal.
Em termos do produto de matrizes, a observagao que o método de Gauss-Jordan
termina na matriz I, expressa a igualdade

(15) E,---EyEA=1,
em que k£ é o numero de passos do método de Gauss-Jordan e a multiplicacao

pela matriz E; executa o passo i do método (cada F; é uma das matrizes referidas
acima). Ora cada matriz F; ¢ invertivell De facto, é imediato verificar que

L4 SZ;I = Sz

° D;i = Di,l

o (I, + aEl-jSY_l =1, — aFE;
Multiplicando a esquerda a igualdade sucessivamente pelas inversas das ma-
trizes Ey, Eyx_1, ... obtemos

A=E'Ey - B!
Uma vez que A é um produto de matrizes invertiveis, pela Proposicao Aé

invertivel.

U

Vemos assim que, quando aplicamos o método de Gauss-Jordan para resolver simultanea-
mente os n sistemas lineares correspondentes a equacao AB = I,,, sé ha duas possibilidades:
ou a aplicacao do método mostra que a caracteristica de A é menor do que n e entao A
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nao ¢ invertivel ou, a caracteristica de A é n e entao a matriz A é invertivel. Neste ultimo
caso, uma vez que a matriz B calculada pelo método de Gauss-Jordan satisfaz AB = I,,,
temos

AN AB)=A"I, < B=A""

Observagao 2.28. As matrizes que aparecem na demonstra¢ao da implicagdo ((v)= (i))
no Teorema (que correspondem as operagoes elementares sobre as linhas) designam-
se por matrizes elementares. Vimos durante a demonstracao que qualquer matriz com
caracteristica n, ou seja, qualquer matriz invertivel, se pode escrever como um produto de
matrizes elementared™\

Para terminar esta discussao sobre as matrizes observemos ainda a seguinte condicao
equivalente a invertibilidade.

Corolario 2.29. Seja A uma matriz quadrada. As sequintes condicoes sao equivalentes.
(1) A € invertivel.
(i1) Para cada matrizn x 1, B, o sistema AX = B tem solugdo.

Demonstragao. Claramente (i) = (ii) (pela equivaléncia entre (i) e (i) no Teorema [2.27),
Para demonstrar a implicacdo reciproca vamos ver que —(i)= —(ii). Suponhamos entao
que A nao é invertivel. Pelo Teorema a caracteristica de A é menor do que n. Seja S
uma matriz invertivel que se obtém multiplicando sucessivamente as matrizes elementares
correspondentes aos passos do método de Gauss, de forma que SA esta em escada de linhas.
Como a caracteristica de A é menor do que n, a ultima linha de SA é nula. Escrevendo

0
C=|

0

1
vemos que o sistema
(16) (SAX =C
nao tem solucao. Ora ([16)) é equivalente ao sistema AX = S~1C, logo o sistema AX = B
nao tem solucao quando B = S~!C. Isto conclui a demonstracio. U

Sendo A uma matriz quadrada, podemos considerar a funcao X — AX que leva matrizes
coluna em matrizes coluna. O Teorema e o Corolario mostram que, para uma tal
funcao, as condigoes de bijetividade, injetividade e sobrejetividade sao equivalentes!

2.30. Exercicios.
1. Calcule os seguintes produtos matriciais

0
@533 e T ‘gl 5

IBE um bom exercicio estimar o nimero méximo de fatores necessario para uma tal fatorizacao.
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o[y 3] aleie] s3] @3] e[o]

w

1 1 1 0 11
2. Considere as matrizes A = 2 0 1|leB=|—-1 1 1]. Calcule
-1 -2 3 -1 0 3
(a) A entrada 12 de A
(b) A segunda linha de AB.
(¢) A terceira coluna de BA.
0 1 1 L1 1 -1
3. Considere as matrizes A = 2 0 1|,B= , C = 1 e D =
-1 0 3 { 0 -1 ] 2

[ 1 2 3 } Efetue se possivel as seguintes operacoes com matrizes
(a) A2—2A+ 13 (b) AD — D (c) C*+D+2A
(d) 3A+CD (e) BA—3B (f) DC — V21,
4. Determine (se existirem) as inversas das seguintes matrizes usando o método de Gauss-
Jordan

- 2 6 6
(a) _21 H (b) [_63 _24} ) |2 76
i 2 77
(1 1 2 -1 -2 7 2 3
0 -1 3 0 1 0 2 -1
Wl 0 2 1 © 1 0 00 o
0 0 0 1 —1 13 4 2

Eeso!ucéo.

5. Determine todas as solucoes das seguintes equagoes matriciais

1 10 2 -3 1
(a) (A—2[2)1:[_43 g} M) (A=3L)y"|023|=]0 3 0

10 1 0 0 1
(C) AQZIQ

6. Sejam a, b, ¢, d nimeros reais. Verifique que se ad — be # 0, entao

a b1 d —b
c d ad—be| —¢ a
7. Seja A a matriz n X n cuja entrada ij é a;; = 2. Dé uma expressao para a entrada ij
da matriz AB quando B é a matriz n X n com entradas
(a) bij = 2_i_j (b) bij =1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Determine o conjunto das matrizes que comutam com

ALGEBRA LINEAR

1

10 . [Resolucao.

. Mostre que se A e B comutam entdo A~! ¢ B~! também comutam. [Resolugao.

Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se A = AT e anti-simétrica se A + AT = 0.
Mostre que toda a matriz quadrada se pode escrever de forma tnica como a soma de
uma matriz simétrica e de uma anti-simétrica.

Uma matriz quadrada A diz-se triangular superior se a;; = 0 para i > j (isto é, se s
tem zeros abaixo da diagonal principal). Diz-se triangular inferior se AT é triangular
superior.

(a) Mostre que o produto de matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) é uma
matriz triangular superior (resp. inferior).

(b) Quando é que uma matriz triangular superior (ou inferior) é invertivel? A inversa
é triangular superior (inferior)?

(¢) Suponha que A é invertivel e que durante a aplicacdo do método de Gauss a A
para achar a inversa nunca é necessario trocar linhas. Mostre que entao A se pode
escrever de forma tnica como o produto de uma matriz triangular inferior L com
todas as entradas na diagonal iguais a 1 e de uma matriz triangular superior U (na

forma A = LU).

Seja A = g g uma matriz descrita por blocos com B e D matrizes quadradas.

Mostre que A é invertivel sse B e D sao invertiveis e, nesse caso, determine uma férmula
para a inversa de A em termos das matrizes B, C, D.

Seja A uma matriz n x n. Mostre que se A comuta com todas as matrizes n X n entao
existe um escalar A tal que A = Al,,. Sugestiao: Considere as matrizes Fyj que tém 1

como entrada ij e 0 em todas as outras entradas. [Resolucao.

Se A é uma matriz n X n invertivel, define-se para k& um inteiro nao positivo

Ak I, se k=0
(A™H* sek<0
Mostre que é vélida a regra dos expoentes: Dados k,[ inteiros A¥A! = AF+
Sejam m,n numeros naturais e A uma matriz m X n. Uma matriz n x m B diz-se
uma inversa a direita para A se AB = I,,,. B diz-se uma inversa a esquerda para A se
BA=1,.
(a) Mostre que se A tem inversa a direita e a esquerda entéo as inversas a direita e
esquerda coincidem.
(b) Dé um exemplo de uma matriz invertivel a direita mas nao a esquerda e vice-versa.
(¢) Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes
e A é invertivel a direita
e Para toda a matriz m x 1, C, a equagao AX = C tem solucao
e A caracteristica de A é m.
(d) Uma matriz m X n com m > n pode ser invertivel a direita? Justifique.
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(e) Mostre que se A tem inversa a direita e a esquerda entdao m = n (e A é invertivel).
(f) Mostre que se A é uma matriz n X n e tem inversa a direita ou inversa a esquerda,
entao A é invertivel.

Resolucao.

3. ESPACOS VETORIAIS

Um espaco vetorial é um “sitio onde se podem fazer combinagoes lineares”. Para que
tal seja possivel, precisamos de saber como somar e como multiplicar por escalar os obje-
tos do espaco vetorial. Para que estas combinagoes lineares se comportem da forma que
estamos habituados nos exemplos que vimos até agora é necessario que satisfacam certas
propriedades que sao especificadas na definicao de espaco vetorial.

O arquétipo de um espago vetorial é R" = {(z1,...,x,): ; € R} com a multiplicagao
por escalar definida pela expressao

a-(T1,...,x,) = (Qxy, ..., axy,)

e a soma por
(1, s @)+ Y1y Yn) = (X1 + Y1y ooy T+ Yn)

Nos casos em que n = 1,2 ou 3, estamos habituados a identificar R™ geometricamente com
o conjunto dos vetores com origem em (0,...,0), e sabemos interpretar geometricamente
o produto por escalar e a soma.

Por exemplo, o conjunto de todas as combinacoes lineares de dois vetores nao colineares
em R? formam um plano que passa pela origem e contém os dois vetores.

A definicao de espago vetorial vai-nos permitir transferir a nossa intuicao geométrica
sobre o comportamento de vetores no espaco para um sem-fim de novas situagoes!

Definicao 3.1. Um espago vetorial real € um terno (V,+,-) constituido por um conjunto
V', cujos elementos se designam por vetores, juntamente com duas fungoes:

o Multiplicagdo por escalar: R x V.=V que a um par (c,v) associa um vetor « - v.

+ .
e Soma de vetores: V- x V. — V que a um par de vetores (v,w) associa um vetor
v+ w

satisfazendo as sequintes relacoes:

(i) Para todos os u,v,w €V, u+ (v+w) = (u+v) + w.
(i1) Para todos os u,v € V, u+v =1v+ u.
(i11) Eziste um elemento 0 € V' tal que, para todo o v € V se tem v+ 0 = v.
(iv) Para todo o v € V' existe um elemento w € V tal que v+ w = 0.
(v) Para todo o v € V, tem-se 1 -v = v.
(vi) Para todos os o, € R, ev €V tem-se a- (B -v) = (af) - v.
(vii) Para todos os a € R ev,w € V tem-se a- (v+w) =a-v+ a-w.
(viii) Para todos os o, € R ev eV tem-se (a+ ) -v=a-v+f-v.

H& uma possivel ambiguidade no axioma (iv) uma vez que o axioma (iii) ndo garante a
unicidade do elemento neutro 0 para a soma. Mas na realidade é imediato verificar que
este elemento (que se diz o vetor zero) é tinico: se 0’ for um outro elemento neutro temos
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0+ 0" = 0 (aplicando o axioma (iii) ao elemento neutro 0 e ao elemento v = 0); por outro
lado, 04+0" = 0’40 = 0’ (aplicando primeiro o axioma (ii) e depois (iii) ao elemento neutro
0 e ao elemento v = ().

Também nao é dificil mostrar que o elemento w tal que v +w = 0 é tnico: se v + w =
v+ w' =0 entao

w=w4+0=w'+@v+w)=(w+v)fw=w+u)+tw=04+w=w+0=w
O tnico w tal que w + v = 0 chama-se o simétrico de v e denota-se por —uv.

Observagao 3.2. (i) Substituindo na definicio acima R por C obtemos a defini¢io de
um espago vetorial complexo. Mais geralmente se K € um corpo (ver Observagao
e substituirmos R por K obtemos a nocao de espaco vetorial sobre o corpo K.
(i1) E também comum usar a terminologia espago linear em vez de espago vetorial.
(i11) O produto por escalar oc-v denota-se normalmente simplesmente por v e passaremos
a denotd-lo desta forma quando ndo haja possibilidade de confusdo.

Definicao 3.3. Seja V' um espaco vetorial e vy, ..., v, elementos de V. Diz-se que v € V
¢ uma combinacao linear dos vetores vy, ..., vy se existem aq,...,q € R tais que

V=101 + ...+ QpUg

Os escalares aq, . .., ap chamam-se os coeficientes da combinacado linear.

Exemplo 3.4. (1) R™ com a soma e produto por escalar definidos coordenada a co-
ordenada € um espago vetorial real. A wvalidade dos axiomas na Defini¢ao [3.1] é
uma consequéncia imediata das propriedades das operacoes de soma e produto de
numeros reais. Por exemplo a propriedade associativa da soma de vetores seque ime-
diatamente da propriedade associativa da soma de numeros reais. Analogamente
C" = {(z1,...,2n): 2 € C} € um espago vetorial complexo, com as operagoes de
soma e produto por escalar definidas componente a componente. Mais geralmente
K" € um espaco vetorial sobre o corpo K.

(2) O conjunto Myyxn(R) das matrizes m x n reais é um espago vetorial real. E esse
o conteido das Proposicoes [2.10 e [2.17. Analogamente, o conjunto das matrizes
M,5n(K) € um espago vetorial sobre o corpo K.

(3) Seja S um conjunto ndo vazio. O conjunto F(S;R) ={f: S — R} das funcgoes de
S para R munido das operagoes

def def
(f+9)(@) = f2) +9(z)  (af)(2) = af(x)
¢ um espaco vetorial real. Analogamente o conjunto das fungoes com valores com-
plexos € um espaco vetorial complexo. Note-se que este exemplo contém os dois
exemplos anteriores. De facto R™ € basicamente o caso em que o conjunto S é
{1,...,n} € Mypxn(R) €, por defini¢ao, o caso em que S = {1,...,m} x{1,...,n}.

Observacao 3.5. E habitual referirmo-nos a um espago vetorial apenas pelo conjunto
subjacente deixando implicitas a estrutura de soma de vetores e multiplicacao por escalares
quando estas sao claras do contexto. Por exemplo, quando falamos do espago vetorial
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M5 (R) referimo-nos a este conjunto com as operagoes habituais de soma e multiplica¢ao
por escalar.

Exemplo 3.6. Sejam v,w € R? dois vetores nao colineares. Pelo significado geométrico
da soma de vetores e produto por escalar, o conjunto das combinacgoes lineares de v e w €
o plano que passa pela origem e contém v e w. Dado um ponto u desse plano, o significado
dos coeficientes «, 5 na combinagao linear u = av + fw € o sequinte (familiar da nogao de
coordenadas cartesianas)

FIGURA 1. Uma combinacao linear de dois vetores em R?

e auv € o ponto de intersecao da reta paralela a w que passa por u, com a reta deter-
minada por v e pela origem (que € o conjunto {\v: X € R}).

e Sw € o ponto de intersecao da reta paralela a v que passas por u, com a reta
{Aw: X € R}

Vejamos mais alguns exemplos e nao-exemplos de espacos vetoriais.

Exemplo 3.7.

(i) O conjunto V' de todos os polinémios reais com as operagdes de soma e produto por
escalar habituais é um espaco vetorial. Note-se que V' estd contido no conjunto das
fungoes reais F(R,R) e que as operagoes de soma e produto por escalar sao a restri¢do
aos polinomios das operagoes definidas para as fungoes. Isso torna a verificacdo da
maioria dos axiomas na Defini¢ao 3. 1| automadticas. De facto, uma vez que se observe
que a soma de polinomios e a multiplicacao de um escalar por um polinomio sao
polindmios, a validade das propriedades (i)-(ii) e (v)-(viii) é imediata e resta apenas
observar que a funcdo nula é um polinomio logo (iii) € satisfeito e que a fungdo
simétrica de um polindmio é um polindmio logo (iv) é também satisfeito.

(ii) Seja V= {(z,y) € R*: x > 0,y > 0} com a soma habitual de vetores em R? e com o
produto por escalar definido por

def
Q- ((L’,y) = <|OZ|I, |Oé|y)
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Com estas operagoes V ndo € um espago vetorial porque os axiomas (iv) e (vii) nao
sao verificados. Por exemplo o vetor (1,0) nao tem simétrico e (0,0) = 0-(1,0) =
(I1+(=1))-(1,0) #1-(1,0) 4+ (—1) - (1,0) = (2,0). Em geral, se a e  tém sinais
contrdrios e v # 0, a igualdade (o + B) -v =« -v+ B -v nao se verifica.

3.8. Subespagos vetoriais.

Definicao 3.9. Seja V' um espaco vetorial sobre K. Um subconjunto W C V' diz-se
um subespaco vetorial de V' se W ¢é fechadﬁ para as operacoes de V e, munido destas
operacoes, € um espaco vetorial.

Exemplo 3.10. O Ezxemplo (i) verifica que o conjunto dos polinomios é um subespaco
vetorial de F(R;R).

Como observamos no Exemplo (i), quando W C V' é um subconjunto de um espago
vetorial fechado para a soma e multiplicagao por escalar, a verificagao de que W é um
espago vetorial pode reduzir-se a verificagao que o elemento neutro da soma e os simétricos
(em V) de elementos de W pertencem a W. A préxima proposi¢do mostra que mesmo
estas verificacoes nao sao na realidade necessarias.

Proposicao 3.11. Seja V' um espacgo vetorial. Se W é um subconjunto nao vazio de V.
fechado para a soma e multiplicacao por escalar, entao W € um subespaco vetorial de V.

Demonstragao. Como ja observamos, a verificacdo dos axiomas (i)-(ii) e (v)-(viii) é ime-
diata. E um exercicio verificar que, para qualquer v € V, o produto por escalar Ov é o
elemento neutro para a soma (ver Exercicio [§f(ii)). Como W é nao vazio e fechado para o
produto por escalar conclui-se que 0 € W e portanto o axioma (iii) é verificado. E também
um exercicio (ver Exercicio [§](v)) verificar que o simétrico de v € V' é o produto por escalar

(—1)v. Uma vez que W é fechado para o produto por escalar conclui-se que o axioma (iv)
é verificado em W. O

Exemplo 3.12. (i) Seja V' o espago vetorial de todos os polinémios reais. O subconjunto
W C V' formado pelos polinomios de grau menor ou igual a 3 é um subespaco vetorial.
De facto, de acordo com a proposicao anterior basta observar que W # (0 (por exemplo
o polinémio 0 esta em W), que a soma de polindmios de grau < 3 tem grau < 3 e
que o produto de um polinomio de grau < 3 por um escalar tem ainda grau < 3.

(ii) O plano W = {(x,y,2) € R®: x +y + 2z = 0} € um subespaco vetorial de R®. De
acordo com a Proposi¢ao acima basta notar que se (r,y,z),(x,y,2") € W ea € R
entao (x+2")+(y+y)+(z+2) = (r+y+2)+ (@' +y+2') =0 e (ax)+ (ay) + (az) =
alr+y+z)=0Ilogo (x+2,y+y,z2+2)eW e (ar,ay,az) e W.

(i1i) Seja A wma matriz m X n. O nucleo de A € o conjunto

a1
NA) ={zeR":A| : | =0}
T,

) é, se dados wi,we € W e a € K, temos wy +wy € W e aw; € W. Por palavras: a soma em V de
vetores em W estd em W, e a multiplicacao em V' de um vetor de W por um escalar permanece em W.
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Este conjunto € um subespago vetorial de R™ (o argumento é exatamente o mesmo
que no exemplo anterior, que corresponde ao niucleo da matriz [1 1 1}) Note-se
que N(A) € exactamente o conjunto das solugoes do sistema linear homogéneo que
tem A como matriz de coeficientes.

Intuitivamente, devemos pensar nos espacos vetoriais como sendo objetos que se com-
portam de forma semelhante ao espaco euclidiano usual - R? - e nos subespacos vetoriais
como sendo subconjuntos com comportamento semelhante ao das retas e planos em R? que
passam pela origem.

3.13. Expansao linear.

Definigao 3.14. Seja V' um espago vetorial e S C V' um subconjunto. A expansao linear
de S em V é o conjunto L(S) das combinagoes lineares de elementos de S, isto é

L(S) ={aqv1 + ...+ v ay,...,a, ERvy,... 0, € S;n € N}

Por convengao L()) = {0}.

Exemplo 3.15. (i) Seja V' o espago vetorial dos polinémios reais. Vamos determinar
sex +22% € L(S) onde S = {1 — z,x + 2> + 23, 2%}. Por definicio, a pergunta é se
existem escalares aq, o, i3 € R tais que

z+22° = oy (1 — 2) + ag(z + 2% + 2°) + az2®

Como dois polinomios sdao iguais precisamente quando tém os mesmos coeficientes, a
tqualdade anterior é equivalente ao sistema

Oéle 061:0
— =1 =1
o1 + 0 o (e%))

a2+a3:0 @3:—1
012:2 012:2

Uma vez que o sistema € impossivel, conclui-se que x+22% & L(S). Neste caso nao se
justificava a utilizacao do método de Gauss para a resolucao do sistema. Mas note-se
que se tiwéssemos escrito o sistema acima da forma habitual, a matriz a qual iriamos
aplicar o método de Gauss seria

1 000
-1 10 |1
0 1110
0 10 2

Os coeficientes dos polinomios em S aparecem nas primeiras trés colunas. A ultima
coluna contém os coeficientes do polinémio x + 2x3.

(ii) Sendo S ={(1,3,2),(0,1,4),(1,4,6)} C R®, vamos determinar equagoes cartesianas
que definam L(S). Os elementos de L(S) sao os vetores (a,b,c) € R3 para os quais é
possivel achar oy, s, ag € R tais que

on(1,3,2) + as(0,1,4) + a5(1,4,6) = (a,b,c)
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Ou seja, sao os vetores (a, b, c) tais que o sequinte sistema € possivel

101 |al, [1LO1] a 10 1 | a
314 | b |5 011 [ b3 |01 1| b-3a
246 | c| 77044 | c—2a 000 | c—4b+10a

Conclui-se que (a,b,c) € L(S) < c¢—4b+10a = 0. Geometricamente, L(S) é um plano
que passa pela origem. Normalmente, esperariamos que trés vetores em R® formassem
um referencial e que qualquer outro vetor se pudesse escrever como combinagao linear
deles mas neste caso (1,3,2)+(0,1,4) = (1,4,6) e portanto podemos escrever qualquer
combinacao linear dos trés vetores de S usando apenas os dois primeiros. A expansdao
linear destes dois vetores € um plano que tem equacao paramétrica

(x,y,2) = a1(1,3,2) + a2(0,1,4),  com ay,a9 € R
€, COMO VIMOS acima, equacao cartesiana
10z —4y + 2 = 0.

Proposicao 3.16. Seja V' um espacgo vetorial e S C V' um subconjunto. Entao L(S) € o
mais pequeno subespaco vetorial de V' que contém S. Mais precisamente:

o L(S) é um subespago vetorial de V e S C L(S).
o Se W CV € um subespago vetorial de V' que contém S, entao L(S) C W.

Dem. Se S é vazio entao as condigoes sao claramente verificadas (recorde-se que L(()) =
{0}). Suponhamos que S é nao vazio. L(S) contém S porque dado v € S temos que 1-v = v
¢ uma combinacao linear de elementos de S e portanto pertence a L(S). Como S ¢é nao
vazio, conclui-se que L(S) # (). Para ver que L(S) é um subespago vetorial precisamos
agora de ver que L(S) é fechado para a soma e para o produto por escalar. Seja A € R um
escalar e ajv; + ... + a,v, um elemento de L(S). Entao

AMagvr + ..o+ @) = Aag)vy + ..+ (Aag)v,

é também uma combinagao linear de elementos de S e portanto pertence a L(.S). Conclui-
se que L(S) é fechado para o produto por escalar. Por outro lado, dados dois elementos
a1vy + ...+ apu, e frwy + ...+ Brwy, em L(S) a sua soma é

a1 + ...+ apv, + frwr + ..+ B,

que é ainda uma combinagao linear de elementos de S. Conclui-se que L(S) também é
fechado para a soma de vetores e portanto é um subespacgo vetorial de V.

Finalmente, seja W um qualquer subespaco vetorial de V' que contém S. Entao dados
Vi, .o, € Sear,. .., a, € R temos que ayv; € W (pois W é fechado para o produto por
escalar) e portanto

o]+ ...+ oy, €W

(porque W é fechado para a soma). Conclui-se que W contém qualquer combinagao linear
de elementos de S, ou seja, que W contém L(S). U
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Devido ao resultado enunciado na Proposigao anterior, chamamos a L(S) o subespago
gerado por S e se W = L(S) dizemos que W € gerado por S e que S é um conjunto de
geradores para W.

Note-se que dado um subespaco vetorial W de V', podemos sempre encontrar um con-
junto S C W tal que W = L(S): de facto, podemos sempre tomar S = W. Esta solucao
nao ¢ na pratica muito util pois normalmente estaremos interessados em encontrar um
conjunto de geradores tao pequeno quanto possivel.

Exemplo 3.17. (i) Vamos achar um conjunto de geradores para o subespago

d

(€ imediato verificar que W é de facto um subespago vetorial de Mayo(R)).
Podemos resolver o sistema dado pelas condicoes que definem W (aqui ndo se
gustifica a aplicagao do método de Gauss)

a+b—2c=0 c:%a—l—%b
=
d—c+a=0 d=—31a+3b

W:{[Z b} :a+b—2020,d—c+a:0}CM2X2(R)

O elemento tipico de W pode portanto escrever-se na forma

[ ¢ b ]—a{} Ol}—l—b[? }] coma,b e R
2

1 1 1 1
§(I+§b —§a+§b ) 5

2 2
1 0 0

=il A
2 2 2

é um conjunto de geradores para W.

3.18. Subespacgos de R" associados a uma matriz. Seja A uma matriz m xn. Chama-
se espago das linhas de A, e denota-se por EL(A) ao subespaco de R" gerado pelas linhas
de A. Por exemplo, para

i a-[290]

logo

N =

temos

EL(A) = L({(2,0,1,4),(0,3,1,2)}) C R*
Quando aplicamos o método de Gauss(-Jordan) a uma matriz, o espaco das linhas nao
muda. De facto suponhamos que

A:A1—>A2%—>Ak

é uma sucessdo de matrizes obtida por aplicacao do método de Gauss(-Jordan) a matriz
A. Uma vez que as linhas de A;,; sdo combinacoes lineares das linhas da matriz A; temos
que

{linhas de A;11} C FL(A;)
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e portanto, pela Proposi¢ao [3.16] temos EL(A;+1) C EL(4;). Mas, as linhas de A; também
sao combinagoes lineares das linhas de A;y 1, logo FL(A;) C FL(A;+1) e conclui-se que
EL(A;) = EL(A;+1). O método de Gauss(-Jordan) déd-nos portanto um método para
determinar um conjunto de geradores particularmente simples para o espaco das linhas
de uma matriz: as linhas nao nulas da matriz em escada de linhas reduzida obtida como
output do algoritmo.

Analogamente definimos o espaco das colunas de uma matriz A de tipo m x n como o
subespago de R™ gerado pelas colunas de A. Por exemplo, para a matriz temos

EC(A) = L({(2,0),(0,3), (1,1), (4,2)}) = R2.

Note-se que nao € verdade que o espago das colunas permaneca inalterado ao longo da
aplicagao do método de Gauss.

Definicao 3.19. Um espaco vetorial V diz-se finitamente gerado se existe um conjunto

finito S C V tal que V = L(S5).

Exemplo 3.20. O espaco vetorial V' formado por todos os polindmios reais nao € finita-
mente gerado. De facto, sendo S = {p1,...,pr} CV um conjunto finito de polindmios, e
n; o grau do polinomio p; podemos tomar

N =max{ny,...,ng}

e claramente xV*! ndo pode ser escrito como combinagdo linear de elementos de S. Isto

mostra que nao existe um conjunto finito de geradores para V.

3.21. Dependéncia linear. Chegamos agora a um conceito fundamental da Algebra Li-
near que generaliza os conceitos de colinearidade e complanaridade para vetores de R3.

Definicao 3.22. Seja V' um espago vetorial. Um conjunto S C V diz-se linearmente
dependente se existem vy, ..., v, € S todos distintos e escalares ay, . .., a, nao todos nulos
tais que

avr + ... +a,v, =0
Caso contrdario, S diz-se linearmente independente. Um conjunto B C V' diz-se uma base
de V' se € linearmente independente e gera V.

Note-se que a negacao da condi¢ao de dependéncia linear é logicamente equivalente a
seguinte condicao, que utilizamos normalmente para testar independéncia linear:

S é linearmente independente se e s se dados vy, ..., v, elementos distintos
de S e escalares aq, ..., q, tais que ayv; + ...+ a,v, = 0 temos necessari-
amente ¢y =---=a,, =0

Exemplo 3.23.

(1) Seja S = {v} um conjunto com um unico elemento. Se v =0 entdo S € linearmente
dependente uma vez que 1-0 € uma combinacdo linear com coeficientes nao nulos de
elementos de S que produz o vetor 0. Se v # 0, entao S € linearmente independente.
De facto, uma combinagao linear de elementos de S com coeficientes nao nulos é da
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forma av com o # 0 e € uma consequéncia dos axiomas de espago vetorial que sendo
a#0ev#0 entdo av # 0 (ver o Ezercicio[§(vi)).

Se S contém o vetor nulo entdo S é linearmente dependente (pois 1-0=0).

Mais geralmente, se S C S' e S € linearmente dependente, o mesmo € verdade para S’
(pois a combinagao linear com coeficientes nao todos nulos que certifica a dependéncia
linear de S, certifica também a dependéncia linear de S'). Equivalentemente, se S’
¢ um conjunto linearmente independente e S C S' entao S € também linearmente
independente.

Seja S = {v,w} um conjunto com dois elementos (distintos). Entdo S € linearmente
dependente se e s6 se v e w sao colineares, isto € se um deles € um maltiplo escalar
do outro. De facto, se existem «aq,as nao ambos nulos tais que

a1V + asw = 0

ou ay # 0 e entdo v = —g—fw, ouay #0 ew = —3—;@. Reciprocamente se, por
exemplo v = aw, v —aw € uma combinacao linear nula de v, w cujos coeficientes nao
sao todos nulos, pelo que {v,w} € linearmente dependente.

Generalizando o exemplo anterior vemos que um conjunto S C V' € linearmente
dependente se e so se um dos elementos de S pode ser expresso como uma combinacdao
linear dos restantes elementos de S. De facto uma das implicagoes € imediata e para
ver a outra, se S € linearmente dependente podemos escolher vy, ..., v, € S e escalares
Qai, ..., nao todos nulos de tal forma que

avy+ ... +a,v, =0

Assumindo, por exemplo, que o; # 0 temos que

Qi—1
Qg

. _ Yt — _ on
Vi—1 o Vit1 . OZZ Un

— €3]
vi——a—ivl—...—

¢ uma combinacao linear de vy, ...,V 1,Vit1,. .., Up.
O subconjunto {(1,2),(0,3),(1,0)} C R? € linearmente dependente uma vez que

(1,2) — (1,0) — 2(0,3) = (0,0)

Como nenhum par de vetores do conjunto € colinear, se retirarmos qualquer dos veto-
res ao conjunto obtemos um conjunto linearmente independente, que claramente gera
R? e constitui portanto uma base para R2.

Sejam e; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) € R". O conjunto

Bean = {e€1,€2,...,e,} € uma base de R™ chamada a base canénica. De facto, dado
(x1,...,2,) € R™ temos

(X1, ..., xp) = x161 + ...+ Tpep
logo L(Ben) = R™ e se aq, ..., q, sao nimeros reais e ceq + ... + ape, = 0 entdo
dado que

arer + ...+ ape, = (aq, ..., ap)

temos ay = -+ = oy, = 0 0 que mostra que By, € linearmente independente.
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(viii) Se A € uma matriz m X n em escada de linhas, entdo as linhas nao nulas constituem
uma base para EL(A). De facto jd vimos acima que as linhas nao nulas geram EL(A)
e se uma combinacao linear das linhas se anular, o sistema para os coeficientes da
combinacao linear que se obtém considerando apenas as componentes correspondentes
as colunas que contém pivots implica imediatamente que os coeficientes da combinag¢ao
linear sao todos nulos. Por exemplo, para

2114
A=10 0 1 2
0000

olhando apenas para a primeira e terceira componente dos vetores na equagao
a1(2,1,1,4) + a»(0,0,1,2) = (0,0,0,0)

vemos que
20&1 =0 [& o1+ o = 0
pelo que oy = ag = 0.

O método de Gauss dd-nos portanto uma maneira prdtica de determinar uma base
para o espago das linhas de uma matriz (e, na prdtica, para qualquer subespago de
um espago vetorial finitamente gerado).

(ix) E um exercicio simples verificar que {1,z,2% ...,2" ...} é uma base para o espago
vetorial dos polinomios reais.

Intuitivamente, uma base para um espaco vetorial é um “referencial”. De facto, se B
é uma base de V', os coeficientes da combinacao linear que exprime um vetor v € V' em
termos dos elementos de B sao inicos: Admitindo que B = {vy,...,v,}, qualquer vetor v
pode ser escrito na forma
v =V + ...+ o,

(porque B gera V') mas se tivermos também
v=/pv1+ ...+ Bau,
entao subtraindo as duas igualdades temos
0= (a1 — B)vr+ ...+ (@ — Bn)un

e, uma vez que, B é um conjunto linearmente independente, isto implica que ay; — 31 =
0,...,a, — B, =0. Os coeficientes dos elementos da base chamam-se as coordenadas de v
na base B. Uma base permite assim identificar os vetores de V' com listas de n escalares
(ou seja com K").

3.24. Bases e dimensao. O primeiro Teorema da Algebra Linear é que todo o espaco
vetorial tem uma base e que todas as bases tém o mesmo nimero de elementos. Esse
nimero chama-se a dimensao de V. Vamos apenas mostrar este Teorema no caso de
espacos finitamente gerados, para os quais a dimensao é um numero finito. O caso geral é
tratado em [FIS| Secgao 1.7].
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Este teorema sera uma consequéncia de certas propriedades da relacao de dependéncia
linear que passamos a explicar. Sugerimos que ao ler os enunciados que se seguem se tenha
em mente o exemplo de R? e a interpretacio geométrica usual da combinacao linear de
vetores no espaco assim como dos subespacos lineares de R? - retas, planos, etc.

Proposigao 3.25. Seja V um espago vetorial e S C V' um conjunto linearmente indepen-
dente. Se v & L(S) entao S U {v} € linearmente independente.

Dem. Temos a mostrar que dados vy,...,v, € S U {v} vetores distintos e ay,...,q, es-
calares tais que ajvy + ... + a,v, = 0 entao todos os «; se anulam. Uma vez que S é
linearmente independente, esta afirmacao é verdadeira quando os vetores v; pertencem to-
dos a S. Resta portanto considerar o caso em que um deles é v e podemos sem perda de
generalidade assumir que v, = v.

Se n = 1, entao dado que 0 € L(S) e portanto v # 0 conclui-se que ayv; = v =0 =
a; = 0 (Exemplo [3.23(i)). Se n > 1 comegamos por notar que «, é necessariamente 0 pois
senao

aq Q1
U:vn:__vl_..._
n an
¢ uma combinacao linear de elementos de S, contrariando a hipétese da Proposicao. Mas
entao

Un—1

avy + ..o+ Ap—_1Up—1 = 0
Como S é linearmente independente e vy, ..., v,_1 sao vetores distintos de S temos entao
041:"'20471,1:0. O

Podemos usar o resultado anterior para construir indutivamente um conjunto linear-
mente independente com a mesma expansao linear que um dado conjunto finito S de
vetores. Mais geralmente temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.26. Seja V' um espacgo vetorial e S C V um subconjunto finito. Se T" C S
¢ linearmente independente, podemos escolher T" C S tal que

e T'"UT' € linearmente independente
o L(TUT') = L(S)

Dem. A demonstragao é por indugao no nimero de elementos de S\ T.. Suponhamos que
S\ T = {v} tem apenas um elemento. Se v € L(T') entao L(S) = L(T) e podemos tomar
T" = 0. Se v ¢ L(T) podemos aplicar a Proposi¢ao [3.25 para concluir TU{v} ¢ linearmente
independente e entdao 7" = {v} satisfaz as condigbes requeridas.

Suponhamos agora que a afirmacao do enunciado é valida sempre que o conjunto de
geradores tem mais n elementos do que o seu subconjunto linearmente independente. Su-
ponhamos que S\T tem n+1 elementos. Se S for linearmente independente, entao podemos
tomar 7" = S\ T. Se S é linearmente dependente podemos escolher vy, ..., v, € S distintos
e escalares nao todos nulos aq, ..., oy tais que

a1U] + oty + ...+ agu, =0

Sem perda de generalidade podemos assumir que todos os escalares «; sdo nao nulos (senao
podemos simplesmente suprimir os termos para os quais a; = 0). Uma vez que T é
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linearmente independente, nem todos os elementos v; podem pertencer a T'. Seja j tal que

v; € S\ T e defina-se ' = S\ {v;}. Entao

1
Vi = —— a;v; € L(S"),
=L e 1(s)
i#]
e portanto L(S) = L(S"). Note-se agora que T' C 5" e S"\ T tem n elementos. Aplicando a
hipétese de indugao ao conjunto de geradores S’ e ao subconjunto linearmente independente

T C S’ obtemos um conjunto linearmente independente 7" C S’ tal que TUT" é linearmente
independente e L(T'UT") = L(S") = L(S). O

Por palavras, a Proposicao anterior diz que dado um conjunto finito de vetores .S, todo
o subconjunto linearmente independente T" C S pode ser completado numa base de L(S)
contida em S. Uma consequéncia imediata da Proposi¢cao anterior é a existéncia de bases
para espacos finitamente gerados:

Corolario 3.27. Se V € um espaco vetorial e S C'V é um conjunto finito, S contém uma
base de L(S). Em particular todo o espago vetorial finitamente gerado tem uma base com
um numero finito de elementos.

Dem. Aplicando a Proposi¢ao com T = () obtemos uma base 7" para L(S) contida
em S. Se V for um espago vetorial finitamente gerado, podemos escolher um subconjunto
finito S C V tal que L(S) =V, e portanto V' tem uma base finita. O

Vejamos agora que todas as bases de um espago vetorial finitamente gerado tém o mesmo
numero de elementos. A chave da demonstracao é o seguinte resultado. Recomendamos
que leia o enunciado seguinte com um exemplo simples em mente: V =R?ouR3en =1
oun = 2.

Lema 3.28 (Lema da substitui¢do). Seja V' um espago vetorial e S um subconjunto de
V' com m elementos. Seja T um subconjunto linearmente independente de L(S) com n
elementos. Entio n < m e existe um subconjunto T' C S com m — n elementos tal que

L(TUT) = L(S).

Dem. A demonstragao é por indugao no nimero de elementos de 7. Quando n = 0 nao hé
nada a provar, pois 0 < m e podemos tomar 17" = S.
Suponhamos que o resultado é valido quando o subconjunto linearmente independente

tem n elementos. Seja S um conjunto com m elementos e seja T = {vy,..., U1} C L(S5)
um conjunto linearmente independente com n + 1 elementos. Uma vez que {vy,...,v,} é
linearmente independente, por hipétese de inducao temos que n < m. Se n fosse igual a
m, a hipétese de indugdo garantiria que L({v1,...,v,}) = L(S) (pois o conjunto 7" teria
0 elementos) mas entao v,y pertenceria a L({vy,...,v,}) contradizendo a hipétese de T
ser linearmente independente. Conclui-se que n + 1 < m.

Por hipétese de inducao, existem uq, ..., u,,_, vetores de S tais que

L{v1, ., Uny U1y oy Upn }) = L(S)
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Como v, 41 € L(S) existem escalares ay,...,a, € fB1,..., Bn_n tais que
Upt1 = 0V + ... + QU + Blul +...+ ﬁm—num—n

Mas T é linearmente independente, logo algum dos coeficientes 3; tem de ser nao nulo.
Entao

1 1 [ .
u; = E’UnJrl "B (Z ;v + ZﬁjuJ') € L(T'U{u;: j #i})
’ t\i=1 J#i
Segue-se que L(S) = L(T' U {u;: j # i}). Portanto podemos tomar 7" = {u;: j # i}, o
que conclui a demonstragao. U

Corolario 3.29. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Entao

(i) Todo o subconjunto linearmente independente T C V ¢ finito.
(i1) Todo o subconjunto linearmente independente T C V' estd contido numa base de V.

Dem. Seja S um conjunto finito de geradores para V.

(i) Uma vez que um subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente
independente, se existisse um conjunto linearmente independente infinito haveria con-
juntos linearmente independentes finitos com um numero arbitrario de elementos.
Mas sendo n o nimero de elementos de S, pelo Lema [3.28| um conjunto linearmente
independente contido em L(S) =V tem no maximo n elementos.

(ii) Por (i) sabemos que T' é finito, logo S’ = S UT ¢é um conjunto finito de geradores
para V. Aplicando a Proposicao [3.26| ao conjunto finito de geradores S’ e ao seu
subconjunto linearmente independente 7', obtemos um subconjunto 7" C S’ tal que
T UT' é uma base de V.

O

Teorema 3.30. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Entdo todas as bases de
V' sao conjuntos finitos com o mesmo nimero de elementos.

Dem. Seja S C V um conjunto finito com L(S) = V. Pelo Corolério [3.27, S contém uma
base B para V. Seja n o numero de elementos de B. Uma vez que L(B) =V, o Lema
3.28| garante que qualquer subconjunto linearmente independente de V' tem no maximo n
elementos. Seja B’ outra base para V. Uma vez que B’ é linearmente independente, B’
tem no maximo n elementos. Mas L(B’) =V, e B C V é linearmente independente pelo
que uma nova aplicagdo do Lema mostra que n = B < §B’. Conclui-se que B e B’
tém o mesmo numero de elementos. Il

Definicao 3.31. O numero de elementos de qualquer base de um espacgo finitamente gerado
chama-se a dimensao de V' e denota-se por dimV ou dimg (V') para enfatizar o corpo dos
escalares. Se um espago vetorial V' nao tem uma base finita, diz-se que tem dimensao
infinita.

Note-se que um espago vetorial tem dimensao infinita se e s6 se nao é finitamente ge-
rado, ou, equivalentemente, é de dimensao finita se e s6 se é finitamente gerado. Esta
consequencia imediata do Corolério fica como exercicio.
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Exemplo 3.32. Tendo em conta o Exemplo[3.25(vii), (viii) e (iz) temos

(i) dimR™ = n.

(i) Se A € uma matriz, entao dim EL(A) € igual a caracteristica da matriz A.
(111) O espago dos polindmios tem dimensdo infinita.

Intuitivamente, a dimensao de um conjunto é o nimero de parametros reais (ou coorde-
nadas) que necessitamos para descrever os pontos do conjunto. Por exemplo a superficie
da Terra tem dimensao 2 pois um ponto a superficie da terra é descrito por dois ntimeros
reais - a latitude e a longitude. Estas questoes serao discutidas mais tarde na disciplina de
Célculo 2. O Teorema [3.30|encoraja esta nossa intuicao ao afirmar que numa gama restrita
de exemplos - aqueles em que o conjunto em questao tem a estrutura de um espaco veto-
rial finitamente gerado - nao ha qualquer ambiguidade quanto ao nimero de parametros
necessarios para descrever o conjunto.

Exemplo 3.33. A dimensao do espago Moy 4(R) € 8. De facto € imediato verificar que as
oito matrizes

0 0

0 1

1 000 01 00 0
E11:|:0 00 O:|7E12:|:0 0 0 0:|7"’7E24:|:0
constituem uma base. Mais geralmente dim M,,»,,(R) = mn. Uma base € dada pelas

matrizes { Eij 1<i<mi<j<n onde E;; designa a matriz que tem 1 como entrada ij e todas as
restantes entradas iguais a 0.

o O

Conhecer a dimensao de um espaco vetorial da-nos muita informacao sobre esse espaco
que, como veremos em seguida, pode ser muito util para a realizacao de calculos no espaco
em questao.

Corolario 3.34. Seja V um espaco vetorial de dimensao n.

(1) Qualquer conjunto linearmente independente com n vetores é uma base de V.
(11) Qualquer conjunto de geradores de V' tem pelo menos n elementos.
(111) Qualquer conjunto linearmente independente tem no mdzimo n elementos. Equiva-
lentemente, todo o conjunto com mais de n elementos é linearmente dependente.

Dem. (i) Seja T um conjunto linearmente independente com n elementos. Pelo Corolario
[3-29((ii) existe uma base B contendo 7. Como todas as bases tém n elementos, B =T
portanto 1" é uma base.

(ii) Seja S um conjunto de geradores. Se S ¢ infinito nao hé nada a provar. Se S ¢ finito,
pelo Corolério 3.27 S contém uma base e tem portanto pelo menos n elementos.

(iii) Pelo Coroldrio [3.29[(ii) todo o conjunto linearmente independente esté contido numa
base e portanto tem no maximo n elementos.

g

Observagao 3.35. Com excep¢ao do Corolario |3.3/|(i), todos os resultados demonstra-
dos acima que assumem que o espaco vetorial € finitamente gerado admitem versoes para
espacos vetoriais arbitrarios. Por exemplo em qualquer espaco vetorial € verdade que duas
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bases tém o mesmo numero de elementos, no sentido em que € possivel definir uma cor-
respondéncia bijetiva entre os elementos de uma base e da outra. A demonstracao destas
versoes mais gerais requer alguns conhecimentos de Teoria dos Conjuntos pelo que ndo
discutiremos estes resultados.

Vejamos como as propriedades dos conjuntos linearmente independentes e bases demons-
trados acima podem auxiliar no célculo de bases e na determinacao se um conjunto é ou
nao linearmente dependente.

Exemplo 3.36. Vamos verificar que o conjunto B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,0,3)} € uma
base para R? e determinar as componentes de (1,2,1) nesta base.

Uma vez que dimR3 = 3, de acordo com o Coroldrio (z) para ver que B é uma base
basta-nos verificar que B é um subconjunto linearmente independente de R®. Podemos
fazer isto (pelo menos) de duas formas:

e Usando a definicao: B € linearmente independente se e so se
a(1,0,1) + (1,1,0) +~(0,0,3) = (0,0,0) = a=8=7=0

A equacao a esquerda da implicagcao € um sistema linear homogéneo cujas incégnitas
sao os coeficientes «, 3,7y. Resolvendo o sistema vemos se o conjunto € ou nao
linearmente independente:

a+ =0 a=0
=0 S<6=0
a+3y=0 v=0

o que mostra que B € linearmente independente. Neste caso ndao se justificava
utilizar o método de Gauss para resolver o sistema, mas vale a pena notar (para
quando as contas sejam mais complicadas) que o sistema em questao tem como
coeficientes a matriz cujas colunas sao os elementos do conjunto B. No exemplo
acima:

_ o
O = o=
w o o

o Alternativamente podemos usar a observacao feita no Exemplo (vm) acima. Se
escrevermos os elementos de B nas linhas de uma matriz e aplicarmos o método de
Gauss a matriz obteremos, no final, uma base para L(B) e, em particular, calculare-
mos a dimensao da expansao linear de B. B serd linearmente independente se e so
se dim L(B) for igual ao nimero de elementos de B. De facto, se dim L(B) < #B
entdo pela Coroldrio (i1i) B serd linearmente dependente. Por outro lado, se
dim L(B) = #B, B nao pode ser linearmente dependente porque, se assim fosse,
o Coroldrid3.27 (i) garantiria a existéncia de uma base para L(B) com menos ele-
mentos que B o que contradiria o Teorema[3.30,
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Finalmente, a determinacao das componentes de um vetor numa dada base consiste na
solugao de um sistema linear:

a(1,0,1) + B(1,1,0) + 7(0,0,3) = (1,2, 1)

que podemos escrever na forma de uma matriz aumentada

110 |1 1 1 0|1 110 |1

010 2[™%lo 1 02" 010]2

103 |1 0 -1 3]0 003 | 2
donde obtemos os coeficientes « = —1, = 2,7 = %

Exemplo 3.37. Consideremos o conjunto S = {{ (1) ? } , [ _11 (2) } , { (1) § ]} C My (R).

Vamos determinar uma base para o subespago L(S) C Mays(R) e completd-la de forma a
obter uma base para Mayo(R).

A observacao basica para realizar estes cdlculos € que estas matrizes se identificam na-
turalmente com vetores de R* através da correspondéncia

a b
] e @bea
De facto tanto a soma como o produto por escalar sao, em ambos os casos, efetuados coor-
denada a coordenada. Para determinar uma base para L(S) podemos portanto (conforme
o Exemplo[3.25(viit)) aplicar o método de Gauss a uma matriz cujas linhas sio os vetores
de R* correspondentes aos elementos de S:

1 20 1 1201 1201
101 2|2 ]p213|2%021 3
0 2 1 3 021 3 0000

Conclui-se que uma base para L(S) €

o 03]

(e portanto L(S) tem dimensdo 2). Para completar este conjunto de forma a obter uma
base de Msya(R) precisamos de juntar dois vetores ao conjunto acima de forma a que o
conjunto resultante seja ainda linearmente independente. Isto porque dim Msyo(R) =4 e
portanto, pelo Corolcim'o qualquer subconjunto linearmente independente de Mayyo(R)
com quatro elementos constitui uma base para M2><2<R).

Podemos novamente apoiar-nos na correspondéncia entre Moyo(R) e R* e no facto de
as linhas de uma matriz em escada de linhas serem linearmente independentes. Uma vez
que

oo o
OO NN
O = = O
— O W =
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esta em escada de linhas, o conjunto

1 2 0 2 0 0 0 0
O 11’1 3’10’01
¢ uma base de Msy>(R) contendo a base achada para L(S).

3.38. Decomposigoes em soma direta. Como iremos ver mais tarde, é frequentemente
util ”decompor”espacos vetoriais em subespacos mais pequenos. Trata-se de um procedi-
mento que abstrai a familiar possibilidade de decompor um vetor no plano ou no espaco
como a soma das suas componentes ao longo de eixos de um referencial dado (ver Figura

1.

Definicao 3.39. Seja V' um espacgo vetorial e U, W subespacos de V. Diz-se que V € a
soma direta de U com W, e escreve-se V.=U @& W se

(1) Todo o elemento v € V' se pode escrever como uma soma v = u+w comu € U e
weW.
(i1) A decomposi¢ao do ponto anterior é unica, isto € se v = u+w e v = u +w com
u,u €U ew,w' € W entdo u=u" ew =w'.
Se U, W werificam apenas a propriedade (i) diz-se que V' é a soma de U com W e escreve-se

V=U+W.

Na Figura [l| o plano V = L({v,w}) é a soma direta dos seus subespagos de dimensao
1 dados por U = L({v}) e W = L({w}). A seguinte proposi¢do dé critérios 1teis para
verificar que temos uma decomposicao em soma direta.

Proposicao 3.40. Seja V' um espaco vetorial e U/ W subespacos de V. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:
(1)) V=UqW.
(i)) V=U+W eUNnW = {0}.
Se V' € finitamente gemdﬂ entdo as afirmacoes anteriores sao ainda equivalentes a
(11i) Eziste uma base {vq,...,v,} paraV e k < n tais que {vy,...,vx} € uma base para
U e{vks1,...,0,} € uma base para W.

Dem: (i) = (it): Suponhamos que V = U & W. Entao, em particular, V = U + W. Dado
v € UNW temos duas decomposigoes de v como soma de um vetor de U e de um vetor de
W, nomeadamente v = v+ 0 e v = 0+ v. Uma vez que a decomposicao é unica conclui-se
que v = 0 e portanto U N W = {0}.

(i1) = (i): Temos a mostrar que se V. =U+W e UNW = {0} entdo a decomposi¢ao
de um vetor v € V' como a soma de um vetor em U e outro em W é tnica. Suponhamos
que v € V' se pode decompor como

v=ut+w e v=u+u comu,u’ € U, w,w' € W

15para V arbitrario pode mostrar-se que V é a soma direta de U e W se e s6 se existe uma base B para
V' e uma decomposicao de B como a uniao de dois subconjuntos B; e By tais que By é uma base para U
e By é uma base para V.



54 ALGEBRA LINEAR

Entao temos

utw=u+vw=>u—u =0 —w
O vetor do lado esquerdo do sinal de igual estd em U (porque a diferenga de vetores em
U estd em U) e o do lado direito em W. Como sdo iguais, trata-se de um vetor em
UNW = {0}. Portanto u — v = 0 = w' — w, ou seja, u = v e w = w' pelo que a
decomposi¢ao de v é tnica.

Suponhamos agora que V é finitamente gerado e vejamos primeiro que (i) = (4i7):
Comecamos por notar que se um espaco vetorial Z nao ¢ finitamente gerado entao aplicagoes
sucessivas da Proposicao [3.25| comecando com S = () mostram que Z contém conjuntos
linearmente independentes de tamanho arbitrario. Pelo Corolario m(iii) isto implica que
um subespagco de um espago de dimensao finita é necessariamente finitamente gerado. Logo
U, W tém dimensao finita.

Sejam {uq,...,ur} e {wy,...,w;} bases de U e W. E suficiente verificar que B =
{uy, ..., up,wy,...,w} é uma base para V.

Como B contém uma base de U temos U C L(B) e analogamente W C L(B). Uma vez
que L(B) é fechado para a soma conclui-se que V = U + W C L(B) logo B gera V. Resta
ver que B é linearmente independente. Sejam aq, ..., ag, 81, ..., 5 escalares tais que

a1y + ..o+ agpu + frwy + ..+ Frwg =0
Entao

a1y + ...+ apup = —frwg — ... — By
O vetor do lado esquerdo do sinal de igual pertence a U e o do lado direito a W. Sendo
iguais, pertencem a UNW = {0}. Uma vez que {uq, ..., ur} e {wy,...,w;} sao linearmente

independentes segue-se que os o;’s e os 3;’s sao 0 e portanto B ¢ linearmente independente.
Resta ver que (iii) = (i7). Dado v € V podemos escrevé-lo de forma tnica como

v=0101 + .. F U, = (v o agpvg) + (Qpr Uk - @py)

logo v é a soma de um vetor em U com um vetor em W, e portanto V = U 4+ W. Dado
ve UNW, tem que existir escalares oy, ..., a tais que v = ayvy + ... + axv, e escalares
B1y- -, Bn_k tais que v = B1vgsq + - .. + Bn_rv,. Mas entao

Qv+ .. A o — BV — - — Bpok¥n =0

e sendo B linearmente independente isto sé pode acontecer se todos os «;’s e 3;’s forem 0.
Conclui-se que v = 0 e portanto U N W = {0} conforme pretendido. U

Exemplo 3.41. Seja V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fun¢oes reais de varidvel
real. Se U = {f € V: f(z) = f(—x)} € o subespago vetorial das fungoes pares e W =
{feV: f(x)=—f(—x)} o subespago vetorial formado pelas fungdes impares temos

V=UaW

De facto a expressao

f(z) = f(z) +2f(—x) L f@) —2f(—ﬂf)
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mostra que qualquer funcao f € V se pode escrever como a soma de uma func¢dao par e
de uma funcgao impar e, dado que a Unica funcdo que € simultaneamente par e impar € a
fungao identicamente nula, temos U NW = {0}.

Podemos mais geralmente dizer que V' é a soma direta dos seus subespagos Uy, ..., Uy se
todo o vetor v € V se puder escrever de forma tnica como uma soma de vetores u; € U;.
Fica como exercicio enunciar e demonstrar a generalizagao natural da Proposicao [3.40] a
estas decomposicoes em mais fatores.

3.42. Mudancas de coordenadas.

Definicao 3.43. Uma base ordenada B de um espago vetorial de dimensao finita V é
uma sequéncia finita B = (vy,...,v,) de vetores distintos v; € V tais que o conjunto
{v1,...,v,} € linearmente independente e gera V

Como o nome indica, a diferenca entre base e base ordenada é que numa base ordenada
escolhemos explicitamente uma ordem para os vetores da base. H4 um primeiro vetor da
base, um segundo, etc... Na realidade, até agora, ao fazer calculos ja escolhemos implici-
tamente uma ordem para os vetores das bases envolvidas de forma a poder identificar o
espaco vetorial em questao com R™.

Uma base ordenada B = (vy,...,v,) determina uma bije¢ao natural

V +— R"”

que faz corresponder a um vetor v € V' os seus coeficientes na base B, na ordem indicada,
(cf. discussao apds o Exemplo [3.23)

v=aqU; + .. apU, > (a, ., Qp)

O escalar «; diz-se a i-ésima coordenada de v na base ordenada B. Convém ter uma
notacao para as coordenadas de um vetor v € V numa dada base ordenada.

Defini¢ao 3.44. Seja B = (vy,...,v,) uma base ordenada para o espago vetorial V e
v =aqv; + ...+ a,v, um vetor de V. Escrevemos
631
[v]p =
an

para o vetor das coordenadas de v na base B.

Exemplo 3.45.
(1) A base ordenada candnica de R™ € Beg,, = (€1,...,€,), ondee; = (0,...,0,1,0,...,0)
(com o 1 na posi¢ao i). Uma vez que

(T1,..., ) =x161 + ... + Tpey

as coordenadas de (x1,...,x,) na base canonica sao (xy,...,Ty,).
(i) Para 0 < o < %, seja B = ((cosa,sen ), (—sen o, cos ) a base ordenada de R* que
se obtém rodando os vetores da base candnica um angulo o mo sentido anti-hordrio.

Vamos achar as coordenadas do vetor (1,0) na base B.
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b

Podemos fazé-lo usando a interpreta¢ao geométrica das coordenadas (conforme
o Exemplo @ e trigonometria elementar obtendo (cosa, —sena) ou, alternativa-
mente, resolvendo o sistema
cpcosa —cgsena =1
(1,0) = c1(cos a, sen ) + co(—sen o, cos a) <

cpsena + cpcosa =0
A combinacao linear cosaly + senals das duas equacgoes do sistema produz ¢, =
cos a, e substituindo na sequnda equacao temos

cosasena + cycosa =0 cg = —sen«

(uma vez que cosa > 0). Em geral, podemos ver geometricamente qual € a rela¢ao
entre as coordenadas (a,b) de um vetor na base candnica e as suas coordenadas na
base B. As coordenadas na base B obtém-se de (a,b) rodando este vetor um dngulo
a no sentido horario.

Vimos no exemplo anterior que as coordenadas na nova base B podiam ser obtidas a

partir das coordenadas noutra base (a base canénica) através de uma certa transformacao.

E natural perguntar em geral qual é a relagao entre as coordenadas de um vetor v € V em
duas bases ordenadas By = (vq,...,v,) e By = (wy,...,w,) de V dadas.

Seja

V=V + ...+ oy,

Para achar as coordenadas de v na base By podemos escrever os vetores v; na base Bs:

V1 = a1wi + anqwe + ...+ apwy,
Vg = Q12W71 + QA209W2 4+ ...+ Ap2Wy,
VUp = Q1pW1 + AW + ... + GppW,

Substituindo na férmula para v obtemos

v o= ai(aniwr + anws + ...+ Guwy,) + aa(awr + anws + ...+ agow,) +
oot ap(awy 4 agpwy + L+ appwy)
= (allal + 1209 + ...+ alnan)wl =+ (a21a1 + 2909 + ...+ agnan)wg +

cooF (apion + anoas + . F appag)wy,



ALGEBRA LINEAR 57

Escrevendo (fy, ..., 8,) para as coordenadas do vetor v na base B, temos portanto
B apn a2 ... Qip an
B Q21 Q22 ... Q2p Q2
Bn Qp1 QAp2 ... Gpp 7%

onde na coluna j da matriz [a;;] aparecem as coordenadas do vetor v; na base By. Usando
a notagao da Defini¢ao a igualdade anterior escreve-se

11 Az ... Qin
91 Q@29 ... QAgpn
Ap1 QAp2 ... Gpp

Proposicao 3.46. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n e By e By bases ordenadas
para V. Eziste uma tunica matriz n X n, denotada por Sp,p,, tal que para todo o vetor
v €V, as coordenadas de v na base By e as coordenadas de v na base By estao relacionadas
por

[U]BQ - SBl—>B2 [U]Bl
A esta matriz chama-se a matriz de mudanca de coordenadas da base By para a base Bs.

Dem. Ja observamos acima que € possivel relacionar as coordenadas através de uma matriz.
Para ver que a matriz é tnica note-se que se existir uma tal matriz S entao a j-ésima
coluna da matriz terd necessariamente de consistir nas coordenadas do j-ésimo vetor da
base B; na base By. De facto, as coordenadas desse vetor (chamemos-lhe v;) na base By

sao (0,...,0,1,0,...,0) com o 1 na j-ésima posi¢do, e ao multiplicarmos a matriz S por
este vetor de coordenadas obtemos a j-ésima coluna de S que tem entao que conter as
coordenadas de v; na base Bs. O

Exemplo 3.47. A matriz de mudanca de base da base canénica By, de R? para a base B

do Fxemplo ¢ dada por

—Sseno« Cos

COS (x Sen &
SBCMAB -

De facto, a primeira coluna contém as componentes do primeiro vetor da base canonica na
base B como vimos no Exemplo e da mesma forma podemos verificar que a sequnda
coluna contém as coordenadas do vetor (0,1) na base B. Note-se que o efeito que tem
a multiplicacao desta matriz por um vetor coluna é a rotacao do vetor um angulo o no
sentido hordrio conforme tinhamos previsto geometricamente.

Proposigao 3.48. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita e By, By, B3 bases orde-
nadas para V. Temos as sequintes relagoes entre as matrizes de mudanga de coordenadas:

(Z) SBlﬁBg = SBQ*)Bg,SBl*)BQ
(“) SBz—>Bl = (SB1—>B2>_1
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Dem. (i) Por definigdo das matrizes de mudanga de coordenadas temos para todoov € V
[v]lB, = Spi=B,[UlBs  [v]Bs = SByss[V]B,
Substituindo a primeira equacao na segunda obtemos
[v]Bs = SByBs (SBiB.[V]B)) = (SBy~8:5B1-8,) [V] By

Uma vez que a equacao anterior é valida para qualquer vetor v € V' e a matriz de
mudanca de coordenadas é tinica conclui-se que

SBlﬁBg = SBQ*}BSSBl*)B2

(ii) Claramente, para qualquer base ordenada B com n elementos, temos que a matriz
de mudanca de coordenadas da base B para ela prépria é a matriz identidade I,,.
Aplicando o ponto (i) com B3 = Bj obtemos

]n - SBQ—)BlsBl—>32

e da mesma forma, trocando By com By

[n - SBl—>BQ£’B2—>Bl

o que mostra que Sp,,p, € Sp,—,p, sa0 matrizes inversas.

g

Exemplo 3.49. Vamos determinar a matriz de mudanga de coordenadas Sp,,,—p da base
candnica de R3 para a base B = ((1,0,1),(1,0,—1),(1,1,1)). E fdcil escrever a matriz
SB-sBe,, (S0 temos que escrever os vetores da base B por ordem nas colunas da matriz):

1 1 1

SB%Bcan — 0 0 ].

1 -1 1

Pela Proposigao temos

1 1 1
S —s;t, =11 0
Bean—B — B—Bean ~ 2 2
0 1 O

Por exemplo, as coordenadas do vetor (1,2,3) na base B sao (0,—1,2).

Observacao 3.50. Note-se que o ponto (ii) da Proposicao anterior diz, em particular,
que uma matriz de mudanca de base € sempre invertivel. Reciprocamente, no Exercicio
irao verificar que qualquer matriz invertivel é uma matriz de mudanga de base (a partir de
qualquer base dada).
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3.51. Exercicios.

1. Para cada um dos conjuntos V' abaixo com as operagoes indicadas, mostre que se trata
de um espaco vetorial ou indique justificadamente quais os axiomas de espaco vetorial
(real ou complexo conforme o caso) que nao sao satisfeitos. Neste exercicio vamos
excepcionalmente usar o simbolo @ para a soma de vetores e ® para o produto por
escalar numa tentativa de evitar confusao com as operagoes habituais.

(i) V = R? com a operagao de soma definida por (z,y) & (2/,v) dof (x — 22,y — 3Y)
e a multiplicacao por escalar usual.
(ii) V = C" com a operacao de soma usual e a operagao de multiplicagdo por escalar

(complexo) definida por a@ ® (z1, ..., z,) &f (@z1,...,(z,).
(iii) V = R™ com a soma usual e a multiplicagao por escalar definida por a®(xy, . .., x,) def
0,...,0).

(iv) V=Rt = {z € R: > 0} com a soma definida por = @ y o 2y e a multiplicacao

por escalar real definida por a ® x &ef e,

2. Seja F(S,R) o espaco vetorial das fung¢oes do conjunto S para R com a soma e produto
por escalar usuais e M,,x,(R) o espago vetorial das matrizes m xn com a soma e produto
por escalar usuais. Para cada subconjunto W C V indique justificadamente se W é um
subespaco vetorial de V'

(i) V = F(R,R), e W o subconjunto das fungoes continuas.

(ii)) V = F(R,R) e W o subconjunto das fungoes duas vezes diferencidveis tais que
J(0) =L e f(0) =0

(iii) V o espago vetorial dos polinémios reais e W o conjunto dos polinémios de grau
exatamente 3 juntamente com o polinémio nulo.

(iv) V o espaco vetorial dos polinémios reais e W o conjunto dos polindmios reais tais
que p"(1) = p(3).

(V) V = Mpun(R)) e W = {A € Myun(R): AT = A} o subconjunto das matrizes
simétricas.

(vi) W ={A € My,xn(R): a;; > 0 para todo o 7,5}

3. Para cada espacgo vetorial V' e conjunto S indicados, determine se o elemento v € V'
pertence a L(.S) e nesse caso ache os coeficientes de uma combinagao linear que exprima
v em termos de S.

(a) V=R v=(1,2,1), S ={(1,0,1),(2,1,3),(— 1,-2)}
(

S LN F 1H?§H%H}

(c) V=FR,R), v=e" S={rsenz, 2% cosz}
(d) V o espago vectorial dos pohnomlos reais, v =1+xz —212e S ={1 —z + 2% 2% —
1, x+ 2,22+ x}.
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4. Determine um conjunto finito S de vetores tal que L(.S) seja igual ao nicleo da matriz

A dada.

110 2
(a)A:{_ll ! H MA=|-10 1 1
11 -2 0

5. Determine uma matriz A cujo nicleo seja
(i) L({<17 0, 2)7 (_17 L, O)})
(il) L({(1,1,1,1),(=1,1,0,1)})
6. Determine (sistemas de) equagoes homogéneas que descrevam os conjuntos L(S) C V
para o conjunto S e o espago vetorial V' indicados.
(i) S ={(1,0,2,1),(~1,3,2,0)} com V = R*,
(i) S={1—x+ 2% 2+ 2%} com V o espago vetorial dos polinémios de grau < 4.

(iii)S:{{_ll ! ”{_21 Y é]}comV:ngg(R).

7. Seja V = F(R,R) o espago vetorial das fungoes reais. Mostre que se a, 3,7 € R sao tais
que
e’ +662x _}_,ye?m
é a fungao nula entdo o = = = 0.
8. Seja V um espaco vetorial. Mostre a partir dos axiomas de espago vetorial:
(i) Se u+v =1u+ w entao v = w.
(ii) Para todo o v € V' tem-se Ov = 0.
(iii) Para todo o o € R tem-se a0 = 0 (onde 0 designa o vetor nulo).
(iv) O simétrico de um vetor é tnico.

v) Para todo o v € V tem-se (—1)v = —v.

(vi) Se av =0 entao a = 0 ou v = 0.

(vii) Se v # 0 e av = fv entao a = 3.

(O exercicio seguinte é para alunos mais interessados em aprofundar os conhecimentos
matemaéticos - nao faz parte do programa.)

9. Recorde que para um primo p, F, ={0,1, ..., p—1 } denota o Corpom com p elementos
cujas operacoes sao dadas pela soma e multiplicacao nos inteiros seguidas do calculo do
resto da divisao por p. Quantos subespacos vetoriais distintos tem F}%?

10. Seja V' um espaco vetorial. Mostre que se Wy, W, C V sao subespagos vetoriais entao
Wi NW, também é um subespago vetorial de V. Mais geralmente mostre que se {W,} é
uma familia de subespagos vetoriais de V' entao a sua intersecao N,W, é um subespaco
vetorial de V.

11. Sejam Vi e V, espagos vetoriais sobre R (ou C). Mostre que o produto cartesiano
Vi x V5 com a soma e produto por escalar definidos componente a componente é um

16Ver a defini¢do de corpo na Observacio
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espago vetorial. Este espaco chama-se a soma direta de V; e V5 e denota-se por Vi @ V5.
Seja V um espaco vetorial sobre R e W um subespago vetorial. Este exercicio define o
espago vetorial quociente V/W. Dados v € V' escrevemos

v+W={v+wweW}cCcV
Intuitivamente, v + W é o plano paralelo a W que passa por v. Seja
VIW ={v+W:veV}

Note que V/W é um conjunto cujos elementos sao subconjuntos de V.
(a) Mostre que v+ W =v' + W seesése v —v' € W.
(b) Mostre que as operagoes

RxV/W = V/W VW xV/W = V/W
dadas por
(a,v+ W)= (av) + W, (v + Wy + W)= (v +v2) + W

estao bem definidas. Por exemplo, para a primeira operagao, isto significa verificar
que se v + W =o' + W entao para todo o escalar o temos (av) + W = (av’) + W.

(c) Mostre que o conjunto V/W com as operacoes definidas na alinea anterior é um
espago vetorial sobre R (ou C).

(d) Tomando V =R3 e W = {(z,y,2) € V:x =y = 2z} determine se z = (1,—1,1) +
W pertence a expansdo linear de S = {(0,1,2) + W,(1,2,—1) + W} e em caso
afirmativo determine os coeficientes de uma expressao de x como combinagao linear
dos elementos de S.

Verifique se os seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes. Se forem

linearmente dependentes, indique uma combinagao linear nao nula de vetores distintos

do conjunto que se anula.

(a) {(1,0,-2,1),(2,2,1,0),(0,1,2,1),(0,—1,-3,3)} em R*

(b) {1+t +t* —t+t32+t} no espaco vetorial dos polinémios reais.

(c) {(1,4,0), (4, —1,1+1),(0,0,2i)} em C°.

(d)

d 1102]{1203}{1102

-1 -1 1 o”emMM(R)'

-1 1 =20 -1 010

Resolucao.

Determine as coordenadas dos vetores na base indicada
(a) 1 —t*> na base {1,1+1¢,1+t + t*} para o espago dos polindmios reais de grau < 2.
(b) (1,4,3,2) na base {(1,0,0,1),(1,0,—1,0), (1,1,0,1), (1,0,0, —1)} para R*

B A (R A R e

Resolucao.

Determine bases para os nticleos, espacgos das linhas e espaco das colunas das seguintes
matrizes:
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
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1 1 0 1 1 0 2
@ -12 1| l—11 L0 (2)] © ] -1 -1 1 0
1 0 -1 0O 0 2 4

Determine uma base para os subespagcos vetoriais U e complete-as de forma a obter uma
base do espago vetorial indicado.
(a) U = {p(t): p'(1) = 0} no espago vetorial dos polinémios de grau < 2.

oo ([T

Sendo V' e W os subespacos vetoriais indicados. Determine uma base para U N V.

(a) U={(z,y,2) eR*:z+y+2=0} eV =1L({(1,3,4),(0,1,1)}) em R3.

b) U={(z,y,2,w) ER: 2 +2—w=0}eV ={(z,y,2z,w) e R*: s —y+22—w =0}
em R?%,

(¢) U=L({(-1,3,1,0),(0,3,3,1)} e V = L({(0,1,1,0),(1,1,3,1)}.

(d) U = {p(t): p(0) = 0,p'(1) =0} e V = L({1 +t,t%,t + t*}) no espago vetorial dos
polinémios de grau < 4.

Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Mostre que se W é um subespaco vetorial

de VeW #V entao dimW < dim V.
(a) Seja A uma mat8riz m x n. Mostre que dim FL(A) + dim N(A) = n.

(b) Sendo A = [ cll Z ? g } determine a,b, ¢, d, e, f tais que (2,0,3,—1) € EL(A) e
dim N(A) = 3.

Seja V' um espaco vetorial complexo. Mostre que V' é naturalmente um espaco vetorial

real e que dimg V' = 2dim¢ V.

Seja W um espago vetorial e U,V C W subespacos vetoriais.

(a) A soma dos subespagos U,V é U +V ={u+v:u € Uwv eV} Mostre que U+ V
é um subespaco vetorial de W'.

(b) Considere a operagao da alinea anterior no conjunto dos subespagos vetoriais de .
Esta operacgao é comutativa? associativa? tem elemento neutro? tem inversos?

(¢) Mostre que se W é finitamente gerado entao dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —
dim(UNV).

(d) Recorde que se W =U +V e UNV = {0} se diz que W ¢é a soma direta de U e V/
e escrevemos W = U & V. Sendo

W=Mu,(R) U={AecW:A=A4"} V={AecW:A+A" =0}

mostre que W = U &V e dé uma férmula para a componente de A € W segundo
UeV.

(e) Mostre que se W é finitamente gerado, para todo o subespaco U C W existe um
subespaco V C W tal que U 'V = W.

Resolucao.
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(Interpolagao de Lagrange) Sejam tg,ty,...t, numeros reais distintos. Considere os
polinémios de grau n definidos por
Hj;éi(t o tj)

i(l) = ="~
P ( ) Hj;éi(ti - tj)
para i =0,...,n. Mostre que {po,p1,...,pn} ¢ uma base para o espaco dos polindmios
de grau menor ou igual a n. Sugestao: Avalie em t = t, para cada k. Quais sao as
coordenadas de um polindmio p(t) nesta base?
Mostre que {1, 1+, 1+t + 21+t +t>+¢3, ..., 1+t +t*+...+¢", ...} é uma base
para o espago vetorial de todos os polinémios reais.

O conjunto dos nimeros reais R é um espago vetorial sobre QQ com a soma e multiplicagao
habituais. Mostre que dimg R = oo.
Considere o espacgo vetorial F(R,R) das fungoes reais de varidvel real. Mostre que o
subconjunto C'(R) formado pelas fungbes continuas é um subespago vetorial e que o
subconjunto {e**: o € R} ¢ linearmente independente em C'(R).
Seja V' um espago vetorial finitamente gerado e W C V. Recordando o Exercicio
calcule dim(V/W) em funcao de dim(V') e dim(W).
Sejam B; = ((1,1),(1,—1)) e By bases ordenadas para R?. Supondo que a matriz de
mudanca de coordenadas

SB1—>BQ = |: _11 ? :|

Determine as coordenadas na base By do vetor (3,4) € R2.
Sabendo que os vetores u,v € R? tém respetivamente coordenadas (1,2) e (—1,3) na
base By e (2,2) e (—1,4) na base By, determine a matriz mudanca de base Sp,p,.

Resolucao.

Considere as seguintes bases ordenadas de Maya(R):

me([a ] [ a] (28] (8 0))
we (oS08 ][5 o) s )

Determine a matriz mudanga de base Spg,_,5,. |Resolucao.
Considere a base ordenada B; = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)) de R3. Supondo que a matriz
de mudanca de base é

10
SBI—>BZ - _1 0 2
1 0

determine Bs. |Resolucao.

Seja V' o espago vetorial dos polinémios de grau < 2 e By = (1, x,2?) a base ordenada
habitual. Seja t € R um nimero real qualquer

(a) Mostre que o conjunto By = (1, (z — t), (z — t)?) é uma base de V.

(b) Determine a matriz de mudancga de base Sp, p,.
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32. Sejam By, By, B3 bases ordenadas de R3. Sendo
1 1 0 0 1 0
Spsp, =1 -1 0 2 Spysps = 2 —1 1
0 -1 0 0 1 1

Determine Sp,_.p, € S, 5,. [Resolucao.

33. Seja B; a base candnica de R? e B, a base tal que

SB1~>BQ = E ;|

Escrevendo (z,y) para as coordenadas de um vetor na base B e (u,v) para as coorde-
nadas do mesmo vetor na base By expresse os seguintes conjuntos, funcao e equagao em
termos das coordenadas (u,v).

(a) {(z,y) e R?: 2” + ¢ =1}

(b) {(z,y) € R?: z* + 2zy + y* + = + 2y = 0}

(c) f(z,y) = a® + cos(zy)

(d) & +2% =g +y

34. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Mostre que se B; é uma base ordenada para

Ve S é uma matriz n x n invertivel, existe uma base ordenada B, tal que Sp,,p, = S.

Resolucao.

4. TRANSFORMACOES LINEARES

Em cada area da Matematica estudamos um certos tipo de objetos matematicos cuja
natureza é variavel. Por exemplo, em Algebra Linear estudamos espagos vetoriais, enquanto
que em Geometria se pode estudar, por exemplo, curvas e superficies. Normalmente estes
objetos consistem em conjuntos munidos de certa estrutura adicional. No caso dos espacos
vetoriais esta estrutura adicional toma a forma das operagoes de soma de vetores e o
produto de vetores por escalares. Para estudar os objetos em questao é sempre necessario
pensar em como se relacionam entre eles. As relagbes entre os objetos manifestam-se
através de funcoes entre os conjuntos subjacentes que preservam a estrutura adicional. No
caso que nos interessa agora isso leva-nos a seguinte definicao.

Definicao 4.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma func¢ao f: V — W diz-se uma
transformacao linear de V' para W se

(1) f(v1 +v9) = f(v1) + f(v2) para todos os vy,ve € V.
(i1) f(aw) = af(v) para todo o v € V e escalar .

As transformacoes lineares sao portanto as funcoes entre os conjuntos subjacentes aos
espacos vetoriais que preservam a soma e o produto por escalar. Note-se que na defini¢ao
acima aparecem duas somas (em geral) distintas no axioma (i): do lado esquerdo do sinal
de igual, a soma ¢é a soma de vetores em V', enquanto que do lado direito se trata da soma
em W. Analogamente para os dois produtos por escalar que aparecem no axioma (ii).
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Chamamos a atencao para as seguintes consequéncias imediatas dos axiomas acima: uma
transformacao linear leva necessariamente o vetor 0 € V no vetor 0 € W. De facto, sendo
v € V um vetor qualquer sabemos que 0-v = 0. Como f preserva o produto por escalar
temos entao

f0)=f(0-v)=0-flv) =0eW

A outra observacao importante é que uma transformacao linear leva combinacoes lineares
em V para combinacoes lineares em W: dados escalares aq,...,qa, e vetores vy,...,v,
temos

flav + ...+ apu,) = flav) + fague) + ... + fanv,)
= alf(vl) +...+ anf(vn)

Vejamos alguns exemplos de transformacoes lineares f: V — W.

Exemplo 4.2.

(1) Sejam V =W =R =R A funcio f: R — R definida pela expressio f(r) = 2x
¢ uma transformacao linear. De facto temos

flx1 4+ x2) = 2(x1 + @) = 221 + 220 = f(x1) + f(22)

flax) = 2(ax) = a(2r) = of (2)

O grdfico de f € uma linha reta que passa pela origem. Mais geralmente, € fdacil
ver (exercicio) que uma func¢ao f: R — R € uma transformacao linear se e sé se
f € uma funcao linear, isto €, da forma f(x) = ax para algum nimero real a € R.
Assim, as transformacgoes lineares de R para R sao as fungoes reais de varidvel real
cujos graficos sao retas que passam pela origem.

Por exemplo, a expressao f(x) = 3x + 1 nao define uma transformacgao linear
de R para R. De facto f(0+ 0) = 1 € diferente de f(0) + f(0) = 1+1 = 2.
Alternativamente, f(0) =1 # 0 e vimos acima que uma transformacgao linear leva
sempre o vetor nulo do conjunto de partida no vetor nulo do conjunto de chegada.

(2) SejamV =W = R? e identifiquemos como habitualmente R* com o plano. Considere-
se a funcdo f: R? — R? definida geometricamente como “rotacao de 90 graus em
torno da origem no sentido anti-hordrio”. Apelando ao significado geométrico da
soma de vetores e produto por escalar € imediato verificar que esta transformagao
preserva a soma de vetores e o produto por escalar pelo que é uma transformagao
linear.

Podemos verificar a afirmagao anterior obtendo uma expressao analitica para a
fungao f. Sendo (a,b) um vetor no primeiro quadrante é imediato verificar que
apds a rotacao o vetor fica com coordenadas (—b, a). Efcicil verificar que o mesmo
sucede para qualquer vetor pelo que a expressao analitica para a rotagao €

f(a7 b) = (_b’ CL)
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Podemos agora ver que f € uma transformacao linear:

f((a1,b1) + (ag,02)) = f(ar+ az, by + by)
= (=by — by, a1 + az) = (b1, a1) + (b2, az)
= f(ab bl) + f(a27 b2)

f(O((CL, b)) = f(aa, O_/b) = (—Oéb7 O[CL) = Oé(—b, a) = CYf((l, b)
Note-se que identificando os vetores de R* com matrizes coluna 2 x 1, podemos
escrever f da sequinte forma

a 0 -1 a
() -1 1]
(3) Seja V.= R*" W = R™ e A uma matriz m X n. Identificando como habitual-

mente vetores de R™ com matrizes coluna podemos definir uma transformacao linear
f:R® - R™ através da formula

flx) = Az

O exemplo anterior é um caso particular deste. De facto, o primeiro exemplo
também é. Nesse caso, A = |a] é uma matriz 1 x 1.
(4) Seja W = F(R,R) o espaco vetorial das fungoes reais de varidvel real e

V ={feW: f édiferencidvel}
o subespaco vetorial formado pelas funcoes diferencidveis. Entao a aplicacaoT: V —
W definida por
T(f)=1r

ou seja a operacao de deriwacao, € uma transformacao linear. De facto temos

T(f+g)=(f+9)=f+9¢=T(f)+T(9)

T(af) = (af) =af = aT(f)

pelas regras de derivacao para a soma e para o produto por escalar. FEstas regras
dizem precisamente que a opera¢do de derivagcao € uma transformacao linear. Este
exemplo €, pelo menos aparentemente, muito diferente dos anteriores. O conceito de
transformacao linear estabelece assim uma analogia entre operacoes tao diferentes
como uma rotagao do plano e a operacao de derivagao de uma fungao.

(5) Seja V.= M, xn(R) e W = M,,(R) e sejam B uma matriz p x m e C uma matriz
n x q. Entao a aplicacao T:'V — W definida pela formula

T(A) = BAC
¢ uma transformacao linear:
T(A;+ As) = B(A;+ Ay)C = (BA; + BA,)C
= BAC+ BA,C =T(A;) +T(As)
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(pela distributividade do produto de matrizes em relagdo a soma, e associatividade
da multiplica¢do de matrizes) e

T(aA) = B(aA)C = (aBA)C = aBAC = oT(A)

pela relacao entre o produto de matrizes e o produto por escalar. Um exemplo
concreto € por exemplo a transformagao T : Mayyo(R) — My 3(R) determinada pelas

matrizes
1 3
-2 0 0 1 2
B= -1 11" C_[—l 1 O}
2 0
que € dada pela formula
1 3 —b—-3d a+b+3c+3d 2a+6¢
T a b | -2 0 a b 0O 1 2| 2b —2a — 2b —4a
c d -1 1 c d -1 1 0| b—d —a—-b+c+d —2a+2c
—2b 2a + 2b 4a

(6) Seja V' o espago vetorial dos polindmios e W = R?. Entdo a fungio f:V — R?
definida por

¢ uma transformacao linear:

fo+q) = ((p+9)1),p+9)"(2) = (p(1) +q(1),p"(2) +¢"(2))
= (p(1),p"(2)) + (¢(1),q"(2)) = f(p) + f(q)

flap) = ((ap)(1), (ap)"(2)) = (ap(1), ap”(2)) = a(p(1),p"(2)) = oo f (p)
porque a soma de funcgoes e a multiplicagao de uma fungao por escalar sao calculadas

ponto a ponto e pelas regras de derivagcao. Note-se que este exemplo €, pelo menos
aparentemente, de uma natureza bastante diferente dos exemplos (1)-(5) acima.

Proposicao 4.3. Sejam V,W espacos vetoriais, B = {v1,...,v,} uma base para V e
wy, . .., w, vetores quaisquer de W. Entao existe uma unica transformacao linear f:V —

W tal que f(v;) = w;.

Dem. Comecamos por mostrar a unicidade. Suponhamos que f: V' — W é uma trans-
formacao linear tal que f(v;) = w;. Dado um vetor v € V qualquer, existem escalares
Qq,...,Q, Unicos tais que

V=V + ...+ o,
Uma vez que uma transformagao linear preserva combinagoes lineares, teremos necessari-
amente

(18) f(v) = flavr + ... +auv,) = a1 f(vr) + ...+ anf(vn) = qwy + ... + aw,

Obtemos assim uma férmula para f que mostra a unicidade da transformagao linear (caso
exista). Para verificar que existe e completar a demonstragao resta ver que a expressao
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define efetivamente uma transformacao linear com as propriedades requeridas. Seja
entdao f: V — W a funcdo definida pela expressao (18)).

e fenviao vetorv; € Bem w;: Temosv; =0-v1+...40-v;_1+1-v;40-v;51+...0-v,
logo f(v))=0 w1 +...40- w1 +1-w;+0- w1 +...0 w, =w;.

e f é uma transformacao linear: Sejam v = v+ ...+ v, e w = Prv1+ ...+ BLv,
dois vetores quaisquer de V. Entao v +w = (a1 + f1)v1 + ... + (@ + Bn)v, pelo
que

flo+w) = (a1+ pr)ws + ...+ (v, + Bn)w,
= (a1w1+‘l—Oénwn)‘{‘(ﬁlwl‘{'+ann):f<v)+f(w)

e, dado um escalar a temos av = acjv; + ... + aq,v, e portanto
flav) = acqwy + ... + acyw, = a(aw; + ... + apw,) = af(v)

o que conclui a demonstracao.

U

O resultado anterior pode ser visto (pelo menos) de duas maneiras diferentes. Por um
lado, da-nos um método para construir transformacoes lineares: basta escolher uma base
para o espaco de partida e decidir qual o valor que ird tomar em cada vetor da base. Além
disso a demonstragao acima da-nos uma férmula ((|18))) para a transformagao linear assim
obtida. Por outro lado, a Proposicao diz-nos que as transformacoes lineares sao funcoes
excepcionalmente simples. Para definir uma fungao de V para W é normalmente necessario
decidir o seu valor individualmente para cada vetor de V. A Proposicao anterior diz que
quando f é linear, todo o comportamento da funcao é completamente determinado pelos
valores que toma num nimero finito de elementos do dominio (os vetores constituintes de
uma base).

Observacao 4.4. A Proposicio [{.3 € ainda vdlida quando a base de V' é um conjunto
infinito, sendo a demonstracdo essencialmente a mesma. Deixamos esta verificacao como
exercicio.

Exemplo 4.5. A transformagao linear T: R? — R3 tal que T(1,0) = (2,1, -3) e T(0,1) =
(4,1,5) € a funcao definida pela expressao

T(a,b) = a(2,1,-3) + b(4,1,5) = (2a + 4b,a + b, —3a + 5b)

que pode ser representada matricialmente por

a 24 a
dIREIY
-3 5
Claramente o exemplo anterior pode ser generalizado a qualquer transformacao linear
de R™ para R™ e vemos assim que o Exemplo (3) é na realidade exaustivo.
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4.6. Representacao matricial de uma transformacao linear. Vamos agora ver que,
em completa generalidade, desde que os espacgos vetoriais envolvidos tenham dimensao
finita, uma transformacao linear é determinada por uma matriz. Recordamos a notacao
introduzida na Defini¢ao para as coordenadas de um vetor v € V numa base ordenada

B = (v,...,v,) para V: se v = ajv1 + ... + Q,v, escrevemos
aq
vl =
an

Note-se que uma base B com n elementos determina uma funcao f: V. — M,.1(R)
definida por

f(w) = lv]s
Pela unicidade das coordenadas, a funcao f é uma bijeccao, e alids é esta a identificagao

que temos usado, informalmente, para efetuar calculos em espacgos vetoriais de polinémios
e matrizes tratando-os como se fossem algum dos espagos R".

Exercicio 4.7. Dado um espago vetorial V e uma base B = (vy,...,v,) para V, verifique
que a fungao f:V — M1 (R) definida por f(v) = [v]g € uma transformagao linear (cf.
Exercicio @

Proposicao 4.8. Sejam V,W espacos vetoriais e By = (v1,...,v,) € By = (wy,...,wy)
bases ordenadas para V e W respetivamente. Seja f: V — W uma transformacgao linear.
Entdo existe uma tunica matriz Ay p, g, € Mpxn(R) tal que, para todo o vetor v € V se
tem

[f(V)]B, = Ay 5o (V] B,

A matriz A g, B, diz-se a matriz que representa a transformacao linear f com respeito
as bases By e Bs.

Exemplo 4.9. (i) Seja V' um espago vetorial com bases By = (v1,...,v,) € By =
(wy,...,wy,) e Id: V. — V a funcdo identidade (definida por 1d(v) = v). E ime-
diato verificar que 1d € uma transformacao linear. Temos entdao, por defini¢ao de
matriz mudanca de base

A14,8,,8, = SB1>B,
De facto, a identidade

[1d(v)]B, = Aw,B,,8,[V]B, < [V]B, = Aa,B,,8,[V]B,

mostra que A g, B, satisfaz a relagao que caracteriza a matriz de mudanga de coor-
denadas.

(i1) Seja V' o espago vetorial dos polindmios de grau < 3 e considere-se a transformagao
linear T:V — V definida por T'(p) = p'. Uma vez que

T(a+ br + cx® + dx*) = b + 2cx + 3d2?,
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sendo B = (1,z,2%,2%) a base candnica, a equagio |T(p)lp = Arpplpls para a
matriz Ar p,p fica
b a
2c b
3d = Ar g c
0 d
e conclui-se entao que
0100
00 20
Arss =10 0 0 3
0000

Vale a pena refletir durante um momento no facto de a matriz acima representar a
operagao de derivagdo (embora no contexto restrito dos polindmios de grau menor ou
igual a 3).

Dem. da Proposigao [{.8 Vejamos primeiro que se a matriz Ay p, p, existir, ela é tnica.
Para o i-ésimo vetor da base By, v = v;, a equacao que caracteriza a matriz Ay g, p, ¢

[f(vi)]B, = Af.By.By[Vi] B,

mas, uma vez que [v;]p, tem todas as entradas iguais a 0 exceto a i-ésima que ¢é igual a
1, o produto no termo direito da equacao acima ¢ a i-ésima coluna da matriz Ay g, B,.
Isto mostra que a matriz Ay g, p, fica univocamente determinada: se existir, a sua i-ésima
coluna é necessariamente igual a [f(v;)]g,-

Para completar a demonstracao basta agora verificar que a matriz m x n Ay p, B, cuja
i-ésima coluna é [f(v;)], satisfaz a equacao do enunciado. Seja v = aqv; + ... + @,v, um
vetor de V. Entao

fW)]s, = [flaavr + ...+ anon)]s,
= [aaf(v) + ...+ anf(va)]s,
= al[f(v)]ls + .-+ alf(va)]s,
onde na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma transformacao linear e na terceira
o Exercicio .7} Pela defini¢do do produto de matrizes a expressao
alf @), + .+l ()]s,

é exatamente o produto da matriz que tem por i-ésima coluna [f(v;)]g, pelo vetor co-
luna com componentes (aq, ..., a,), ou seja, ¢ exatamente Af, By, Byv]p,. Isto conclui a
demonstracao. O

A Proposicao permite identificar uma transformagao linear entre espagos vetoriais
de dimensao finita com uma matriz mediante a escolha de bases para o espago vetorial de
partida e de chegada. Além disso explica como obter a matriz em questao: é a matriz cuja
1-ésima coluna contém as coordenadas da imagem do i-ésimo vetor da base do espaco de
partida na base do espago de chegada.
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Isto é extremamente 1til para fazer contas com transformacoes lineares como iremos ver
em seguida. Convém no entanto notar que a Proposicao nao se aplica a todos os exemplos
de transformacao linear que queremos considerar - por exemplo, a operacao de derivagao
de funcoes diferencidaveis arbitrarias. Por outro lado, o objeto em que normalmente esta-
mos interessados é a transformagao linear ela prépria e ndo uma (das muitas possiveis)
representacoes matriciais que usamos para calcular. Uma analogia que pode ser til é que
uma transformagao linear é como uma ideia, que se pode exprimir em varias linguas, as
bases nos espagos de partida e de chegada sao como uma escolha de lingua, e a matriz que
representa a transformagao linear é a palavra que representa a ideia na lingua escolhida.

4.10. Operacoes com transformacoes lineares e a sua tradugao em matrizes.
As transformacoes lineares podem ser combinadas através de varias operagoes que agora
passamos a descrever.

Definigao 4.11. Sejam V' e W espagos vetoriais. Escrevemos L(V,W') para o conjunto
das transformagaoes lineares de V' para W. Dadas f,g € L(V,W) e um escalar o definimos
a soma de f e g como sendo a funcao f+ g: V — W definida pela expressao

(f +9)(v) = f(v) +g(v)
e definimos o produto de uma transformagcao linear f pelo escalar o como sendo a funcao
af: V. — W definida pela expressao

(f)(v) = a- f(v).

Proposicao 4.12. Sejam V e W espacos vetoriais. Com as operacoes de soma e produto
por escalar definidas acima, o conjunto L(V, W) € um espago vetorial.

Dem. Temos a verificar que as operagoes de soma e produto por escalar estao bem definidas,

isto é, que dadas f,g € L(V,W) e um escalar f, as fungoes f + g e af estdo ainda em

L(V, W) e depois os oito axiomas que estas operagoes devem satisfazer num espago vetorial.
Vemos primeiro que f + ¢g é uma transformacao linear: dados vy,vy € V temos

(f+9)(vi+v2) = flor+w2) +g(vr +v2) = f(v1) + fv2) + g(v1) + g(v2)
= f(v) +g(v1) + f(v2) + g(v2) = (f + g)(v1) + (f + g)(v2)
e dado um escalar a e v € V temos

(f +9)(av) = flaw) + g(aw) = af(v) + ag(v) = a(f(v) + g(v)) = a((f + 9)(v))
A verificacdo que (af) € L(V,W) é andloga e fica como exercicio. A verificacao dos
axiomas de espaco vetorial é também deixada como exercicio. Notamos apenas que o vetor
0 € L(V,W) é a transformacao linear identicamente nula que envia todos os vetores v € V
para 0 € W. O

Proposicao 4.13. Sejam V,W,U espagos vetoriais e f: V — W, e g: W — U trans-
formacoes lineares. Entao a fung¢ao composta

gof:V—=U

¢ uma transformacao linear.
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Dem. Temos a verificar que g o f preserva a soma e o produto por escalar.

e Dados vy,vy € V temos

(gof)(vitva) = g(f(vitv2)) = g(f(v1)+f(v2)) = g(f(v1))+g(f(v2)) = (gof)(v1)+(gof)(v2)

onde na segunda igualdade usdmos o facto de f ser uma transformacao linear, e na
terceira, o facto de g ser uma transformagao linear.
e Dados um escalar o e um vetor v € V' temos

(g0 f)(aw) = g(f(av)) = g(af (v)) = ag(f(v)) = a(g o f)(v)
onde, tal como acima, na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma trans-
formacao linear, e na terceira, o facto de g ser uma transformacao linear.

0

Proposicao 4.14. Sejam V,W espacos vetoriais e f: V — W uma transformagao linear.
Se a funcao f € invertivel (isto €, se é bijetiva) entio a funcao inversa f~1: W — V é
uma transformacao linear.

Demonstracao. Temos a verificar que a funcao inversa f ! preserva a soma e a multiplicacao
or escalar. Sejam w;, w, vetores de W. Como f é sobrejetiva existem vetores v; e vy de
)
V tais que f(vy) = wy e f(ve) = wy. Entao

F7Hwr+wa) = f7H(f(vn) + flv2) = 7 (f(vr + ) = (F 71 0 f)(v1 + v2) = v1 + v

onde na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma transformacao linear. Por defini¢ao
de fungao inversa temos que v; = f~*(w;) e va = f~1(wy). Substituindo na igualdade acima
concluimos que f~': W — V preserva a soma de vetores. A verificacao que f~! preserva
o produto por escalar é analoga e fica como exercicio. O

Observagao 4.15. Alternativamente, na demonstracao anterior poderiamos ter aplicado
a fungdo ingetiva (por hipdtese) f as expressoes f~Hwy + wo) e fTHwy) + fHwe) e
verificado que essas contas produziam o mesmo resultado. A injetividade de f garante
entdo que (w1 +ws) = £ (wy) + F~ ().

Definicao 4.16. Sejam V,W espacos vetoriais. Uma transformacdao linear invertivel
f:V — W diz-se um isomorfismo de espagos vetoriais.

A palavra isomorfismo vem de ”iso- igual - e "morphos- forma. Um isomorfismo entre
dois espacos vetoriais é uma equivaléncia entre eles. O isomorfismo estabelece uma cor-
respondéncia bijetiva entre os conjuntos subjacentes (um “diciondrio”entre os vetores de
um dos espagos e os vetores do outro). Uma vez que a func¢do e a sua inversa preservam
as operacoes dos espagos vetoriais ou, equivalentemente, as combinacoes lineares, qual-
quer propriedade ou afirmagao acerca de um dos espagos (que se possa expressar usando
combinagoes lineares) serd verdadeira se e s6 se for verdadeira no outro. Por exemplo um
conjunto serd linearmente (in)dependente num espaco se e s6 se a sua imagem através do
isomorfismo for linearmente (in)dependente no outro - ver o Exercicio [L4]

Exemplo 4.17.
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(i) As fungoes M,x1(R) — R™ e Miy,(R) — R™ definidas por

T
= (T, ., ) e [21 - @ | (21, 2y)
I’I’L
sao isomorfismos de espacos vetoriais. De facto as funcgoes descritas acima sdo clara-

mente bijetivas e também transformagoes lineares (pela defini¢ao de soma e produto
por escalar nos vdrios espagos envolvidos).

(i1) Seja V' um espago vetorial com base ordenada B = (vy,...,v,). A fungio f:V —

M, «1(R) definida por
fw)=1[vls

que calcula a matriz coluna das coordenadas na base ordenada B é um isomor-
fismo. Que f é uma transformagao linear, é o conteido do Exercicio[{.7] A fung¢do
f € também bijetiva: a sobrejetividade de f traduz o facto que qualquer n-tuplo
(v, ..., ) de escalares formar as coordenadas de um vetor de V' (nomeadamente
de v = vy + ...anv,), enquanto que a injetividade de f é uma consequéncia da
unicidade das coordenadas de um vetor (que por sua vez é uma consequéncia de B
ser um conjunto linearmente independente).

(111) Sejam V, W espagos vetoriais e By = (v, ...,v,), Bs = (w1, ..., wy,,) bases ordenadas

(19)

(20)

para Ve W respetivamente. A funcao
O: L(V,W) = Myxn(R)
definida por (ver Proposi¢ao para o significado da notagao)
(I)(f) = Af,B1,32

é um isomorfismo de espagos vetoriais. Portanto uma transformagao linear entre
espagos vetoriais finitamente gerados pode ser identificada com uma matriz, uma vez
escolhidas bases ordenadas para o dominio e conjunto de chegada da transformacgao
linear.

Temos que verificar que ® € uma transformacdo linear e que € invertivel (ou bije-
tiva) enquanto fungao.

o Sejam f,g: V — W transformacoes lineares. Dado v € V' temos

[(f +9) ()], = [f(v) + g(v)]s, = [f(v)]5, + [9(v)],

onde na primeira igualdade usdimos a definicao de soma de transformacaoes linea-
res e na sequnda o facto que a operagao de calcular as coordenadas € linear. Por
definicao das matrizes que representam f, g, e pela distributividade em relagao a
soma do produto de matrizes obtemos

[f(W)lB, + [9(v)]B, = Ar1.BolV]B) + AgpyBo (V] = (ArBiBy + Ag 515, V] B,
Das igualdades € obtemos, novamente por definicao da matriz que
representa (f + g),

Aftg.B1.8, = Ap.py.B, + Ag By By
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ou seja
O(f +g) = (f) + 2(9)

A demonstracao que ®(af) = a®(f) € andloga e fica como exercicio. Concluimos
que ® € uma transformacao linear.
e Recorde-se da demonstracao da Proposi¢ao que a matriz (f) tem como i-
ésima coluna [f(v;)|p,. Dada uma matriz A, pela Proposi¢ao e o exemplo
(1) acima existe uma transformagao linear f tal que [f(v;)]|p, € ai-ésima coluna
de A. Temos entao ®(f) = A, o que mostra que ® € sobrejetiva. Por outro lado,
suponhamos que f e g sao transformagoes lineares tais que ®(f) = ®(g) entao,
para cada i = 1,...,n, as coordenadas de f(v;) e g(v;) sao iguais. Mas isto
significa que f(v;) = g(v;) para cada i, e entdo pela Proposi¢ao temos que
f =g. Isto mostra que ® € uma fungao injetiva e portanto, dado que também é
sobrejetiva, invertivel.
Conclui-se que ® é um isomorfismo de espacos vetoriais. Em linguagem corrente,
esta afirmacgao significa que os diciondrios entre transformacoes lineares e matrizes
(dados pela escolha de uma base no espago de chegada e outra no espago de partida)
traduzem a soma e a multiplicagao de um dos lados na soma e multiplicagcao do outro.

Os exemplos anteriores dizem-nos que qualquer espaco vetorial real finitamente gerado
¢é equivalente a R™ e que uma transformacao linear entre tais espacos pode ser identificada
com uma matriz. Estes factos sao muito tteis para fazer contas. Ja foram usados muitas
vezes e continuarao a ser usados até ao final do semestre para esse efeito. No entanto nao
seria uma boa ideia concluir daqui que nos podemos concentrar exclusivamente em R" e
nas matrizes. Apesar de ser possivel identificar um espaco finitamente gerado com algum
R™ nao ha em geral nenhuma maneira candnica de o fazer. A identificacao é feita através
de uma escolha de base e ha muitas escolhas possiveis. Um espaco vetorial geral nao possui
coordenadas especiais (ao contrario do que acontece em R"™ e em vérios outros exemplos
que temos vindo a considerar como os espacos de matrizes) e esta é uma diferenga muito
importante. Veremos em breve que as solugoes de certas equacoes diferenciais formam
espacos vetoriais nos quais nao hé habitualmente qualquer “base canénica”. O mesmo se
pode dizer para um subespaco vetorial tipico de R™. Pensar num vetor em termos das suas
coordenadas numa base é analogo a pensar numa ideia através da palavra que é usada para
designar a ideia numa dada lingua. E muitas vezes ttil mas hd que ter consciéncia de que
por vezes tem também desvantagens.

Proposicao 4.18. Sejam V, W, U espacos vetoriais, By, By, B3 bases ordenadas para V, W, U
respetivamente, e f: V. — W, g: W — U transformacoes lineares. Entao a matriz que re-
presenta a transformacao linear go f nas bases dadas € o produto da matriz que representa
g pela matriz que representa f. Isto €,

Agos.B1.Bs = Ag By A8y By
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Dem. Dado v € V temos pela definicao das matrizes que representam f e g

[(g © f) (U)]BS = [g(f(v)>]33 = AQ,BQ,Bs [f(v)]Bz
= A97B27Bs (Af7B1,Bz [/U]Bl> = (AgyBQ,B3Af,BlyB2)[’U]B1

donde, pela unicidade da matriz que representa g o f se conclui que

Agor.B1.Bs = Ag By A8y B,

conforme pretendido. O

A proposicao anterior ”explica”a associatividade do produto de matrizes: o produto de
matrizes é a tradugao através dos isomorfismos do Exemplo [4.17iii) da composi¢ao de
funcoes, que é uma operacao associativa.

Observacao 4.19. E possivel pensar visualmente na correspondéncia entre transformagoes
lineares e matrizes, e em particular na Proposicao anterior da sequinte forma. Considere-
se o diagrama

v—1 w

(21) [']Bllg [-]leg
A
My (R) L2252 M (R)

onde as setas representam transformacaoes lineares com dominio a origem da seta e conjunto
de chegada o término da seta. As setas pretendem representar visualmente que os vetores
do espaco da origem sao “transportados”’pela transformacao linear do seu dominio até
ao espaco vetorial de chegada. O simbolo = designa isomorfismo e o0s isomorfismos no
diagrama acima sao os do Fxemplo ( i) que calculam a matriz coluna das coordenadas,
ou seja, v — [v|p, para a seta da esquerda e w — [w|p, para a seta da direita. A equacdo

(22> [f(v)]32 = AfyB1,B2 [U]Bl

diz que se obtém o mesmo resultado quando se faz um vetor v € V' sequir os dois possiveis
trajetos do canto superior esquerdo até ao canto inferior direito em : do lado esquerdo
de temos o efeito de sequir primeiro a seta de cima e depois a seta da direita; do lado
direito de (22)) seque-se primeiro a seta da esquerda e depois a de baizo.

Quando independentemente do caminho sequido entre dois nos do diagrama se obtém
sempre o mesmo resultado diz-se que o diagrama é comutativo. Portanto a equagado
traduz a comutatividade de (21).

Nestes termos, a Proposicao traduz a comutatividade do retangulo exterior no se-
guinte diagrama

1% T w N

[']Bll% [']Bgl% [']B?’lg

A A
My (R) L2252 M (R) 22250 M (R)

que € claramente uma consequéncia da comutatividade dos dois quadrados.



76 ALGEBRA LINEAR

Corolario 4.20. Sejam V,W espacos vetoriais, f: V — W uma transformacao linear
invertivel e By, By bases para V e W respetivamente. Entao Ay-1 p, p, = (Af,BhBQ)_l.

Dem. Uma vez que fo f~! = Idy e f~' o f = Idy, e que a matriz que representa a
transformacao linear identidade com respeito a uma mesma base num espaco vetorial é a
matriz identidade, pela Proposi¢ao anterior temos

Apgig A1 =1 A1 Arpis, =1
(onde I designa a matriz identidade). O

Para terminar, registamos a interacao das operacoes de composicao de transformacoes
lineares com as de soma e produto por escalar.

Proposicao 4.21. Sejam V,W,U espagos vetoriais, f,g € L(V,W),h,k € L(W,U) e
a € K. Entao

(i) ho(f+g)=hof+hoge(h+k)of=hof+kof

(i) ho(af) = (ah)o f = alho f)
Dem. Exercicio. O

Estas propriedades traduzem-se na distributividade do produto de matrizes em relacao
a soma e na comutatividade do produto por escalar com o produto de matrizes. Notamos
ainda que estas propriedades implicam que uma transformagao linear h: W — U determina
uma transformacao linear
he: L(V,W) — L(V,U)
definida pela expressao h.(¢) = h o ¢ e analogamente, f: V — W determina uma trans-
formacao linear

£ L(W,U) = LV U)
definida por f*(¢)) =1 o f.
4.22. Subespacos vetoriais associados a uma transformacao linear.

Definicao 4.23. Seja f: V — W uma transformacgao linear. O nicleo de f € o conjunto
N(f)={veV: f(v) =0}

e a imagem de f € o conjunto
fW)y ={fw):veV}cWwW

Proposicao 4.24. Seja f: V — W wuma transformagao linear. Entao N(f) é um su-
bespago vetorial de Ve f(V') € um subespago vetorial de W .

Dem. Uma vez que f(0) =0 temos que 0 € N(f) e 0 € f(V) pelo que estes conjuntos sao
nao vazios. Vejamos que N(f) é um subespago vetorial:
e Sendo vy, vy € N(f) temos f(vi4wve) = f(v1)+f(ve) = 0+0 = 0logo v1+vy € N(f).
e Sendo a um escalar e v € N(f) temos f(av) = af(v) = a0 =0 logo av € N(f).

Quanto a f(V):
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e Dados wy,wy € f(V), existem vy, ve € V tais que f(vy) = wy e f(ve) = wy. Entao
f(v1 + v2) = wy + wy logo wy +ws € f(V).
e Dado um escalar a e w = f(v) € f(V) temos aw = f(aw) € f(V).

g

Por defini¢ao de sobrejetividade, uma transformagao linear é sobrejetiva se e s6 se f(V) =
W. A injetividade de f pode ser determinada em termos do nicleo como explica o seguinte
resultado.

Proposicao 4.25. Uma transformagao linear f: V — W € injetiva se e sé se N(f) = {0}.

Dem. Suponhamos que f é injetiva. Se v € N(f) entao f(v) =0 = f(0). Uma vez que f
¢ injetiva conclui-se que v = 0, logo N(f) = {0}.

Suponhamos agora que N(f) = {0}. Entao se f(v1) = f(v2) temos f(vy —va) = 0 e
portanto v; — ve € N(f) = {0}, ou seja, v; = v,. O

A Proposicao anterior pode ser vista como mais uma manifestacao do “bom comporta-
mento”das transformacoes lineares. A condicdo N(f) = {0} é equivalente (uma vez que
f(0) = 0) a proposigao

fx)=f(0)=2z=0

que é um caso particular da condicao geral de injetividade

flx)=fly) =v=y.

A Proposicao diz que, quando uma funcao é linear, para verificar a condicao de
injetividade podemos assumir que um dos elementos do dominio é 0. Se for verdade nesse
caso particular entao é verdade em geral.

Exemplo 4.26. Seja V = {f € F(R,R): f € diferencidvel} o espago vetorial das fun¢oes
diferencidveis e T: V. — F(R,R) a transformacao linear definida por T(f) = f'.

O nucleo de T € o subespaco das fungoes constantes de V', e tem portanto dimensao
1. A transformacao T nao € portanto injetiva. T também ndo € sobrejetiva. De facto a
derivada de uma fung¢do tem necessariamente a sequinte propriedade do valor médio (cuja
demonstragio é um bom exercicio de aplicagao do Teorema de Rolle): se f'(a) < 0 e
f'(b) > 0 entdo existe um real ¢ entre a e b tal que f'(c) = 0.

Seque-se que, por exemplo, a func¢ao definida por

g(a:):{_l sex <0

1 sex >0

nao € a deriwada de qualquer funcao e nao estd portanto na imagem de T'. E interessante
notar que nao foi encontrada até a data qualquer caracteriza¢ao conveniente da imagem
da transformacao T'.

E natural perguntar a que correspondem o nicleo e a imagem de uma transformacgao
linear em termos de coordenadas, ou seja através do “diciondrio” descrito no diagrama (21)).


https://math.stackexchange.com/questions/1560408/which-functions-are-derivatives-of-some-other-function
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Quanto ao nucleo, temos
veN(f) & f(v)=0<[f(v)ls, =0
uma vez que um vetor é nulo se e sé se as suas coordenadas numa base sao todas nulas.
Por (22)) isto acontece se e s6 se
AfyBl,Bz [/U]Bl =0

ou seja, se o vetor de R™ formado pelas coordenadas de v pertence ao nicleo da matriz
Af B, B, que representa a transformacao linear f. Assim, nao muito surpreendentemente,
em coordenadas, o nicleo de uma transformacao linear corresponde ao nicleo da matriz
que representa a transformacao linear.

Quanto a imagem de f, a sua traducao em coordenadas é o conjunto

{{[f(W)]p,: v €V} T My (R)
Novamente por temos que este conjunto é igual a

{Af731732 [U}Bl: v E V}

Mas sendo v um vector arbitrario de V', a sua matriz coluna de coordenadas é uma matriz
arbitraria em M, 1 (R) e portanto este conjunto nao é mais do que o espago das colunas
da matriz A p, B,. Ou seja, em coordenadas, a imagem de uma transformacao linear f €
0 espaco das colunas da matriz que representa f.

4.27. O Teorema da caracteristica-nulidade. Chegamos agora a um dos resultados
basicos da Algebra Linear, cuja importancia se ird tornando clara com o desenrolar do
semestre.

Teorema 4.28. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado, W um espaco vetorial e
f:V — W uma transformacao linear. Entao

dim N(f) + dim f(V) =dimV

Dem. Seja {vy,...,vx} uma base para o subespago N(f) C V (que é finitamente gerado
porque V' é). Pelo Corolario M(n) podemos completar este conjunto com um nimero
finito de vetores distintos {vgy1...,v,} de tal forma que {vy,...,v,} seja uma base para
V. Vamos verificar que {f(vgi1),..., f(v,)} é uma base de f(V'). Teremos entao

dimN(f) =4k, dimf(V)=n—k, dimV =n
o que verifica a afirmagao do enunciado. O caso em que n = k verifica-se imediatamente
pelo que vamos assumir a partir de agora que n > k.
o {f(vk+1),..., f(vn)} gera V: Seja w um vetor em f(V'). Entao existe v € V tal que

f(v) = w. Uma vez que {vy,...,v,} é uma base, existem escalares oy, ..., q, tais

que v = a1v1 + ... + a,v,. Entao
flaqvy + ...+ oo + Vi1 + .-+ apvy) = flaqvr + ..o+ agvg) + g f (V) + - - -+ an f(vn)

= 0+ g1 f(vpr) + .+ anf(vn)
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onde na segunda igualdade usamos o facto de o vetor ayv; + ... 4+ g, pertencer
ao nucleo de f. A expressao acima mostra que w é uma combinagao linear de
f(vks1), .., f(vn) pelo que estes vetores geram f(V).

{f(ks1), ..., f(vn)} é linearmente independente: Suponhamos que 5y, ..., B,_k sao
escalares tais que

Bif (Wesr) + -+ Baif(vn) =0

Entao f(f1vgr1 + -+ Bnivn) = 0, logo Bivger + ... + Bn_xvn € N(f). Portanto
existem escalares oy, ..., ay tais que aqvy + ... + apvr = B1vks1 + - .. + Bu_kvy, OU
seja tais que

a1vy + .. A ok — BV — - — Bpok¥n =0
Uma vez que {vy,...,v,} é uma base de V tal s pode acontecer se a; = ... =
ap=—01 =...= —Ph_r = 0. Conclui-se que f; = --- = 8, = 0 e portanto que
{f(vks1), .., f(vn)} é linearmente independente.

g

Exemplo 4.29. Vamos determinar uma base para o nicleo e imagem da transformacao
linear f: Mayo(R) — Msyo(R) definida por

Temos

logo

Conclui-se que { { 20 ] , [ 0 2 1 } ¢ uma base para N(f). Pelo Teorema .28

1 =2
a b a b
(leal)=fs | ]
0 b a—2c b-—2d 0= 9
f({c d}>:0<:> 3a —6¢c 3b—6d :O<:>{ B

20 —4c¢ 2b—4d

v - {[ 5] naesh-o ({[2 2] [22])

10|01
dim(Im(f)) = dim My o(R) — dim N(f) =4 —2 =2

Podemos obter uma base para Im(f) completando uma base de N(f) com dois elementos
de forma a obter uma base de Myy2(R) e calculando a imagem por f desses dois novos
elementos. Claramente

¢ uma base de Myyo(R), pelo que

ol b il los] oo}

o O O
N W

SRR
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¢ uma base da tmagem de f.

Definicao 4.30. Sendo V' um espaco finitamente gerado, W um espago vetorial e f: V —
W' uma transformagao linear, o nimero dim f(V') chama-se a caracteristica da trans-
formagao linear f (rank em inglés) e o nimero dim N(f) chama-se a nulidade de f (nullity
em inglés).

O Teorema ¢ conhecido em inglés por “the rank-nullity Theorem”. Por palavras,
afirma que a soma da caracteristica de uma transformagao linear com a sua nulidade é
igual a dimensao do espago de partida. Tem o seguinte corolario extremamente tutil:

Corolario 4.31. Sejam V e W espagos vetoriais finitamente gerados com a mesma di-
mensao e seja f: V. — W uma transformacao linear. Entao as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) [ € invertivel (isto €, f € bijetiva).

(i1) f € injetiva (equivalentemente, N(f) = {0} ).

(i1i) f € sobrejetiva (isto €, f(V) =W ).

Dem. E claro que a afirmacéo (i) implica as afirmacdes (i) e (iii), e, por definicio (ii)
juntamente com (iii) implicam (i). Para demonstrar a equivaléncia das afirmagoes basta
assim ver que quando (ii) se verifica, (iii) também se verifica e vice-versa.

Suponhamos que f é injetiva. Entao dim N(f) = 0 e portanto pelo Teorema ea
hipotese sobre a dimensao dos espagos V e W temos

dim f(V) =dimV =dim W

Ou seja f(V) é um subespago de W com a mesma dimensao que W. Entdo temos ne-
cessariamente f(V) = W (por exemplo, pelo Coroldrio [3.34(i)) e portanto f é também
sobrejetiva.

Suponhamos agora que f é sobrejetiva, ou seja que dim f(V) = dim W. Aplicando o
Teorema 4.28| e a hipdtese dim V' = dim W temos

dim f(V) +dim N(f) =dimV < dimV + dim N(f) = dimV < dim N(f) =0
logo N(f) = {0} e portanto, pela Proposigao [4.25 f ¢ injetiva. O
4.32. Aplicagoes ao estudo das matrizes. Tendo em conta a interpretacao da imagem

de uma transformacao linear f como o espaco das colunas da matriz que a representa, o
Teorema tem a seguinte consequéncia importante (que estd longe de ser ébvia!).ﬂ

Proposicao 4.33. Seja A uma matriz m x n. Entdo o espaco das linhas e o espago das
colunas de A tém a mesma dimensdo (que € a caracteristica de A). Isto é,

dim FC(A) = dim EL(A) = caracteristica de A

1"Para uma explicacao conceptual desta igualdade que é independente da nossa discussao inicial dos
sistemas lineares e do método de Gauss ver o Exercicio (c)
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Demonstracdo. A dimensao do espaco das linhas é o numero de pivots da matriz A apds
aplicagdo do método de Gauss, enquanto que a dimensao do nicleo de A é o nimero de
variaveis livres no sistema homogéneo associado a A, ou seja, o numero de colunas de A
sem pivot. Isto significa que

dim FL(A) =n — dim N(A)

Por outro lado, no caso da transformagao linear f: M,.1(R) — M;,«1(R) definida por
f(z) = Az, o Teorema diz que

dim FC(A) + dim N(A) =n < dim EC(A) =n — dim N(A)

Conclui-se portanto que dim EC(A) = dim EL(A) e este nimero é a caracteristica de
A. O

A Proposicao anterior justifica também a atribuicdo do nome “caracteristica”de f a
dimensao de f(V).

Observacao 4.34. Também podemos deduzir a Proposi¢ao da sequinte forma. FEla é
claramente verdadeira se A € uma matriz em escada de linhas visto que as dimensoes de
EC(A) e EL(A) sao nesse caso ambas iguais ao nimero de pivots. Ora, embora o espago
das colunas se vd alterando quando aplicamos o método de Gauss, a sua dimensao nao se
altera!

De facto, duas matrizes A; e Ajy1 que estejam relacionadas por uma operagao elementar
sobre as linhas satisfazem A1 = SA; para alguma matriz invertivel S. Sendo m o nimero
de linhas das matrizes, a multiplicacao a esquerda por S dd-nos um isomorfismo ¢g: R™ —
R™. Pela definicao do produto matricial, ¢s leva a j-ésima coluna de A; na j-ésima
coluna de A; 11 e, em particular, transforma EC(A;) em EC(Ai+1). Uma vez que ¢s é um
isomorfismo, a sua restricio a EC(A;) € ainda um isomorfismo e portanto temos

Conclui-se que a dimensdo do espaco das colunas ndao se altera ao longo do método de
Gauss. Mais, uma vez que as colunas respetivas da matriz inicial e da matriz em escada de
linhas no final do método de Gauss estao relacionadas por um isomorfismo, as colunas da
matriz inicial correspondentes as colunas com pivot no final do método de Gauss formam
uma base para EC(A).

Exemplo 4.35. Consideremos a matriz

1 2 -1 2
A=12 4 1 3
12 2 1
Aplicando o método de Gauss obtemos
1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2
24 1 3(—-]00 3 -1|—={(00 3 -1
12 2 1 00 3 -1 00 0 O
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Uma vez que os pivots ocorrem nas colunas 1 e 3, temos que uma base para o EC(A) é dado
por{(1,2,1),(—1,1,2)} enquanto que uma base para EL(A) € dado por{(1,2,—1,2),(0,0,3,—1)}.

Podemos agora aproveitar para atualizar os nossos critérios para a invertibilidade de
uma matriz (comparem com o Teorema [2.27))

Proposicao 4.36. Seja A uma matriz n X n. Entdo as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes
(1) A € invertivel.
(i1) A caracteristica de A én (equivalentemente dim EL(A) =n).
(i1i) Para cada matriz b € M,x1(R) a equagcdo Ax = b tem solugdo unica (equivalente-
mente, a funcdo x — Ax € bijetiva).
(iv) N(A) =0
(v) EC(A) =R"
(vi) Existe B € M, x,(R) tal que AB = 1,
(vii) Existe B € M, x,(R) tal que BA =1,

Dem. A equivaléncia das primeiras trés afirmacoes foi ja vista no Teorema embora
a equivaléncia de (i) com (iii) possa agora ser interpretada conceptualmente como uma
consequéncia da Proposigao e Corolario A equivaléncia de (7it), (iv) e (v) é uma
consequéncia do Coroldrio[£.31] e da interpretagao do ntcleo e espago das colunas da matriz
como ntcleo e imagem da transformacao linear associada.

E claro da definicio de invertibilidade que (i) = (vi) e (vii). Reciprocamente se existe B
tal que AB = I,, entao o espago das colunas de A contém as colunas da matriz identidade,
e portanto EC(A) = R", que é a condigao (v). Por outro lado se existe B tal que BA = I,
entdao dado z € N(A) temos © = I[,x = BAx = B0 = 0 pelo que N(A) = {0} que
¢ a condigao (iv). Vemos assim que (vi) e (vii) sdo também equivalentes as restantes
condicoes. O

4.37. Equacgoes lineares.
Definicao 4.38. Uma equacao linear é uma equacdao da forma
fx) =w

onde f: V. — W € uma transformacao linear, w é um vetor de W e a incognita x é um
vetor de V' a determinar. A equag¢ao diz-se homogénea quando w = 0.

E claro que uma equagao linear tem solucao se e sé e w € f(V). O conjunto das solugoes
é controlado pelo niicleo de f no seguinte sentido.

Proposicao 4.39 (Principio da sobreposigao). Seja f: V — W uma transformagao linear.
Se v é uma solugao da equagao linear f(x) = w, o conjunto de todas as solugioes é

v+ N(f)={v+z:2ze N(f)} CV

Dem. Se v é uma solugao e z € N(f) temos que f(v+z) = f(v) + f(z) = w+ 0 = w logo
v+ 2z é uma solugao. Assim

v+ N(f) C{ueV: f(u) =w}
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Reciprocamente, seja u uma solu¢do qualquer da equacao. Entdo u = v + (u — v) e
flu—v) = f(u) — f(v) =w—w =0 pelo que u —v € N(f) e portanto u € v+ N(f).
Conclui-se que

{ueV: flu) =w} Cv+ N(f)

o que termina a demonstracao. U

Geometricamente, o resultado anterior diz que o conjunto das solugoes é o “plano” paralelo
a N(f) (que é um “plano”em V contendo a origem) que passa por uma soluc¢ao particular
qualquer da equagao.
E costume enunciar o resultado da Proposicao da seguinte forma;
A solucao geral de uma equacao linear é obtida somando a uma solucao
particular da equacao a solucao geral da equagao homogénea.

Por uma solucao particular entende-se uma qualquer solucao v fixada para a equagao. Por
solucao geral entende-se o conjunto das solugoes. Assim a afirmacao acima diz apenas
que o conjunto das solugoes de uma equacao linear é obtido somando todas as solugoes da
equacao homogénea a uma qualquer solucao da equacao que consigamos determinar.

Exemplo 4.40 (O oscilador harménico). Seja x: R — R uma fun¢do que descreve a
posicao de uma particula presa a uma mola em funcao do tempo. A particula é atuada
unicamente pela forca determinada pela extensao ou contracao da mola, que é proporcional
ao deslocamento da mola em relagao a sua posicdio de repouso. Assumindo que 0 € a
coordenada da posicao de repouso, a equacao de Newton diz-nos que

(23) 2"(t) + kx(t) =0

onde k ¢ uma constante positiva determinada pelas caracteristicas fisicas da mola e a massa
da particula (recorde que x" € a aceleragao e note que a for¢a exercida pela mola, mx” tem
o0 sentido contrdrio ao deslocamento x). Para simplificar as contas vamos assumir a partir
de agora que k = 1.

Sendo V C F(R,R) o subespago vetorial formado pelas fun¢oes duas vezes diferencidveis
e T a transformacao linear

T:V — FR,R)
definida pela expressao
T(x)=2a2"+x

vemos que o nucleo de T € exatamente o conjunto das solucoes da equacao diferencial
(com k = 1) que formam portanto um subespago vetorial de V.

Ef(icz'l adivinhar duas solucoes para a equagao

(24) 2 4+x=0

pois claramente z(t) = cost e z(t) = sent sao solugoes. Como o conjunto das solugoes é
um espago vetorial temos mais geralmente que

(25) z(t) = oy cost + agsent, com ag,az € R

sao solucoes.
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Para o ano que vem irao aprender que uma solucao de uma equagao diferencial como
(23) é completamente determinada por z(0) e 2'(0) (fisicamente isto diz que a evolugao da
posi¢do da particula é completamente determinada pela sua posi¢ao e velocidade iniciais).
Assim o conjunto das solugoes € um espago vetorial de dimensao 2 (um vetor € determinado
por dois nimeros reais) e portanto a férmula descreve a solugao geral da equagao .

No caso da equacao podemos verificar a afirmacdao anterior diretamente recorrendo
a conservacao da energia. Definindo a quantidade

E(t) = (z/)* + 2?
(correspondendo a soma das energia cinética e potencial) temos

dE
= = 222" 4 2xa’ = 22! (—x) + 222’ = 0

logo a quantidade (2')? + x* é conservada ao longo do tempo para qualquer solugdio da
equacgao diferencial (24). Em particular se x(t) for uma solugio com xz(0) = z'(0) = 0
teremos (2'(t))? + x(t)*> = 0 para todo o t e portanto z(t) = 0.

Isto permite-nos concluir que os valores de x(0) e 2'(0) determinam completamente a

solug¢do x(t) para todo o t: se x(t) e y(t) forem solugoes de com x(0) = y(0) e
2'(0) = y'(0) entao u(t) = x(t) — y(t) € também uma solugdo de (porque se trata
de uma equagdo linear!) que satisfaz u(0) = u'(0) = 0. Mas entao u(t) = 0 e portanto
z(t) = y(t).
E agora imediato verificar que as solugoes permitem atribuir valores arbitrarios a
z(0) e 2'(0) mediante varia¢do dos coeficientes oy e ay (na realidade oy = x(0) e ag =
2'(0)) e portanto descrevem todas as solugoes de ([24)).

Suponhamos agora que queremos resolver a equaca

(26) ' +r=1

Trata-se agora de uma equacao linear nao homogénea. Nao € no entanto dificil descobrir
uma solug¢ao particular desta equacao tentando encontrar um polinomio que a satisfaca.
Se o fizer ird ver que o unico polindmio que satisfaz esta equagao é

x(t) =t — 6t
A Proposicao diz-nos entdo que a solugdo geral da equagao (26]) €
x(t) =t* — 6t + ajcost +agsent, com ay,as € R.

4.41. Exercicios.
1. Indique justificando se as seguintes aplicacoes sao transformacoes lineares
(i) f: R3 — R* definida por f(z,y,2) = (v — 2y,0,z +y — 32,0).
(i) f: Mysn(R) = M,y (R) definida por f(A) = AT,
(iii) f: R? — R? definida por f(z,y) = (2?y,z —y + 1).
)

(iv) f: Msy2(R) — R definida por f ([ CCL b

d ):a—i-b.

I8pisicamente esta equagao corresponde a adicionar ao sistema mecanico considerado anteriormente uma
forga exterior dependente do tempo que actua com intensidade ¢3/m (onde m é a massa da particula).
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) T: R? — R? definida por T'(x,y, z) = (1, 3).
vi) f: M3y3(R) — Ms,3(R) definida por T(A) = A% + A.
( 1) T: F(R,R) — R? definida por T'(f) = (f(0), f(2)).
iii) Sendo V' um espago vetorial e & um escalar, a aplicacao T: V' — V' definida por
T(v) = av.
2. Seja T:R* - R uma transformagdo linear tal que T(1,1) = (2,0,1) e T(1,2) =
(1,4,6).
(a) Calcule T'(2,5).
(b) Descreva a imagem por 1" do triangulo com vértices (0, 1), (1,2) e (0,0).
(c) Determine a matriz que representa 7' com respeito as bases canénicas de R? e R? e
escreva a expressao para T (z,y) € R3.
3. Determine uma transformacao linear f: R? — R? tal que
(a) f([0,2] x [0,1]) (isto é, a imagem por f do retangulo

0,2] x [0,1] = {(z,y) eR*: 0< 2 <2e0<y<1})

seja o quadrado com vértices (0,0), (1,2), (—2,1) e (—1,3).
(b) A imagem por f do triangulo com vértices (0,0),(1,0),(0,1) seja o segmento de
reta {(z,2): x € [0, 2].
4. Seja V um espaco vetorial. Existe alguma transformacao linear f: R? — V satisfazendo
as seguintes condicoes?
e O conjunto {f(1,0), f(0,1)} C V é linearmente independente.
o f(1,3)=2f(1,1) + f(0,3)
E se a primeira condigao for omitida? Justifique Resolucao]
5. Seja V' o espago dos polinémios de grau < 3 e considere a funcao f: V — V definida
por

fp(t)) = p"(t) — 2p(t)

(a) Verifique que f é uma transformagao linear.
(b) Determine a matriz que representa f com respeito & base candnica no espago dos
polinémios.
6. Determine a matriz que representa a transformacao linear 7' : V' — W indicada com
respeito as bases ordenadas B; para V e B, para W indicadas.
(a) V =R3 W = R com as bases canénicas, T'(z,y,2) = z — 2y + 6.
(b) V=R:W =R* B, = ((1,1),(0,1)) e By a base canénica, T'(z,y) = (x—2y,0,x+
Y, —x).
(¢) V o espaco dos polinémios de grau < 2, W o espaco dos polinémios de grau < 4, B;
e B, as bases canénicas e T' a transformagcao linear definida por T'(p(t)) = p(t)(1—t?)
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(d) V = Mayo(R), W = M;s,;(R) com as bases canénicas e

T(A) = —;1 é A[_‘ﬂ

Resolucao.

7. Seja P o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a 2 e T': Msyo(R) — P
uma transformacao linear tal que

(v ) w3 ) w2 -
() calculeT(ﬁ’ éD

(b) Determine a matriz que representa 7' nas bases canénicas para as matrizes e po-
linémios.

8. Seja V = L({e™?* e 1,e%,¢e2®) C F(R,R) e considere a transformagao linear 7: V —
V definida por T'(f) = f" + f' —2f

(a) Verifique que T estd bem definida, isto é que T'(f) € V quando f € V.

(b) Determine a matriz que representa T com respeito a uma base para V por si
escolhida.

(c) Determine T71(0) = {f € V: T(f) = 0}.

(d) Determine T ™) ={f e V: T(f) = e *}.

Note que nas duas dltimas alineas resolveu equagoes diferenciais!

9. Seja V' um espago vetorial e B = (vy, ..., v,) uma base ordenada para V. Mostre que a
fungao f: V — M,«1(R) definida por f(v) = [v]p (que associa a um vetor v a matriz
coluna que tem por entradas as suas coordenadas na base B) é uma transformagao
linear.

10. Sejam V e W espacos vetoriais com bases ordenadas By e B respetivamente, e T: V —
W uma transformacao linear. Se a matriz que representa 7' nas bases By e By é

1 10
-1 3 2

e temos matrizes de mudancas de coordenadas
111 1 _9
SBl—)Bi = 01 2 ) SBQ*)B& - |: 3 1 :|
001

(a) Quais sdo as dimensoes dos espagos vetoriais V' e W?

(b) Determine a matriz que representa a transformagao linear 7" nas bases B| e Bj.
11. Seja T': V. — W uma transformagao linear e S C V um subconjunto. Se S for line-

armente dependente, T'(S) é um conjunto linearmente dependente em W? Se S for
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linearmente independente, 7'(S) é necessariamente linearmente independente? Justifi-

que. [Resolucao.

12. Determine uma base para o espaco vetorial L(R? R?) das transformacoes lineares de R?

para R®.

13. Seja V um espaco vetorial real. O espaco vetorial das transformacoes lineares de V' para
R chama-se o dual de V' e denota-se por V* = L(V,R).
(a) Sendo V' o espago dos polindémios de grau < 2, mostre que os vetores @g, ¢1, ¢o € V*
definidos por

¢o(p) = p(0), ¢1(p) =p(1), &2(p) =p(2)

formam uma base para V*.
(b) Determine as coordenadas do vetor ¢ definido por 1(p) = p/(1) na base ordenada
(¢0a ¢1> ¢2) .

14. Seja f: V — W um isomorfismo de espacgos vetoriais.
(a) Mostre que um conjunto S C V é linearmente (in)dependente se e sé se f(.S) é
linearmente (in)dependente em W.
(b) Mostre que um conjunto S C V gera V' se e sé se f(S) gera W.
(¢) Mostre que V' ¢ finitamente gerado se e s6 se W é e nesse caso V e W tém a mesma
dimensao.
(d) Mostre que U C V é um subespago vetorial se e s6 se f(U) é um subespago vetorial
e nesse caso a restricao de f a U é um isomorfismo entre U e f(U).
15. O espaco vetorial livremente gerado por um conjunto.
(a) Seja S um conjunto nao vazio. Recorde que F'(S,R) denota o espago vetorial das
funcoes de S para R com a soma e produto por escalar definidos da forma usual.
O suporte de f € F(S,R) é o conjunto

supp(f) ={z € S: f(z) #0} C S

O espaco vetorial sobre R livremente gerado por S é o subespago
R-S={fe€F(S,R): supp(f) ¢é finito} C F(S,R)

Mostre que se trata realmente de um subespago de F(S,R).
(b) Para cada z € S, seja ¢,: S — R a fungao definida por

%(y):{l sey==x

0 caso contrario.

Mostre que {¢,: x € S} é uma base de R-S. Um elemento f € R-.S é visto
como uma combinacao linear formal dos elementos do suporte de f. A combinacao
linear ) .o ¢, (em que apenas finitos coeficientes sao nao nulos) é normalmente
escrita ) ¢y - .

(c) Seja V' um espago vetorial sobre R e B uma base de V. Defina um isomorfismo
natural R- B — V.
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17.

18.

19.
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(d) Sendo V' um espago vetorial sobre R estabelega um isomorfismo natural entre L(R -
S, V)e F(S,V).

Para as seguintes transformacoes lineares, determine se sao injetivas ou sobrejetivas,
ache uma base para o nicleo e para a imagem da transformacao linear, e caso sejam
invertiveis determine uma expressao para a transformagcao inversa.

(a) f: R?* — R3 definida por f(z,y) = (z + 2y,0, —2z — 4y).

(b) f: R* — R? definida por f(z,y,z,w) = (x +y,2 + w).

(c) f: R?® — R3 definida por f(z,y,2) = (v + 2,y — 2, 2x + 2y).

(d) f: R?® = R3 definida por f(z,y,2) = (y,x + 2,2 — y).
Resolucao.
Indique justificadamente quais das seguintes transformacoes lineares sao isomorfismos.
(a) f: R3 — R3 definida por f(z,y,2) = (v +y,—y + 2,z + 2y + 32).
(b) f: R® — R3 definida por f(z,y,2) = (z +vy,—y + 2,7 + 2).

(c) f: R® — R® definida por f(z,y,z,u,v) = (x —y+2+u+v,—x+2y+u,z+u—

20, + 4y +u, —2y + 3z — 2u — v)

(d) f: {p(t): p polinémio real de grau < 3} — Myyo(R) definida por

_ p(0) '(0)
D=y +p) »0)

(e) Uma transformacao linear representada por uma matriz 4 x 4 cuja terceira coluna
¢ a soma das duas primeiras colunas.

(f) A transformacao linear do espago de todos os polinémios reais nele préprio definida
por T'(p) = p'.

(g) A transformagao linear do espago de todos os polindmios reais nele préprio definida
por T'(p) =p" — p.

Sejam V, W espacos vetoriais finitamente gerados e Bj, By bases para V, W respetiva-

mente. Sejam f,g: V — V e h: V — W transformagoes lineares com representacoes

matriciais

1 1 1 2

2
Af,Bl,B1 = |: 2 1 :| A9731731 - { 2 4 :| Ah,B1,B2 - 3

1
0
-1 1

(a) Quais sdo as dimensdes dos espagos V, W7

(b) Quais das transformacoes lineares sao isomorfismos?

(c) Determine as representacoes matriciais de ho (f +3(gog)) ede (f+ f) og.
Seja V' o espaco vetorial dos polinémios de grau < 2 e considere a base B; = (1 —
t2,t,t +1?) para este espaco. Seja f: V — R? a transformacao linear com representagao
matricial

11 0
Af7BlvBcan = |:O 2 _1:|
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e g: R? — Myy»(R) a transformagao linear determinada por

g(1,1) = E g] 9(2,1) = l(l) _11]

(a) Calcule f(141t).
(b) Sendo By, = (1,t,1*) a base canénica dos polinémios, determine Sp,,, .5, € apro-
veite para calcular Ay p .. B,
(c) Calcule Aot g, B.,, onde tomamos para base candnica das matrizes ([§ ], [5 8], [9 0], [§9])-
20. Seja V o espaco dos polinémios de grau < 2. Seja f: R? — V a transformacao linear
tal que
f(1,2)=1—# f(1,1)=2+41t

e g: V — Myy.s(R) a transformacao linear definida por

_ |0 p(D)
9(p) = {pm) v(0) }
(a) Determine (g o f)(1,0).

a
(b) Determine a expressao geral para (go f)(x,y).
(¢) Determine a matriz que representa g o f com respeito as base By = ((1,1), (1, —1))
de R? e a base canénica de Myy»(R).
(d) Determine uma base para o espago W = (g o f)(R?).
(e) Determine a matriz que representa (go f)~!: W — R? com respeito & base da alinea
anterior e a base canénica em R2.
21. Sendo f: V — W uma transformacao linear, quais sao os possiveis valores que (dim N(f), dim f(V))
pode tomar quando f
(a) aplica R” em R*.
(b) aplica R? em R5.
22. Dé um exemplo de uma transformagao linear f: V — V tal que N(f) = f(V). Sugestdo:
Pode tomar V = R2.

23. Seja f: Maoyo(R) — Mayo(R) a transformacao linear definida pela expressao
11 11
=[o1]4-a0 1]
Determine o nicleo e a imagem de f.
24. Seja V um espacgo vetorial finitamente gerado e f: V' — V uma transformacao linear.
Sejam B; e By bases para V.

(a) Mostre que se A é a matriz que representa f na base By e S = Sp,_,p, é a matriz de

mudanca de coordenadas da base By para a base By entao a matriz que representa
f na base B, 6 SAS™L.
(b) Determine a matriz que representa a transformacao linear f: R?* — R? definida por

f(l',y,Z) - (:E—Qy,x—i—z,y—f-z)
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com respeito & base ordenada B = ((1,0,1),(0,1,1),(—1,0,1)) de R?.
2 -1 11
-1 0 |°|2 2
linear em bases distintas de R?? Justifique.
25. Uma transformacao linear P: V — V diz-se uma projecao se P?> = P.
(a) Mostre que (Id —P) também ¢é uma projegao.
(b) Mostre que P(V) = N(Id —P) (e portanto (Id —P)(V) = N(P)).
(¢) Mostre que V = P(V) @ (Id —P)(V), portanto uma projegao dé azo a uma decom-
posicao de V' em soma direta.
(d) Reciprocamente, sendo U, W C V subespagos vetoriais tais que V = U @& W mostre
que existe uma projecao tnica P: V. — V com P(V) = U e N(P) = W, pelo
que hd uma correspondéncia bijetiva entre projecoes e decomposicoes de V' como a
soma direta de dois espacos.
(e) Note que, geometricamente, o efeito de P é projetar no plano dado pela imagem de
P ao longo das direcoes no nticleo de P. Numa base adequada para V', a expressao
da projecao fica muito simples. Escreva uma expressao para as seguintes projecoes
(usando por exemplo o Exercicio 24 (a))
(i) A projecao de R? na reta {(z,y) € R*: x + 2y = 0} ao longo da direcao do
vetor (1,1),
(ii) A projecao de R® no plano {(z,y,z) € R3: 2 —y+ 2z = 0} ao longo da dire¢ao
do vetor (1,3, —2).

26. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n X k. Mostre que

(¢) As matrizes [ podem representar a mesma transformagao

car(AB) < min(car(A), car(B))

Consegue dar uma férmula para a caracteristica do produto? Sugestao: Considere as
transformacaoes lineares determinadas pelas matrizes e recorde que a caracteristica de
uma matriz € a dimensdao da imagem da transformagao associada.

27. Sejam V' e W espagos vetoriais de dimensao finita e f: V — W uma transformacao
linear com caracteristica k. Mostre que existem bases B; para V e B, para W tais que
a matriz A = Ay p, , tem entradas

1 sei=jel<i1<k
Ay = -
0  caso contrario.

28. Recorde do exercicio[3.20]que um espago vetorial complexo tem uma estrutura natural de
espaco vetorial real. Sejam V, W espacos vetoriais complexos. Uma transformagao linear
T:V — W de espagos vetoriais complexos é claramente também uma transformagao
linear entre V' e W quando estes sao considerados como espacos vetoriais reais.
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(a) Mostre que se T: C — C ¢ a transformacao linear definida por T'(2) = (a + bi)z
entdo a matriz que representa T com respeito a base (1,7) para C como espago

. , la —b
vetorial real é b .
(b) Mais geralmente mostre que se By = (vy,...,v,) € By = (wy, ..., w,,) sdo bases para
os espagos vetoriais complexos V' e W respetivamente, B} = (vy,ivy, ..., Uy, i0,),
Bl = (wq,iwy, . .., Wy, iw,) sdo as bases associadas para V e W enquanto espagos

vetoriais reais € A = Arp, B, € Myuxm(C) tem entrada jk dada por aj, = xj; +
iy (com xj e yj), as partes real e imagindria de aj,) entao a matriz Arpr p; €
Mspxon(R) toma a forma

All A12 e Aln

A As,,
Arppy =" ;

Aml Am? e Amn

onde cada A, é o bloco 2 x 2 dado por A, = Lx/k ;yjk] .
ik Tk

29. Sejam V, W espacos vetoriais e f: V — W uma transformacao linear. O grdfico de uma
transformagao linear é o subconjunto do espago vetorial V' x W (cujas operagoes sao
definidas componente a componente) definido por

G(f)={(v,fw):veV}CV xW

(a) Verifique que G(f) é um subespago vetorial de V' x W.

(b) Seja U um espago vetorial de dimensao finita e V' C U um subespago vetorial com
dimV < dimU. Mostre que se W ¢ um subespaco vetorial de U com dim W +
dimV =dimU e WNV =0, entdo a funcao ¢: V x W — U definida por (v, w)
v + w é um isomorfismo de espacos vetoriais.

(c¢) Nas condigoes da alinea anterior, seja Z C U um espago vetorial de U com dim Z =
dim V. Mostre que ¢~ (Z) é o grafico de uma transformacao linear f: V — W se
esése ZNW = {0}.

30. Escreva cada subespago de V' C R" indicado como o grafico de uma transformacao
linear f: RP — R? para os subespagos R?, R? C R” indicados. Ou seja, determine uma
transformacao linear f: R? — RY tal que V = {(z, f(x)) € R": z € RP} onde estamos
a escrever um vetor de R™ na forma (z,y) com = € RP e y € R%.

(a) V ={(z,y,2) € R®: 2+2y+3z = 0} como gréfico de uma funcao de R* = {(x,y,0)}
para R = {(0,0,2)} e de R* = {(,0,2)} para R = {(0,y,0)}.

)V ={(z,y,z,w) e R*: 2 —y+ 2+ w = 0,20+ 2 —w = 0} como grafico de uma
fungao de R? = {(x,,0,0)} para R? = {(0,0, z,w)} e de R* = {(0,0,2,w)} para
R? = {(x,y,0,0)}.
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() V={(z,y,z,u,v) ER°: x+y+v=0y—3u+v=0,2—u+v =0} como grafico

de uma fungao de R? = {(0,0,0,u,v)} para R* = {(z,y, 2,0,0)}.
31. Fatorizagao canénica de uma transformagao linear.

(a) Mostre que toda a transformagao linear T: V' — W se fatoriza como uma com-
posicao T' =140 p com p: V — U sobrejetiva i: U — W injetiva. Sugestdo: Pode
tomar para U um espaco quociente apropriado de V.

(b) Seja T: V' — W uma transformagao linear e Z C V um subespaco vetorial tal
que Z C N(T). Mostre que existe uma tnica transformacio linear T: V/Z — W
tal que T = T om, onde m: V — V/Z denota a aplicacdo canénica definida por
m(v) =v+ Z.

(¢) Mostre que a fatorizacao da alinea (a) é inica a menos de isomorfismo canénico no
seguinte sentido: se p': V' — U’ é sobrejetiva, ¢': U' — W ¢é injetiva e T = ' o p/
entao existe um tnico isomorfismo ¢: U — U’ tal que i’ op =i e pop =1p'.

32. Significado geométrico dos pivots.

(a) Seja A € M,xn(R) e considere as projegoes 7;: R" — R’ nas primeiras j coorde-

nadas. Mostre que a fun¢ao L: {1,...,n} — Ny definida por

L(j) = dim(m;(EL(A))

¢ crescente (isto é j < k= L(j) < L(k)) sendo L(n) = car(A).

(b) Mostre que A tem um pivot na coluna i se e s6 se L(i) = L(i—1)41 (convencionando
que L(0) = 0).

(c) Mostre que A tem pivots nas colunas i; < ... < i se e SO se a Projecao nas
coordenadas i1, ...,

T0iq g, - R™ — Rk

se restringe a um isomorfismo entre EL(A) e R* (ou seja, se e s6 se EL(A) é o
grafico de uma transformacao linear de R* para R"* com R¥ correspondendo as
variaveis i1, . . ., i, de R", e R"* as restantes) e cada um dos indices ¢; toma o mais
pequeno valor possivel que torna esta afirmacao verdadeira.

(d) Descreva concretamente as varias possibilidades para os planos contidos em R? R3
e R%.

33. Sejam V, W, U espacos vetoriais e f: V' — W uma transformagao linear.

(a) Mostre que a aplicacao f*: L(W,U) — L(V,U) definida por f*(T') =T o f é uma
transformacao linear.

(b) Recorde que o dual de um espago vetorial V' é V* = L(V,R). Verifique que se
B = (vy,...,v,) é uma base para V e definirmos ¢, ..., ¢, € V* por

)1 sei=y
qu(vi)—{o sei#j
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entdao B* = (¢1,...,¢,) é¢ uma base para V* que se chama a base dual de B. Note
que ¢;(v) é a i-ésima coordenada de v na base B.

(c) O dual pode ser visto como o espago das fungoes coordenadas em V' juntamente
com a fungao nula: mostre que se V' é finitamente gerado e ¢ € V*\ {0} entdo existe
uma base ordenada B = (vq,...,v,) de V tal que ¢(v) é a primeira coordenada de
v na base B.

(d) Sendo B; e By bases ordenadas para V' e W e A a matriz que representa f com
respeito a estas bases, mostre que a matriz que representa f* com respeito as bases
duais é AT,

(e) Mostre que a aplicagdo ®: V' — (V*)* definida por

(@) () = ¥(v)

é uma transformacao linear injetiva, que é um isomorfismo se V é finitamente
gerado.
(f) Seja V' o espaco vetorial de todos os polindmios reais. Mostre que a transformagao
linear da alinea anterior nao é sobrejetiva neste caso.
34. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e W C V um subespago vetorial. O
aniquilador de W é o subconjunto do dual V* = L(V,R) definido por

W?={¢peV*: ¢(w) =0 para todo o w € W}

Note que se encararmos a expressao ¢(w) = 0 como uma equagao linear satisfeita por

w, o aniquilador é o espaco vetorial das equacoes lineares que sao satisfeitas por todos

os elementos de W.

(a) Mostre que dim W + dim W° = dim V.

(b) Sejam f: U — V uma transformagao linear e f*: V* — U* a transformagao linear
dual definida por f*¢ = ¢ o f. Mostre que o ntcleo de f* é N(f*) = f(U)°.

(c) Use o resultado das alineas anteriores e a relagdo entre as dimensoes do nucleo e
da imagem de f* para concluir que

dim f(U) = dim f*(V*)

Se f é representada por uma matriz A, no Exercicio (d) viu que f* é representada
por AT, Assim a equacao anterior mostra que as dimensoes do espaco das linhas e
das colunas de uma matriz A coincidem. Note que este argumento é completamente
independente da discussao dos sistemas lineares no inicio do semestre.

(d) Recorde do Exercicio[33|e) que hd um isomorfismo canénico ¢: V — (V*)* definido
por (¥(v))(¢) = ¢(v). Mostre que sendo W C V um subespago se tem (W) =
(weye.

(e) Supondo que U é também de dimensao finita mostre que mediante a identificagao
de U e V com (U*)* e (V*)* se tem, para uma transformagao linear f: U — V que
(f*)* = f. Formalmente isto significa que sendo ¢y e 1y os isomorfismos canénicos
da alinea (d), temos ¥y o f = (f*)* oy
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35. Usando apenas uma vez o método de Gauss, calcule de forma eficiente bases para os
espacos das linhas e colunas da matriz

1 -3 1 4 0
-2 6 0 3 -1
1 -3 -1 0 4

36. Seja V = {f € F(R,R): f ¢é diferencidvel} e T: V — F(R,R) a transformagao linear

definida por T'f = f'.

(a) Determine o conjunto dos f € V tais que T'f = Af para algum A € R. Su-
gestao: Para mostrar que encontrou todas as solugoes calcule % (e”‘tf(t)) para f
uma solucao.

(b) Determine a solucao geral da equagao diferencial f' — f =t + t2.

37. Para cada uma das transformacoes lineares do exercicio[16[(a) e (¢) determine as solugoes

das duas equagoes lineares f(v) = (1,0, —2) e f(v) = (1,1,4).

38. Seja V' o espaco vetorial dos polindmios de grau < 3 e considere a transformacao linear

T:V — Msyo(R) definida por

1 1 0 2 11 20
TA+t)=| 0 1|, T@+t))=| 2 1|, Tt-tH=1]2 0|, T2+t)=]0 0
-1 0 -1 0 01 0 1
Determine o conjunto das solucoes das seguintes equagoes lineares.
2 -1 1 -1
(a) T'(z) =0 (b) T(x)=1| 5 3 (¢c)T(x)=1] -2 0
-1 0 0 0

Resolucao.

39. Seja V' C F(R,R) o subespago vetorial formado por todas as fungoes duas vezes di-

ferenciaveis e considere a transformagao linear 7: V' — F(R,R) definida por T(f) =

f// —f.

(a) Verifique que e* e e ® pertencem ao nucleo de 7. Pode mostrar-se estas duas
fungoes geram o niucleo de T'.

(b) Determine uma solugao particular da equacao f”— f = x®>+x. Sugestio: Determine
um polinomio que satisfaca esta equacao.

(c) Determine todas as solugoes da equagao f” — f = x? + .

(d) Determine todas as solugdes do sistema de equagoes diferenciais

fr=f=0
f/ + 2623@]0 — 4631:

Resolucao.
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5. O DETERMINANTE

O nosso objetivo seguinte é compreender em completo detalhe as transformacoes lineares
T:V — V onde V é um espaco vetorial complexo de dimensao finita. Para atingir este
objetivo vai ser 1til ter um critério para a invertibilidade de uma matriz quadrada em
termos das suas entradas. O critério ird dizer que uma matriz A € M, «,(K) é invertivel se
e sé se uma certa expressao complicada das entradas da matriz (chamada o determinante
da matriz) nao se anula. No que se segue K = R ou K = C.

5.1. Motivagao. Para motivar esta expressao vamos comecar por discutir o caso em que
o corpo K é o dos nimeros reais, caso em que o determinante tem uma interpretacao
geométrica. Consideremos primeiro os casos n =2 en = 3.

A uma matriz A € Msy»(R) podemos associar um paralelogramo

P(vi,v2) = {av; + Buy: 0 <, f < 1} C R?

gerado pelas linhas vy e v da matriz. A matriz serd invertivel se o seu espago das linhas
for R?, ou, equivalentemente, se o paralelogramo P(v;,vs) nao degenerar num segmento
de reta (ou até na origem). Apelando ao conceito intuitivo de drea podemos dizer que a
matriz serd invertivel se a drea do conjunto P(vy, vy) for ndo nula.

Plug N2

Analogamente, uma matriz 3 x 3 tera caracteristica menor que 3 se e s6 se o paralelipipedo
P(v1,v2,v3) = {avy + fvg +yv3: 0 < o, 8,7 < 1}

gerado pelas linhas vy, vo, v3 da matriz tiver volume nulo. Mais geralmente pode definir-se
uma no¢ao de volume n-dimensional para um subconjunto de R™ (como irdo ver em Célculo
2) e entao a condigao para a invertibilidade de uma matriz em M, «,(R) é que o volume
n-dimensional do paralelipipedo n-dimensional P(vy, ..., v,) gerado pelas linhas da matriz
seja nao nulo.

Se conseguirmos obter uma férmula para o volume n-dimensional do paralelipipedo ge-
rado por n vetores em R" isso dar-nos-a um critério para a invertibilidade da matriz: que
o volume do paralelipipedo gerado pelas linhas seja nao nulo. A observacao bésica que nos
permite obter esta féormula é a seguinte:
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Ao deslizar em conjunto duas arestas de um paralelogramo ao longo da reta
gerada por outra das outras arestas, a drea do paralelogramo nao se altera

AN

i

: N,
/

aesa (P (v+d¥z N33 = @ o0 (POUNLY)

ou seja
(27) area(P(vy,vq)) = drea(P(vy + awg, vg))

(e claro que o mesmo se verifica se deslizarmos o ponto final de vy ao longo da diregao
v1). Esta férmula diz-nos por exemplo que as dreas dos paralelogramos determinados pelas

linhas das matrizes
a 0 a 0
c d © 0 d

sao iguais, pois (0,d) pode obter-se de (c,d) deslizando ao longo de (a,0) (a ndo ser que
a = 0, mas nesse caso as areas sao nulas e a afirmacao permanece verdadeira). Assim, a
area do paralelogramo com arestas (a,0) e (¢,d) é a drea do retangulo com arestas (a,0) e
(0,d), ou seja |ad| (mesmo que a ou d sejam 0). Mas a férmula diz-nos mais geralmente
que quando aplicamos o método de Gauss a uma matriz 2 X 2, a area do paralelogramo
associado nao muda! Supondo que a # 0 temos

a b L2—_§>L1 a b
c d 0 d—bf

logo concluimos que a drea de um paralelogramo com arestas (a,b) e (c,d) é

be

area (P((a,b), (¢,d))) = |al - ‘d -l = lad — b

E um exercicio simples verificar que esta féormula permanece valida mesmo quando a = 0.
Obtemos assim a condi¢ao desejada nas entradas da matriz:

[ CCL Z } é invertivel sse ad — bc # 0

Podemos fazer um raciocinio analogo para matrizes 3 x 3 mas a férmula obtida sera
agora mais complicada. Novamente o volume de um paralelipipedo P (v, v, v3) em R3
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nao se alterara se deslizarmos o ponto final de uma das arestas paralelamente ao plano
determinado pelas outras duas, ou seja, por exemplo

volume P(v; + aug, v, v3) = volume P(vy, vq, v3)

Portanto o volume de um paralelipipedo com arestas as linhas da matriz

a b ¢
0 e f
0 0 ¢

serd o volume do paralelipipedo reto com arestas de comprimento |al, |e| e |i], e podemos
reduzir a este caso usando eliminacao de Gauss:

_gb
a b c ) a b c e o b c
Lamyln | db de S e— @ f—%
d e f La 91, €= f—g a N a
’ Te _ g gc j—g9c _ DT o o de
g h i 0 h—2L i—% 0 0 =L -—&0-%)
a

Obtemos assim a férmula

: db||. gc h—2 de
volume (P((a,b,c),(d,e,f),(g,h,z))): ‘CL’ 6_; Z_Z_ 6—@<f_;)

que, simplificando, se transforma em:
volume (P((a,b,c), (d,e, f),(g,h,i))) = |aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afhl

Fica como exercicio verificar que esta féormula é valida mesmo nos casos em que a = 0, ou
a # 0 mas e — % = 0, nos quais a eliminacao de Gauss feita acima tem de ser modificada.

O célculo anterior sugere que nao sera pratico obter e manipular diretamente uma ex-
pressao para o volume de um paralelipipedo n-dimensional. Com efeito, para n = 4 veremos
que a férmula analoga tem 24 termos, para n = 5, 120 termos, e em geral o nimero de

termos é n!. Uma expressao de tal complexidade s6 pode ser manipulada conceptualmente.

5.2. A fungao determinante. Abstraindo as propriedades, ndo do volume, mas da ex-
pressao mais fundamental que obtivemos acima para n = 2,3 cujo mddulo é o volume,
obtemos a seguinte definicao, que faz sentido para um corpo arbitrario.

Definicao 5.3. Seja K um corpo. Uma funcdo determinante para as matrizes n X n com
entradas em K € uma funcao

det: Myxn(K) = K
que se denota por
aix 0 Qip apn 0 Qip
det : : ou
Qp1 +++ Gpp Qp1  *++ Qpp

que satisfaz as sequintes propriedades.
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(i) Multilinearidade: Para cada 1 <i < n temos

ail ce A1n @11 - Ain a1 - Aip
a;1 + bin Qin, + bin | = | @il Qin |+ 1| bin bin,
(07951 e Apn Ap1 Ann Ap1 - Apn

e, para o um escalar qualquer,

@11 - Aip @11 - Qi
aa; Ay, | = | A4 Qin,
An1 T Ann Ap1 Ann

(i) Alternancia: det A = 0 se duas linhas da matriz A forem iguais.
(111) Normalizacgao: det I,, = 1.

Em concreto, no caso das matrizes 2 x 2, a primeira propriedade diz por exemplo que

2 1 21‘ ‘2 1 21‘

1 2

2 1
3 4 -2-3 -2-4 3 4

143 2+4 ‘:_2‘

-+

e corresponde a aditividade da area (ou mais geralmente, volume n-dimensional).

A

Identificando as linhas de uma matriz n X n com vetores de K", podemos pensar na
funcao determinante como uma funcao D: K" x --- x K® — K que associa um escalar a
um n-tuplo (vy,...,v,) de vetores de K" (v; é a i-ésima linha da matriz). Deste ponto de
vista, a propriedade de multilinearidade escreve-se

/

(28) D(vy,...,ov; + Bvl, ... v,) = aD(vy, ... 050 0,) + BD(vg, o v vy)
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onde vy,...,v, € K" sdo vetores arbitrarios e «,  escalares arbitrarios. A equacao (28)
diz que, para cada ¢ entre 1 e n, a funcao D;: K® — K que se obtém quando fixamos todos
os vectores excepto o i-ésimo,

DZ(U) = D(Ula e Vi1, U, Vg1 - - 7U’n)

é linear (ou seja, um elemento do dual de K").

Em geral, uma funcao D: V x --- x V — K satisfazendo diz-se uma fun¢ao multi-
lz’neaﬂ (é linear em cada varidvel independentemente).

A razao para o nome da segunda propriedade na definicao de determinante é a seguinte.

Proposicao 5.4. Seja D:V x --- x V = K uma fun¢ao multilinear e suponhamoﬂ que
14+1+#0 em K. Entao as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(i) D(vq,...,v,) =0 se v; = v, para algum i # j.

(ii) Se i < j, entdo D(vy, ..., 0. ., 0, ..., 0y) = —D(v1,...,05,...,0;...,0,) para to-
dos 08 v1,...,v, (isto é, a troca de dois argumentos tem como efeito a troca de sinal
do valor da fungao).

Dem.
(1) = (4i) Supondo que i < j, e aplicando a linearidade primeiro na i-ésima varidvel e depois
na j-ésima obtemos
D(vy,...,vi 05,0+ 05,00, 0,) = D(v1, .. V4o 0 F U, U )+
D(vy, ... 05, .. 0+ 05, 0) =
=D(v1,...,Viyo oy Uiy, U) F D01, 05,000, U)
+D(v1, ..V, Uy, Uy) F D01, vy, 0, )
Substituindo os termos com argumentos repetidos por 0 obtém-se
0=0+D(v1,...,0,...,05,...,0) +D(v1,...,05,...,0,...,0,) +0
que é equivalente a condigao (i).
(i1) = (i) Se v; = vj, entdo a troca do i-ésimo argumento com o j-ésimo nao tem nenhum
efeito. Portanto

D(vi,. oy 05 05,0 0n) = —D(v1, 0,05, Uy U) = =D (01, U U, )

e portanto (14 1)D(vy, ..., Vi, ..., V4, ..., 0,) = 0.

9 Também se chama um tensor-n covariante em V.
20Diz-se que a caracteristica do corpo K é diferente de 2. Notamos no entanto que a demonstragao da
implicagao (i) = (i¢) permanece valida mesmo que esta hipdtese nio seja verificada.
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5.5. Existéncia e unicidade do determinante. Vamos ver que as propriedades (i) a
(737) na definigdo de determinante especificam completamente uma funcao.

Teorema 5.6. FEriste uma tunica fun¢do determinante det M, ., (K) — K

A demonstracao deste teorema segue o padrao usual: iremos ver que s6 ha uma possibili-
dade para uma tal fungao (obtendo no processo uma férmula para o determinante) e depois
verificar que essa unica possibilidade satisfaz de facto os axiomas da definicao. Comegamos
por ilustrar este processo usando os axiomas para ver que a Unica funcao determinante nas

matrizes 2 x 2 é
a b

c d

Sendo a, b, ¢, d € K quaisquer e aplicando a linearidade do determinante na primeira linha
da matriz temos

det[ 1:ad—bc

¢ d a0 e a

e aplicando agora a linearidade na segunda linha obtemos

a b| 10 1O, (o0 0 1
c d| 71 0 0 1 ‘110 01

Os primeiro e ultimo termos do lado direito do sinal de igual na expressao acima sao nulos
porque as linhas das matrizes em questao estao repetidas. Pelas propriedades (iii) e (i7)
respetivamente temos

a b ’1 0 01‘
= Qa

-+

+a

10 0 1
‘01‘_1 © ‘10‘—_1
portanto
CCL Z = ad — bc

é a tnica fungao real das matrizes 2 X 2 que satisfaz as condigoes da Definigao [5.3]
Fagamos agora o caso mais realista de uma matriz 3 x 3. Assumindo que existe a fungao
determinante e usando linearidade na primeira linha obtemos

a b c 1 00 010 0 0 1
(29) d e fl=ald e f|4+bld e fl+c|d e f
g h 1 g h 1 g h 1 g h 1

sando linearidade na

ot

Desenvolvendo o primeiro termo do lado direito do sinal de igual
segunda linha obtemos

1 00 1 00 100 100
ald e fl=ald|1 0 0|+e|0 1 O|+f{0 0 1
g h 1 g h 1 g h 1 g h 1

O primeiro termo na soma do lado direito é nulo porque a primeira linha esta repetida.
Da mesma forma, cada parcela do lado direito em (29)) vai dar origem a dois termos nao
nulos quando aplicarmos linearidade ao longo da segunda linha da matriz. Podemos agora
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aplicar linearidade ao longo da terceira linha a cada um destes 6 termos. Por exemplo,
para o primeiro dos seis resultaria

100 1 00 1 00 1 00
ae| 0 1 0|=aelg|0 1 O|+A|0 1 O|+4/0 1 O = ael
g h 1 1 00 010 0 01

uma vez que os dois primeiros termos da soma anterior tém linhas repetidas e o determi-
nante da matriz identidade é 1. Aplicando o mesmo raciocinio para os restantes termos nao
nulos na expansao até a segunda linha obtemos a seguinte expressao para o determinante:

100 010 010 001 00 1
aci+afh|0 0 1 |+bdi|1 0 0|+bfg|0 0 1 |+cdh|1 0 0 |+ceg|0 1 0
010 001 100 010 100

Os determinantes das matrizes com 0s e 1s sao £1 consoante o nimero de vezes que temos
que trocar um par de linhas para transformar a matriz na identidade é par ou impar.
Recuperamos assim a expressao para o determinante de uma matriz 3 x 3:

a b c
d e f|=aei—afh—0bdi+bfg+ cdh — ceg
g h 1

Os sinais da férmula anterior podem ser memorizados usando a seguinte mneménica (que
se chama a regra de Sarrus):

fevowt tom vl + Jetmat om &AMO 1

Procedendo desta forma para uma matriz n X n é agora claro que vamos obter uma
expressao para o determinante. Havera um termo nao nulo na expressao para cada matriz
de 1s e 0s que tenha exatamente um 1 em cada linha e em cada coluna. Para descrever
estes termos por meio de uma expressao necessitamos de alguma terminologia.

Definigao 5.7. Uma permutagao do conjunto {1,...,n} é uma funcao bijetiva
o:{l,...,n} - {1,...,n}
Designamos por ¥, o conjunto de todas estas permutagoes.

Uma permutacao descreve uma troca de ordem. Deve ser familiar do ensino secundario
que o numero de elementos de ¥, é n!. Os termos na expansao do determinante vao
corresponder precisamente as permutagoes: se chamarmos o (i) & coluna em que aparece
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o 1 na linha i, a condi¢do que nao aparegam dois 1s na mesma coluna é o(7) # o(j) para
1 # j, ou seja é a injetividade da fungdo o. Como uma fungao injetiva de um conjunto
com n elementos para ele proprio é necessariamente uma bijecao, conclui-se que a funcgao
determinada por uma matriz de Os e 1s satisfazendo as condi¢oes indicadas é uma bijegao.

O termo do determinante de A correspondente a uma permutacao o serda dado pelo
produto das entradas de A que ocorriam nas posi¢oes onde estao os 1s, ou seja o produto
dos ;) com ¢ = 1,...,n. O termo terd um sinal que serd £ consoante o nimero de vezes
que temos que trocar pares de linhas para transformar a matriz de Os e 1s na identidade
é par ou impar. Chamando a este sinal sgn(o) - o sinal da permuta¢do o - obtemos a
seguinte expressao para o determinante:

(30) det(A) = Z sgN(0)A15(1)020(2) * * * Ano(n)

oEY,

O argumento anterior torna claro que se existir uma funcao determinante, ela é inica (tem
que ser dada pela féormula !). Mas neste momento nao é ainda claro que uma tal fungao
exista. H4 muitas maneiras de trocar pares de linhas de forma a obter a matriz identidade
a partir de uma matriz de Os e 1s. Se para uma das maneiras o nimero de trocas fosse
par e para outra maneira fosse impar concluir-se-ia que a funcao determinante nao podia
existir.

Nao é facil verificar diretamente que o sinal de uma permutacao esta bem definido. Em
vez disso vamos dar uma construcao indutiva do determinante. Uma vez que isto esteja
feito teremos implicitamente provado que o sinal de uma permutacao estd bem definido!
Sera necessariamente
(31) sgn(o) =det A(c) com A(o) a matriz com entradas a;; = L sey= U(Z), _

0 caso contrario.
A matriz A(o) diz-se uma matriz de permutacao. O efeito que tem nas coordenadas de um
vetor linha ou coluna é uma permutacao das coordenadas. Por exemplo,

x1 To(1)

T Ty
A(o) 2| _ ‘(2)

Ty To(n)

E um bom exercicio ver o que acontece quando se multiplica A(o) a esquerda por um vetor
linha.

Dem. do Teoremal2.6. J& vimos que se existir uma fun¢ao determinante ela é tnica (e
dada pela férmula (30])). Vamos ver por indugao em n que existe uma fungao determinante
para matrizes n X n. Quando n = 1, é imediato que

det([an]) = a1

Suponhamos que ja definimos uma funcao determinante nas matrizes n X n. Dada uma
matriz A de tipo (n+ 1) X (n+ 1), seja Ay; a matriz n X n que se obtém de A suprimindo
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a primeira linha e a ¢-ésima coluna. Vamos definir
(32) det(A) = al det(AH) — a12 det(Alg) + e + (—1)”al(n+1) det Al(n+1)

férmula esta que é motivada pela relacao entre os determinantes para matrizes 3 x 3 e 2 x 2
que obtivemos anteriormente.

Temos a verificar que det A verifica as condigoes (¢) — (7ii) da Defini¢ao . A condicao
(1) é verificada porque a expressao é claramente linear na primeira linha da matriz A e,
por hipétese de indugao, nas restantes, uma vez que as fungoes det(A;;) sdo multilineares.

A condigao (iii) também é verificada porque as entradas na primeira linha da matriz
identidade I,,41 com excepgao da primeira sao todas nulas. Uma vez que (I(,11))11 = I
obtemos

det(l,41) = 1-det(l,) = 1.

Resta-nos verificar que se uma das linhas de A estd repetida entao det A = 0. Se a
repeticao ocorrer nas linhas ¢ e j com 4,j > 2 entdo todos os termos det(Aj;) em se
anulam (por hipétese de inducao) e portanto det A = 0. Se i = 1, podemos assumir que
J = 2 uma vez que, por hipétese de inducao, o termo direito da equagao troca de sinal
quando trocamos a linha j de A com a segunda linha.

Suponhamos assim que A tem a primeira e segunda linha iguais. Se A é uma matriz

2 X 2 a expressao (32) é
det(A) = 11022 — Q12021 = A11G12 — Q12011 = 0

Se n > 1, podemos, por hipdtese de inducao aplicar a expressao as matrizes n X n Ay;.
A entrada 17 na primeira linha de A;; é igual a

a2; sej<i
A2(j+1) sej > 1

i— n+1
det(A1j) = > (1) ag;det(Ags;) + > (1) ag; det(Ayy;)
j=1 j=i+1
onde Ajy);; denota a matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A suprimindo as primeiras
duas linhas e as colunas 7 e j. Substituindo esta expressao em vemos que ha dois
termos nos quais aparece det(A;q);;) para i, j dados com 1 <i < j < n:

(—1)tan; - (—1)2ay; det(Asg;)

que é o (j — 1)-ésimo termo da expansao do termo (—1)""1ay; det(Ay;) & direita do sinal de

igual em e

portanto

—

(=1)" ag; - (=1)" " az; det(Auy;)
que vem da expansao do termo (—1)’~'a;; det(A;;). Uma vez que as primeiras duas linhas
da matriz sao iguais, temos

(1) ay; - (1) 2ag; det(Aiz;) + (1) ag; - (—1)" ag; det(Agzp;) = 0

o que conclui a demonstragao. U
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Observacao 5.8. Uma funcgdo f: M,x,(K) — K satisfazendo as propriedades (i) e (ii)
na Defini¢ao chama-se uma funcao multilinear alternante das linhas da matriz. O
argumento usado na demonstracao de unicidade do determinante aplicado a uma tal funcdao
(sem qualquer alteragcdo) mostra que

f(A) = Z Sgn(a>alo(1) to afna(n)f(Ll)

Uezn

pelo que o valor de uma tal funcao em qualquer matriz € completamente determinado pelo
valor que assume na matriz identidade. Mas sendo X € K qualquer, a fung¢io A — A det(A)
¢ uma funcao multilinear alternante que assume o valor X em I, pelo que se conclui que
toda a fungao multilinear alternante € da forma

f(A) = Adet(A)
sendo A = f(I,).

5.9. Propriedades do determinante. Vamos agora ver algumas propriedades impor-
tantes do determinante que nos ajudam a calcula-lo.

Defini¢ao 5.10. Seja A uma matriz n x n. Para 1 < 4,5 < n designamos por A;; a
matriz (n — 1) X (n — 1) que se obtém de A omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna.
O menor-ij de A é o nimero det A;; e o cofator-ij de A é (—1)""7 det A;;. A matrizn xn
cuja entrada ij € o cofator-ij diz-se a matriz dos cofatores de A e denota-se por cof A.

Proposicao 5.11 (Propriedades do determinante). Sejam A e B matrizes n X n.
(i) Expansao de Laplace: Sendo 1 <i <mn, temos

det(A) = Z(—l)iﬂaz’j det(A;;)
j=1
onde A;; € a matriz que se obtém de A omitindo a linha i e a coluna j. A féormula
acima chama-se a expansao de Laplace para o determinante ao longo da linha 7.

(i1) det(AB) = det(A) det(B)
(iii) det(AT) = det(A)
(iv) A(cof(A))T = det(A)I,.
Antes de vermos a demonstracao destas propriedades notemos as seguintes consequéncias.

Corolario 5.12 (Expansao de Laplace ao longo de colunas). Sendo 1 < j < n, temos

n

det(A) = Z(— 1)i+jaij det(A;;)

=1

Dem. A expansao ao longo da coluna j no enunciado é exatamente a expansao ao longo
da linha j de AT. Logo calcula det AT = det A. O

Corolario 5.13. Uma matriz quadrada A € invertivel sse det A # 0 e nesse caso

_ 1
Al = detA<C0fA)T
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Dem. Se A é invertivel entao det(A) det(A™1) = det(AA™) = det(I,) = 1 logo det(A) # 0

e
1

det A
Reciprocamente se det A # 0, a Proposigao [5.11] - (iv) diz-nos que

1
A fA)T) =1
(detA(CO ) ) "

pelo que A é invertivel (cf. Proposigao [4.36] (vi)) sendo a inversa descrita pela férmula no
enunciado. O

det(A™1) =

Esta formula para a inversa de uma matriz tem mais utilidade tedrica do que pratica
porque nao é facil calcular determinantes de matrizes grandes. E no entanto muito tutil
para matrizes 2 X 2, caso em que afirma que

-1
a b 1 d —b
{c d} _M{—C a } quando ad — bc # 0

E ainda razoavel aplicar a férmula para matrizes 3 x 3 mas se o tamanho das matrizes é
maior ou igual a 4 a féormula comega a tornar-se impraticavel e é muito mais rapido usar
o método de Gauss-Jordan.

Dem. da Proposi¢ao[5.11. (i) Para i = 1 a expansdo de Laplace é simplesmente a ex-
pressao indutiva usada para demonstrar a existéncia do determinante. Se i > 1,
seja A a matriz que se obtém de A trocando a linha 1 com a linha 7. Aplicando (32))
obtemos

(33) det(A) = —det(A) = =Y "(=1)"Tay; det(Arj) = = > (=1)"a;; det(Ay)
j=1 j=1
Notamos agora que as matrizes A,; e A;; diferem pela troca da (i —1)-ésima linha com
o bloco formado pelas linhas que a precedem - o que corresponde a (i — 2)-trocas de
pares de linhas & medida que a linha (i — 1) “flutua até chegar a superficie”. Portanto
det(A1j> = (—1)i_2 det Aij
Substitituindo em obtemos a formula pretendida.
(ii) Fixada uma matriz B, considere-se a func¢ao f: M, x,(R) — R definida por

f(A) = det(AB)

Trata-se de uma funcao multilinear e alternante das linhas de A pela definicao do pro-
duto de matrizes e pelas propriedades (i) e (i7) na definigdo de fun¢ao determinante.

Uma vez que f(I,) = det(B), a Observagao [5.8 diz-nos que f(A) = det(A) det(B).
(iii) A expressao diz-nos que
det(AT) = Z Sgn(a)aﬂa) T afa(m = Z sen(0)ao (1)1 ** * Ao(n)n

ocEY, 0EX,
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Seja o': {1,...,n} — {1,...,n} a permutagio inversa de o (isto é, a permutagao
que verifica 07 (0 (i) =i para i =1,...,n). Entao
o(i)=j&i=0"'(j)
e portanto
Ao(1)1 * " Ao(n)n = Alo—1(1) " * " Qno—1(n)
(do lado direito do sinal de igual aparecem as mesmas entradas da matriz que do lado

esquerdo mas por outra ordem; estao agora ordenados pelo primeiro indice, enquanto
que a esquerda estao ordenados pelo segundo). Temos assim

(34) det(AT) = Z sgn(0)a1,-1(1) "+ Ano—1(n)
oEX,
As matrizes A(c) associadas as permutagoes (ver (31))) colocam na coordenada i de um
vetor coluna a coordenada que estava na posicao o(i). Logo o efeito de A(o)A(c™?)
num vetor coluna € colocar na coordenada ¢ a componente x,-1(4(;y) = x;. Portanto

A(o)A(o™) = I, = det(A(0))det A(c™!) = 1 = det(A(0)) = det(A(c™1))

onde a ultima implicacao usa que o determinante de uma matriz de permutacao é
necessariamente +1. Notando que sgn(o) = det A(o) e substituindo em ([34)) temos

det(AT) = Z sgn(a‘l)alaq(l) e ()
o€,

Quando o percorre todos os elementos de ¥,,, 0 mesmo sucede com a sua inversa o~

pelo que a expressao a direita na igualdade acima é exatamente a férmula para
o determinante de A. Isto conclui a demonstracao.
(iv) A férmula no enunciado diz-nos que o produto da linha i da matriz A pela coluna j da
matriz (cof A)T é det(A) se i = j e 0 caso contrario. A expressao para este produto ¢
n n n
> aw((cof A)T )y = am(cof A)j = am(—1)"" det(Aj)
k=1 k=1 k=1
Quando 7 = j, a expressao anterior é a expansao de Laplace para o determinante de
A ao longo da linha 7 e é portanto igual a det A. Para i # j, a expressao € a expansao
de Laplace ao longo da linha j da matriz que se obtém de A repetindo a linha j na
linha ¢, e é portanto igual a 0.

g

Observacao 5.14. E instrutivo pensar em escrever explicitamente a igualdade indicada na
Proposicao ( i) em termos das entradas das matrizes envolvidas. Mesmo para matrizes
3 x 3 a complexidade é enorme! Efcicil no entanto convencer-se que, pelo menos a menos
de sinal, a igualdade se deve verificar:

Atendendo & Proposicao [5.11)(iti), |det A| é o volume do paralelipipedo que tem por
arestas as colunas da matriz A, paralelipipedo este que € a imagem do cubo com arestas
unitdrias em R™ pela transformacgao linear x — Az . Seque-se que a imagem de um cubo
qualquer em R™ por esta transformagao tem volume igual a |det(A)| vezes o volume do
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cubo original. Verdao em Cadlculo 2 que o volume de um subconjunto (razodvel) de R™ se
define aproximando esse conjunto por cubos muito pequenos e passando ao limite. Seque-se
entdo que | det A| é o fator pelo qual a transformacdo linear v — Ax multiplica volumes.
Uma vez que AB € a matriz que representa a composta das transformacoes lineares repre-
sentadas por A e B, seque-se que o fator pela qual AB multiplica volumes € | det(A)|| det(B)].

Exemplo 5.15. Vamos calcular o determinante

usando a expansdo de Laplace. Uma vez que a sequnda linha tem 3 zeros, € mais eficiente
fazer a expansao ao longo dessa linha. Obtemos

0 30 2 30 200 2 0 3
0.(—1)2+1 4 5 7 +0.(_1)2+2 15 7 +1_(_1)2+3 1 4 7 +O-(—1)2+4 1 4 5
8 9 3 193 1 83 1 89

e fazendo agora a expansao de Laplace do unico termo nao nulo ao longo da primeira linha
obtém-se

47
=—2-(=D""| g 4

':—2(4-3—7-8):88.

|
e = )
o =~ O
w g o

5.16. Aplicagao a solugao de sistemas lineares. A férmula para a inversa de uma
matriz em termos do determinante conduz a seguinte féormula explicita para a solugao de
um sistema linear quando a matriz dos coeficiente do sistema é invertivel.

Proposicao 5.17 (Regra de Cramer). Seja A uma matriz n X n invertivel e b uma matriz
n x 1. Entao a componente x; da solucao do sistema linear

Ax =D
¢ dada pela formula

~ detA
onde A; € a matriz que se obtém de A substituindo a coluna i de A por b.

€T

Dem. A componente z; da solucdo do sistema ¢é a i-ésima entrada de A~'b e é portanto

dada por
n
xTr; = Z Cijbj
j=1

onde ¢;; é a entrada ij da matriz A~'. Pelo Coroldrio esta entrada é

o= (—1)"
Al Gl B peag
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pelo que

1 < o
= _ 1) tHIp. y
T; ot A ;:1( 1) b; det(A]Z)

O somatério na expressao anterior é exatamente o desenvolvimento de Laplace ao longo
da coluna i da matriz A; do enunciado. Isto conclui a demonstracao. O

Exemplo 5.18. Vamos achar a coordenada y da solucao do sistema

2x+3y+z2=3

r—y+z=4
rT+2y—z=>
Pela regra de Cramer temos
2 3 1
1 4 1
1 5 -1 11
YTl s 1T
1 -1 1
1 2 -1

5.19. O determinante de uma matriz triangular por blocos. Recorde que uma
matriz quadrada A diz-se triangular superior se a;; = 0 para ¢ > j (isto é se todas as
entradas abaixo da diagonal principal sao nulas) e triangular inferior se a;; = 0 para i < j
(isto é se todas as entradas acima da diagonal principal sao nulas).

Usando a expansao de Laplace e inducao, é imediato verificar que o determinante de
uma matriz triangular (superior ou inferior) é igual ao produto das entradas na diagonal

Moox e
0 A — A A
0 - 0 X\,

Uma generalizagao da tultima propriedade que é muito 1til diz respeito ao calculo de
determinantes de matrizes escritas por blocos.

Proposicao 5.20. O determinante de uma matriz triangular por blocos com blocos qua-
drados na diagonal é o produto dos determinantes dos blocos diagonais

Ay ox - %

0 A

AR P VAR
0 --- 0 A,

Dem. Exercicio. O
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Exemplo 5.21.

1 05 11 6
32 3 27 5
004 2 2 :‘ég’-4-'?i‘:2-4-10:80
000 3 2
000 1 4

5.22. O produto externo de vetores.

Definigao 5.23. Sejam v,w € R3. O produto externo de v e w € o vetor v x w € R?
definido por

€e; €9 eg3
vXwWw = (%1 V2 Vs = (v2w3 — Ugwg)el + (v3w1 — v1w3)62 + (Ulwg — U2w1)63
w1 Wy W3

= (UQ”LU3 — V3W2, V3W1 — V1W3, V1W2 — U2w1)

onde e; designa o i-ésimo vetor da base candnica de R® e a expressio a direita se obtém
expandindo o determinante ao longo da primeira linha.

O determinante que aparece na defini¢ao anterior é apenas uma (boa) mnemdénica, uma
vez que formalmente nao consideramos matrizes que tenham vetores como algumas das suas
entradas. A verdadeira definicao do produto externo sao as expressoes equivalentes que
aparecem a seguir ao determinante mas para efetuar calculos a mnemonica é extremamente
util.

Exemplo 5.24.

€ €z €3
(1, -3, 2) X (5,0, 2) =1 -3 2 = (—6,8, 15)
5 0 2

O produto externo tem inimeras aplicagoes em Matematica e Fisica. Por exemplo, serd
usado em Célculo 2 para calcular fluxos de campos vetoriais através de superficies; em
Mecanica aparece por exemplo na expressao para o momento angular de uma particula em
torno de um ponto, que é dado pela expressao L=7x P com 7 o vetor de posicao e p o
momento linear; finalmente, a Forca de Lorentz a que uma carga elétrica em movimento é
sujeita ao interagir com um campo magnético BéF = qu X B, com v a velocidade e ¢ a
carga da particula em questao.

As propriedades do determinante implicam imediatamente certas propriedades do pro-
duto externo. Vamos usar a notacdo (v,w) para o produto interno de dois vetores de
v,w € R? familiar do ensino secundério e definido por

<(U1, U2, U3)a (wl,wm w3)> = w1 + VW2 + v3wWs3

No Capitulo [7] iremos estudar em detalhe este produto interno assim como as suas genera-
lizagoes a espagos vetoriais reais e complexos.
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Proposicao 5.25 (Propriedades do produto externo). (i) O produto externo € linear em
cada um dos seus argumentos.
(1)) v X w=—w X v
(i1i) v x v =0
Uy U U3
(iv) (u,(vxw))=| v1 v2 w3
w1 Wy W3

Demonstracao. A primeira afirmacao é verdadeira porque o determinante é multilinear, a
segunda porque o determinante troca de sinal quando se trocam linhas, e a terceira porque
o determinante é zero se houver uma linha repetida. A quarta é uma consequéncia das
defini¢oes de produto interno e externo juntamente com a expansao de Laplace ao longo
da primeira linha. O

A Proposicao anterior dd-nos também o significado geométrico do produto externo. De
facto, uma vez que o determinante de uma matriz com linhas repetidas é 0, pela propriedade
(1v) temos

(v, v X W) = (w,v X wy =0

pelo que v X w € ortogonal ao plano gerado por v e w (se v e w sdo colineares, entao as
propriedade (i) e (4i7) dizem-nos que o produto externo é o vetor nulo). Além disso, dada
a interpretacao do determinante como o volume do paralelipipedo temos que

- vXw -
loxwl?=(wxwovxw =- v -
— w —

¢ o volume do paralelipipedo com base o paralelogramo formado por v e w sendo a outra
aresta perpendicular ao paralelogramo com comprimento ||[v X w||. Este volume é a drea
da base vezes o comprimento da aresta perpendicular & base pelo que |[v X w|| € a drea
do paralelogramo com arestas v e w. Note-se que no caso degenerado em que v e w sao
colineares a afirmacao anterior continua a ser valida.

Em suma, quando v, w nao sao colineares, o produto externo v X w é um vetor perpen-
dicular ao plano determinado por v e w, cujo comprimento é a area do paralelogramo com
arestas v e w. Se « for a o angulo entre v e w, a area do paralelogramo é a mesma que
a drea do retangulo com arestas de comprimento ||v|| e ||w| sen« (isto vé-se deslizando a
aresta w ao longo de uma reta paralela a v até que fique perpendicular a v - movimento
que nao afeta a drea do paralelogramo). Portanto

|v x wl|| = ||v]|||w]| sen « com « o angulo entre v e w
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VW
K‘u—mpﬁw.w'm d‘;‘v}i?la dados anfom
NI (W[ sen o ~ Gcea ? - Ao Vv pera W
de Po(a.Ql&Oﬁ"U\MO /ﬂ,;“ P‘“QQSW ﬂr,qr\la
,_j ro duro ¢

do VxW

H& dois vetores com a propriedade que acabamos de descrever, que diferem apenas no
seu sentido. O sentido do produto externo é dado pela regra da mao direita: se colocarmos
a mao direita aberta, com os dedos que nao o polegar juntos apontando na direcao de v e
a rodarmos de modo a que esses dedos apontem para w, o polegar aponta na direcao de
v X w.

A razao pela qual isto é assim prende-se com o significado geométrico do sinal do deter-
minante de uma matriz 3 X 3 invertivel, que é precisamente

o
— vy — | >0 <& wv,v9 e vg satisfazem a regra da mao direita.
-

Nesse caso diz-se que a orientac¢ao do referencial (vq, vy, v3) é positiva. Note-se que o refe-
rencial candnico formado pela base canénica de R? tem esta propriedade. Assim podemos
pensar nos referenciais positivamente orientados como sendo ”semelhantes”ao referencial
habitual.

Para perceber a afirmacao anterior recorde-se que podemos transformar a matriz com
linhas v1, vy e v3 na matriz identidade aplicando o método do Gauss-Jordan. Cada passo
do método consiste numa operagao

que, em termos da matriz dos coeficientes do sistema, corresponde a multiplicacao a es-
querda por uma matriz elementar. No primeiro caso trata-se de uma matriz triangular com
uma unica entrada nao nula fora da diagonal, no segundo caso por uma matriz diagonal
com « na posicao ¢ e 1 nas restantes, e no ultimo por uma matriz de permutagao que troca
as linhas 7 e j. O sinal do determinante da matriz dos coeficientes nao ¢ alterado pelas
operagoes do primeiro tipo, permanece igual ou ¢ alterado pelas do segundo tipo consoante
« é positivo ou negativo, e é sempre alterado por operagdes do terceiro tipo (com i # j).
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Resta agora observar que o efeito que as operacoes tém relativamente a verificagao
da regra da mao direita por um referencial é exatamente o mesmo: operacoes do primeiro
tipo nao tém efeito no que diz respeito a verificacao da regra da mao direita pelas linhas
da matriz; operacoes do segundo tipo nao tém efeito se o > 0 e tém efeito se o < 0; as
operacoes do terceiro tipo tém sempre efeito. Conclui-se que o determinante é positivo sse
as linhas satisfazem a regra da mao direita.

Observagao 5.26. A formula da Defini¢ao pode ser usada para definir o produto
externo de (n — 1) vetores em R™, paran > 1. Sendo eq,...,e, a base candnica de R™ e
vy, ... U,_1 vetores de R™, define-se

el PR en
V] X oo X Uy =

Por exemplo, se n = 2, o produto externo de um inico vetor v € R? dd o vetor que
se obtém de vy rodando 90 graus no sentido hordrio. FEm geral, os argumentos acima
mostram que o produto externo € nulo sse os vetores vi,...,v,_1 forem linearmente de-
pendentes e sendao € perpendicular ao plano (n — 1)-dimensional gerado por vy, ..., v, 1.
Além disso, o comprimento do produto externo é o volume (n — 1)-dimensional do para-
lelipipedo com arestas vy,...,v,_1 e o seu sentido € tal que a orientacao do referencial
(U1 X =+ X Up_1,01,...,0,_1) coincide com a da base candnica de R".

5.27. Exercicios.

1. Qual é a drea da imagem pela fungao f(z,y) = (z + 2y, 3z — y) do paralelogramo com

vértice na origem e arestas (1,3) e (2,5)7

2. Calcule os seguintes determinantes indicando se as matrizes em questao sao invertiveis

12 1 7
12 1
@2 w32 ] @ P2
31 A 1 4 3 2
12 1 7
0o 1 o 20 1 1 6
el 01 -1 5 1
(@) @00 3 2 -3
01 3 0
R 00 0 7 1
00 0 0 -1

(f) Uma matriz n x n tal que a soma das entradas de cada linha seja 0.

Resolucao.
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3. Calcule o seguinte determinante usando o método de Gauss para reduzir o cédlculo ao
do determinante de uma matriz triangular

0 -1 1 1 0
1 1 -1 2 1
-1 0 3 2 -3
-2 1 0 1 1
1 0 2 0 -1
4. Sendo A = [ _11 ? } e B= [ _01 ?)) },calcule det(ATB72ABT A72(AT)3). [Resolugao.
-1 2 1
5. Considere a matriz A= | 1 2 —1 | Mostre que ndo existe uma matriz (real) B tal
1 4 3
que A = BBT nem tal que A = B2,
a 0 b ¢ .
d 2 e f ¢ ‘ l
6. Sabendo que g 0 h i = 6, determine | b —3c h —3i k — 3l | |Resolugao.
0 ko 2a 2g 27
7. Sem calcular o determinante, ache o coeficiente de 2® nas seguintes expressoes
z 1 1 =2
b -10 z 0
(@) | = 2z -1 (b)
1 4 3 0 =z —x 1
v —z 3 1 1
8. (O determinante de Vandermonde). Sejam z, ..., x, escalares. Mostre que
1z, 2 o
1 oz a3 ay
: = (v —a1) (T — 1) (W3 —T2) -+ - (1) — T2) -+ (T — Tpp1)
L 2oy @y Tp
1z, 22 !

9.

pelo que o determinante se anula se e s6 se x; = x; para algum 7 # j.
Sugestao: Sendo C; a coluna i da matriz, subtraia x1Cp_1 a C,, depois x1Cy,_o a C,_1,
e assim por diante de forma a ficar com uma expressao para o determinante pretendido

dada pelo determinante de uma matriz em que a primeira linha é (1,0,...,0). Use as
propriedades do determinante e indugao.
0 1 1 -2
. . -1 0 2 0 .
Calcule a entrada 23 da inversa da matriz 0 1 0 1 Resolucao.
1 -1 1 1
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10. Seja A € M« (K). O trago de A é a soma das entradas diagonais da matriz.
trA:a11+a22+...+ann

(a) Mostre que dadas A, B € M,,«,(K) temos tr(AB) = tr(BA).
(b) Usando a alinea anterior conclua que se S é invertivel, entao tr(SAS™!) = tr(A).

11. Considere uma fungao A: R — My, (R) definida por

At) = lay (O

portanto A consiste em kl fungoes reais de variavel real ¢ — a;;(t). Define-se a derivada

de A(t) entrada a entrada. Isto é, A é diferencidvel se cada a;;(t) é diferenciavel e entao

A'(t) é, por definigao, [a;(t)].

(a) Mostre que a regra de derivagdo do produto se mantém, isto é que dadas duas
fungoes matriciais A(t) e B(t) entao

d
dt
(b) Mostre que se A: R — M,,».,(R) é diferencidvel em t = 0 e A(0) = I,, entéo

(A(t)B(t)) = A'(t)B(t) + A(t) B'(t)

d

7 (det A(t))|t:0 = tr A’(0)
Sugestao: Use a expressao para o determinante em termos de uma soma indexada
por permutagoes e considere primeiro o caso em que as fungoes a;;(t) sao afins (isto
¢ da forma a+ ft com o, 5 € R).

. L B
12. Mostre que o determinante da matriz triangular por blocos [ } (com A e C

0 C
matrizes quadradas) é igual a det(A) det(C).
Sugestao: Considere a fungcao multilinear das linhas de C' definida por
A B

Aproveite para calcular os seguintes determinantes

21 =5 4 10 7
21 =5 4 10
12 -1 -1 -3 8
03 6 -1 -3
. .10 0 -2 3 =3
i)jo 7 8 -2 3 (ii)
00 0 -2 1 3
00 0 1 3
00 0 3 1 00 0 0 2 1
o0 0 o0 1 4

Resolucao.
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13. Considere uma matriz por blocos [ é 15) } com A e D quadradas e A invertivel. Mostre

que

A B _
‘ c D ‘ = det(A) det(-CA™'B + D)
Sugestao: Multiplique a matriz [ é g } por uma matriz da forma é )I( apro-

priada de formﬂ a que o produto seja uma matriz triangular inferior por blocos.
14. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Uma funcao h: V xV — K diz-se bilinear se
para cada v € V, as fungdes w +— h(v,w) e w — h(w,v) sao lineares (isto é, pertencem
ao dual de V). Diz-se também que um tal h é uma forma bilinear.
(a) Sendo B = (vy,...,v,) uma base ordenada para V com n elementos, mostre que
existe uma tunica matriz A € M,,,(K) tal que

h(v,w) = [v]pAlw]p
Diz-se que a matriz A representa a funcao bilinear i com respeito a base B.
(b) Considere a fungao de h: V' — V* de V para o seu dual, definida por
v = h(v,-)

Mostre que se trata de uma transformacao linear que é representada pela matriz
transposta a da alinea (a) quando se toma para base de V* a base B* dual H a
base B de V.

(c) Diz-se que a forma bilinear h: V x V — K é nao degenerada se

h(v,w) = 0 para todo o w = v =0

Mostre que h é nao degenerada se e sé se a transformacio linear & da alinea an-
terior é um isomorfismo. Portanto uma forma bilinear ndao degenerada dd uma
identificacao de um espago vetorial com o seu dual.

(d) Determine a matriz que representa a funcao bilinear h: R? x R® — R definida por

h((x,y, 2), (u,v,w)) = zu + 3zw — yv + 2yw + Syu — 3zu + zw

com respeito & base canénica de R?. Esta forma é nao-degenerada?

Resolucao.

15. Usando a regra de Cramer determine a componente y da solugao do sistema linear

rT4+2y—z=2
r—y+3z=1
r—22=1

Resolucao.

2lEssencialmente estd a aproveitar-se o facto de A ser invertivel para eliminar B com operagoes elemen-
tares sobre as colunas.

22V/er o exercicio 4



116 ALGEBRA LINEAR

16. Calcule os seguintes produtos externos
(i) (1,0,2) x (2,0,1)
(ii) (1,—1,1) x (1,2,4)
(111) (2’(}1 -+ 31}2) X (—Ul + ’U2>

17. Use o produto externo para achar a equacao cartesiana do plano que passa pelo ponto
(0,1,3) e que é paralelo a L({(1,1,2),(—1,0,1)}).

18. Seja u = (a, b, c) e considere a transformacio linear T: R? — R? definida por T'(v) =
u X v. Determine a representacao matricial de T' com respeito & base candnica de R3.

19. Dados u,v,w € R?, mostre que u x (v X w) = (u, w)v — {u, v)w.

20. Os quaternioes. A multiplicacao dos nimeros complexos pode ser vista como uma
multiplicacao de vetores de R%. Em 1843, depois de tentar durante 20 anos encontrar
uma multiplicacao de vetores de R? com propriedades analogas as dos ntimeros comple-
xo0s, Hamilton descobriu a seguinte multiplicacio em R* que, com esta multiplicacio se
designa por conjunto dos quaternioes ou nimeros de Hamilton.

Escrevemos um elemento (¢, z,y, 2) € R* como ¢t +v com v = (z,y, 2) € R3. t chama-
se a parte real do quaterniao ¢ =t + v e v chama-se a parte vetorial de q. Define-se o
produto de dois quaternioes pela férmulam

(36) (t+v) - (s+w)=(ts — (v,w)) + (tw + sv + v X W)

(a) Considere os quaternides com parte real nula i = 0+ (1,0,0), j = 0+ (0,1,0) e
k =0+ (0,0,1). Verifique que a férmula implica as relacoes

2=j?=k?=-1, ij=k=—ji, jk=i=-kj, ki=j=—ik.

Reciprocamente, as relacoes acima juntamente com o requerimento que a multi-
plicacao dos quaternioes com parte vetorial nula coincida com a multiplicacao dos
numeros reais e que o produto seja linear sobre os reais em cada uma das variaveis
implicam a férmula (36)).

(b) Verifique que os quaternioes da forma a+ bi sdo uma cépia dos ntiimeros complexos.

(¢c) Verifique que a multiplicacao dada por ¢ associativa e tem 1+ 0 como elemento
neutro mas nao é comutativa.

(d) Define-se o conjugado de ¢ =t + v por § =t — v e o comprimento (ou norma) de ¢

por ||g|| = /% + ||v]|2. Mostre que se ¢ # 0 entdo ¢ tem um inverso multiplicativo
dado pela férmula
1 q
q —=
lall®

Resolucao.

23Foi esta multiplicacdo dos quaternides que deu origem ao produto interno e externo de vetores de R?
e a formulacao inicial das leis do Eletromagnetismo por Maxwell era inteiramente em termos de operagoes
com quaternides!
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6. ENDOMORFISMOS

Vamos agora iniciar um estudo detalhado das transformacoes lineares T: V' — V em que
o espaco de chegada é o mesmo que o espaco de partida. Estas transformacoes designam-se
por endomorfismos (do grego endon - dentro) porque aplicam o espago V' para dentro de
si préprio.

Estas transformagoes desempenham um papel especialmente importante na Matematica
e nas suas aplicagdes, em parte porque codificam simetrias (por exemplo rotagoes do espago
R3), e talvez principalmente, porque podem ser usadas para descrever evolucao temporal:
se o vetor v € V codificar o estado de um sistema, podemos por vezes codificar o estado
desse sistema apés a passagem de uma unidade de tempo por T'(v), apds outra unidade de
tempo por T?(v) = T(T(v)), etc...

Exemplo 6.1. Suponhamos que um vetor (z,y) € R? codifica o estado de um sistema e
que a evolugcao apos uma unidade de tempo ¢ descrita pela transformacao linear

T(x,y) = (2, %)

Para todo on € Z temos T"(x,y) = (2"x, 55) pelo que os estados atingidos por um sistema
com estado inicial (zo,yo) fora dos eizos sao todos pontos da hipérbole xy = xoyo. Quando

n — 400 o estado tende para oo ao longo do eizo dos xx (quando xy € 0, converge para

(0,0)).

Exemplo 6.2. (Cadeias de Markov) Suponhamos que um sistema tem n estados possiveis
e que temos uma populacdo de tais sistemas. Seja x; a percentagem da populacdo que
se encontra no estado © e suponhamos que podemos determinar a probabilidade p;; de, ao
longo de uma unidade de tempo, um sistema evoluir do estado j para o estado i.

Por exemplo os sistemas podem ser pessoas, os estados podem ser 1-viver em Lisboa,
2-viver fora de Lisboa; x1 € entdao a percentagem da populacdo que vive em Lisboa e xo =
1 —xy. Se cada ano, 3% da populacao se mudar para fora de Lisboa e 1% da populagao
exterior se mudar para Lisboa, a evolu¢ao anual da distribuicdo da populacao € codificada

pela operacao
To 0.03 0.99 To
Note-se que uma matriz n X n com entradas p;; construida pelo procedimento descrito

acima tem entradas todas nao negativas e que a soma dos elementos em cada coluna € 1.
Uma tal matriz chama-se uma matriz de Markov.

6.3. Subespacgos invariantes. Para analisar um endomorfismo 7: V' — V vamos usar
uma tatica habitual em matematica: decompor 7" em objetos da mesma natureza, mas tao
simples quanto possivel.

Definicao 6.4. Seja T: V — V um endomorfismo. Um subespaco vetorial W C V' diz-se
um subespago invariante de T" se T(W) C W.

Exemplo 6.5.
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(i) Se T: R* — R® ¢ uma rotagio de um dngulo o em torno de um eizo L que passe
pela origem, tanto o eixo L como o plano perpendicular que passa pela origem sao
subespacgos invariantes.

o) |
(-39 cotel) "\t (sw, tenat)
<
d (1,0)

Concretamente, no caso em que o eixo € o dos zz, temos

T cosae —sena 0 T
y | — | sena cosa O Y
z 0 0 1 z

e claramente Wi = {(z,4,0): z,y € R} e Wy = {(0,0,2): z € R} sdo subespacos
muariantes.

(i1) Para qualquer endomorfismo T: V — V temos que {0} e V sdo espagos invariantes,
ditos triviais. Ezemplos mais interessantes sao o nicleo N(T') e a imagem Im(T).
De facto, T(N(T)) = {0} € N(T) e claramente T(Im(T")) C Im(T).

(iii) Dado v € V', consideremos o conjunto S = {v,T(v),T*(v),...} C V. Entao L(S) C
V' € um subespaco invariante: de facto, dado

agv + ... + o, T"(v) € L(S)
temos
T(agv + ...+, T"(v)) = agT(v) + ...+, 7" (v) € L(S)
Este espaco chama-se o subespaco ciclico determinado pelo vetor v € V.

Recorde da Proposicao [3.40| que um espaco V' se diz a soma direta de dois subespacgos
Wi, Wo CVseV =W, +WyeW NnW, ={0}. Nesse caso escrevemos V = W; @ Wj.
Cada vetor de V pode entao decompor-se de forma tinica como a soma de um vetor de W;
e de um vetor de W5. No Exemplo (i) acima, o espaco R? é a soma direta do eixo de
rotacao e do plano ortogonal ao eixo.

Se conseguirmos decompor V' como uma soma direta W; @& Wy de espagos invariantes,
entao sendo T = Ty, : Wi — Wi, Ty = Tiw,: Wy — W, as transformacoes induzidas
por T nos subespagos invariantes teremos, em termos da decomposi¢ao tinica de um vetor
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veV comoasomav=x+ycomazxeW eyecW,
T(x+y) =Ti(z) + Ta(y)

e a analise do comportamento de T' reduz-se a analise do comportamento de T} e T5.
Podemos pensar neste processo como uma ”separagao de variaveis”: o comportamento de
T como funcao das duas variaveis z e y é completamente determinado pelo comportamento
de duas fungoes de apenas uma variavel.

Indutivamente podemos tentar decompor analogamente 77 e Ty até que isso deixe de ser
possivel, ou seja até expressar 7" como uma soma direta de endomorfismos ”atémicos”. O
nosso objetivo vai ser descrever estes ultimos. Os detalhes de como fazer isso dependem
muito do corpo de base K pois, como iremos ver, este problema estd fortemente relacionado
com o problema de fatorizar polinémios com coeficientes no corpo. Por questoes de tempo
teremos de nos concentrar nos casos em que o corpo é R ou C mas tentaremos dar alguma
indicacao de como o problema se pode resolver em geral.

6.6. Valores proprios e vetores proéprios. Os subespagos invariantes (nao triviais)
mais simples sao os que tém dimensao 1. Se v for um elemento nao nulo de um tal espaco,
teremos necessariamente 7'(v) = Av para algum escalar \.

Definigao 6.7. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K e T: V- — V um endomorfismo.
Um vetor nao nulo v € V \ {0} diz-se um vetor préprio de T se eziste A\ € K tal que
T(v) = Av. Nesse caso \ diz-se um valor proprio de T' associado ao vetor proprio v.

Também podemos falar de valores e vetores préprios de uma matriz A € M, ., (K): sdo
os vetores e valores préprios do endomorfismo de K" que é representado na base candnica
por A.

Exemplo 6.8. (i) Um vetor nio nulo sequndo um eizo de uma rotacio de R® € um vetor
proprio com valor proprio 1.

(i) Se P:V — V € uma projecdo (isto é se P> = P cf. Ezercicio 4125) entdo todos os
vetores nao nulos do plano de projecao Im(P) sao vetores préprios com valor prdprio
1.

(11i) Os vetores nao nulos do nicleo N(T) (se ezistirem) sao vetores préprios de T com
valor proprio 0.

(iv) Seja V.= C*®(R) o espaco vetorial das fungoes reais de varidvel real indefinidamente
diferencidveis e D:V — V a operagao de derivagao definida por D(f) = f'. Todos
0s numeros reais \ sao valores proprios de D. Os vetores proprios correspondentes a
\ sdo as fungoes exponenciais ce™ com ¢ # 0 (cf. Exercicio 4.@).

Uma vez que
T(w) =M< T(w)=Aldw) < (T —A1d)(v) =0

vemos que A é um valor préprio se e s6 se N(T — A1d) # {0}. Desde que V tenha
dimensao finita, é possivel determinar os valores préprios e vetores proprios recorrendo
ao determinante: escolhendo uma base B para V e considerando a matriz A = Arpp a
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condicao acima traduz-se em
N(A— M) #{0} & (A— AI) nao é invertivel < det(A — AI) =0
Quando det(A — AI) = 0, os elementos nao nulos de N(A — AI) corresponderao aos vetores

préprios associados a .

Exemplo 6.9. Consideremos a transformacao linear T: R* — R? definida por T(x,y) =
(x +2y,2z 4+ y). Considerando a base candnica temos

1—-X 2
PV N
Esta matriz nao € invertivel exatamente quando

1—A 2

9 1_1\ =0 (1-A)?—-4=0&XA=—1ou)=23.

Sao estes os valores proprios de T'. Os vetores proprios de A = —1 sao os elementos nao

nulos de N(A+1):

(A+I)v:0<:>[§ ;] {Z]:O@b:—a

ou seja, os vetores da forma a(l,—1) com a # 0. Analogamente, os vetores proprios de
A = 3 (os elementos nao nulos do nicleo de A — 31) sdo os vetores da forma a(1,1) com
a # 0.

Os wvetores v = (1,1) e vy = (1,—1) formam uma base de R? em termos da qual é
extremamente simples compreender o efeito que a transformacdo linear T tem sobre os
vetores de R?: Ao longo da direcio de vy (a diagonal do primeiro quadrante) T expande
por um fator de 3, enquanto que na direcdo ortogonal, (a diagonal do quarto quadrante),
T reflete. Com base nisto é facil descrever o efeito que T teria num desenho qualquer no

plano (ver figura).

@.
W
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Note-se ainda que, uma vez que T(vy) = 3v; e T(vy) = —vq, a representagdo matricial de
T com respeito a base B = (vy,vy) € diagonal:

3 0
AT,B,B = |: 0 —1 :|

Definicao 6.10. Um endomorfismo T: V. — V diz-se diagonalizavel se existe uma base
para V' constituida por vetores préprios de T. Uma matriz A € My, (K) diz-se diagona-
lizdvel, se a transformagdo linear de K™ representada por A (com respeito a base candnica)
¢ diagonalizdvel.

A razao da palavra diagonalizavel é, claro, que a representacao de uma transformacao
linear diagonalizdvel numa base B = (vq,...,v,) formada por vetores préprios é uma
matriz diagonal

)\1 0 0

onde \; é o valor proprio associado a v;. Note-se que os valores préprios nao sao necessa-
riamente distintos dois a dois.

Uma matriz quadrada A é diagonalizavel se existe uma matriz invertivel S (uma matriz
de mudanca de coordenadas de uma base formada por vetores proprios de A para a base
canénica cf. Exercicio 424(a)) tal que A = SDS™! com D uma matriz diagonal (que tem
como entradas nao nulas valores préprios de A). Diz-se que A é semelhante a uma matriz
diagonal.

Recorde-se a nossa estratégia de decompor um endomorfismo 7' como uma soma direta
de endomorfismos ”atémicos”. Um endomorfismo T: V' — V é diagonalizavel se V se
decompode numa soma direta de espacos invariantes de dimensao 1. Neste caso a nossa
estratégia ¢ bem sucedida.

Pode, no entanto, haver algo de arbitrario na decomposicao assim obtida. Se na base
formada por vetores proprios houver mais do que um vetor préprio associado a um valor
préprio A podemos substituir esses vetores por qualquer outra base para o subespaco que
eles geram.

Definicao 6.11. Seja T: V — V um endomorfismo. O espago proprio associado ao valor
proprio A de T €

E(\) = N(T — \1d)
A dimensao de E(X) chama-se a multiplicidade geométrica de A.

O espaco proprio de A é o conjunto de todos os vetores préprios de A juntamente com
o vetor 0. A multiplicidade geométrica de A é o nimero maximo de vetores proprios de A
linearmente independentes que conseguimos obter. Note-se que E(0) é o nicleo de T'.

Pela Proposicao [3.40, um endomorfismo 7' de um espacgo vetorial finitamente gerado é
diagonalizavel se e s6 se existem valores proprios A, ..., Ay distintos de T tais que

V=EM)&..oEM\)
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A restrigao de T a cada um dos espagos F(A) é simplesmente a operagao de multiplicacao
por A\. Quando alguma das multiplicidades geométricas é maior do que um, esta decom-
posicao é mais natural que a decomposicao em espacos de dimensao 1 determinada por
uma escolha de bases para cada um dos espagos proprios.

Exemplo 6.12. Seja T: R®> — R3 a transformacado linear definida por
T(x,y,z) = Bz —y+2,2y,x —y+3z2)
Sendo A a matriz que representa T' na base candnica temos
33— —1 1
det(A—AI) = 0 2—X 0
1 -1 3-A
= B-M)2-N-2-N=2-M)((-3-1)
Portanto a matriz A— X tem caracteristica < 3 se e s6 se \=2 ou (A—3)? =1 A\ =2
ou A = 4. Os valores proprios sao portanto 2 e 4. Os vetores proprios de 2 sao as solucoes
de (A—2I)v=0:
1 -1 1 a
0 0 0 b|=0&b=a+c
1 -1 1 c

Os wvetores proprios de 2 sao portanto os vetores ndo nulos da forma (a,a + ¢, c) pelo que
E(2) = L({(1,1,0),(0,1,1)}). Os vetores préprios de 4 sao as solugoes de

-1 -1 1 a
h—

0 -2 0 b :0<:>{ 0

1 -1 -1 c c=da
Temos portanto E(4) = L({(1,0,1)}). Escrevendo v; = (1,1,0),v, = (0,1,1) e v3 =
(1,0,1) e tomando B = (v1,vq,v3) temos que
2
0
0 0 4

Temos R® = E(2) @ E(4). No subespago invariante E(2) o efeito de T é multiplicar por 2,
enquanto que em E(4) € multiplicar por 4. A multiplicidade geométrica do valor proprio 2
¢ 2, enquanto que a multiplicidade geométrica do valor proprio 4 € 1.

0 0
Arpp = 2 0

Exemplo 6.13. Uma projecio, isto é um endomorfismo P:V — V tal que P?> = P, é
diagonalizdvel. De facto, vimos no Exercicio 4|25 que V' se decompée como a soma direta
N(P)®Im(P). Uma vez que N(P) € o espago proprio de 0 e que Im(P) € o espago préprio
de 1 temosV = E(0)® E(1). A multiplicidade geométrica de 0 € a dimensao do nicleo (ou
nulidade) de P. A multiplicidade geométrica de 1 é a dimensao de Im(P) (ou caracteristica

de P).

Infelizmente, nem sempre é possivel diagonalizar uma transformacao linear. Na reali-
dade, nem é garantido que exista algum vetor préprio!
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Exemplo 6.14. E geometricamente obvio (e facil de confirmar algebricamente) que, desde
que o ndo seja um mailtiplo de 7, a rotagdo R,: R? — R? determinada (na base candnica,)
pela matriz

cosa  —sena

sena  Cos

nao tem qualquer vetor proprio (nao hd nenhuma dire¢do do plano que permanega invari-
ante pela rotagdo).

6.15. Existéncia de valores proéprios. E no entanto um resultado bésico da Algebra
Linear que um endomorfismo de um espago vetorial complexo (de dimensao finita) tem
sempre um valor proprio. Esta afirmacao é uma consequéncia do seguinte Teorema cuja
demonstracao, por involver Anélise (ou entao Algebra mais avangada), serd omitida. As
pessoas de Matematica verao uma demonstracao extremamente elegante para o ano na
cadeira de Introdugao a Analise Complexa.

Teorema 6.16 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo o polinémio nao constante
(37) p(z) = ag + a1z + ... + apx®

com coeficientes a; € C tem uma raiz compleza. Isto €, existe zy € C tal que p(zg) = 0.

Observagao 6.17. (i) O Teorema Fundamental da Algebm implica facilmente por
inducao que, assumindo ay # 0, o polinomio pode ser escrito de forma unica a
menos de troca de ordem dos fatores na forma

(38) ap(x — )™ (X — A)" - (= M)

com \; € C distintos, e n; nimeros naturais. Os nimeros \; na expressio (38|) sao
as raizes do polindmio p(x). O expoente n; diz-se a multiplicidade da raiz \;.

Vemos assim que o Teorema Fundamental da Algebm ¢ andlogo ao Teorema Fun-
damental da Aritmética que diz que qualquer nimero natural maior do que 1 se pode
escrever de forma unica como um produto de poténcias de niumeros primos a menos
de troca da ordem dos fatores.

(1) Um corpo K diz-se algebricamente fechado se todo o polinomio de grau > 0 com
coeficientes em K tem uma raiz em K. O Teorema afirma que C € algebrica-
mente fechado. Todos os resultados desta seccdo enunciados para espacos vetoriais
complexos sao verdade mais geralmente (com a mesma demonstra¢ao) para espagos
vetoriais sobre corpos algebricamente fechados.

Teorema 6.18. Seja V' # {0} um espago vetorial complexo de dimensao finita e T:V —V
um endomorfismo. Entao T tem um valor proprio.

Dem. Vamos dar duas demonstracoes, uma usando o determinante e outra que tem inte-
resse conceptual e nao usa o determinante.

Primeira demonstragao: Seja B = (vy,...,v,) uma base para V e A = Arpp €
M, «n(C) a representacao matricial de T' com respeito a esta base. Os valores préprios de
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T sdo os valores de A para os quais det(A — A\I) = 0. Temos

a;; — A a2 te A1n
a21 gy — A - Q2n,
det(A — \I) = _
an1 (02%%)) e App — /\

Se aplicarmos a féormula para o determinante, cada parcela nesta férmula é um po-
linémio em A (de grau < n). A tnica parcela de grau exatamente n é o produto das
entradas ao longo da diagonal principal (a;3 — A) - - (@pn, — A). O coeficiente de A" é (—1)"
pelo que o termo de grau n no polinémio p(A\) = det(A — AI) é (—1)"A". Em particular
p(A) ndo é um polinémio constante. O Teorema Fundamental da Algebra garante que
p(A) tem pelo menos uma raiz, pelo que T' tem pelo menos um valor préprio.
Segunda demonstragao: Seja v € V' \ {0} um vetor ndao nulo. Seja k o maior inteiro
nao negativo tal que

Se={v,Tw,..., T")}
¢ um conjunto linearmente independente de vetores distintos. Este niimero existe porque
So = {v} é linearmente independente (logo o conjunto dos inteiros k para os quais Sy é
linearmente independente é nao vazio) e porque todo o subconjunto de V' com 1+ dim V'
elementos é linearmente dependente (logo k& < dim(V') — 1). Temos entao

T W) = agv + a1 T(v) + ... + axT*(v)

para alguns a; € C. Podemos escrever a expressao anterior na forma

(39) (TF — aq,T" — ... — ayT — agId)(v) =0
Seja A uma rafz do polinémio p(x) = ¥t —apa® — ... — a1x — agy (que existe pelo Teorema
Fundamental da Algebra). Entao

p(x) = 2" — a2t — . — a1 —ag = (2 — N (2" + b1 2" 4 b+ by)

para alguns by, ...,bx_1 € C. Aplicando esta fatorizacdao a (39) (o que podemos fazer
pela distributividade da composicao de transformacoes lineares com respeito a soma cf.

Proposigao [4.21]) obtemos

(T — MNA)(T* + b T+ 4+ 0T + by Id)(v) =0
Seja w = (T* + by TF 1 + ...+ b,T + by 1d)(v) = T*(v) + b1 T* 1 (v) + ... + byv. Como
Sy ¢é linearmente independente temos que w # 0. Uma vez que (T'— AId)w = 0 conclui-se
que A é um valor préprio de T Il

Exemplo 6.19. Consideremos o endomorfismo de C? determinado pela matriz R, do
Exemplo[6.14 Recorde-se que estamos a assuir que sena # 0. Temos

2

cos(a) = A —sena | _ (cosa — A)? + sen?a

det(Fo = AT) = sen « cos(a) — A

Os wvalores proprios de R, sao as raizes deste polinomio do sequndo grau:

A =cosa tisena
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Um wvetor proprio de cosa + isena € um elemento nao nulo do nicleo de R, — (cosa +
isena)ld:

(Ro — (cosa+isena)ld)(v) =0 &

—¢seno —sen o a
seno  —iseno b

}:()@bz—ia

O espago proprio E(cosa+isena) € portanto gerado pelo vetor (1, —i). Da mesma forma
vemos que (1,4) gera o espago préprio E(cosa — isen «).

Observacao 6.20. Nao € uma coincidéncia que os valores proprios e vetores proprios do
exemplo anterior sejam conjugados. Dados dois numeros complexos zq, z3, temos z1z3 =
Z1Z9 € 21 + 23 = Z1 + Z3, logo, se A € uma matriz n X n real (portanto A= A)eveCn
¢ tal que Av = v entdo AU = M\v. Assim, os valores (e vetores) préprios complezos
de um endomorfismo de C" representado por uma matriz com entradas reais ocorrem em
pares conjugados. FEsta observacao facilita o cdlculo dos valores e vetores proprios nesta
situacgao.

Vejamos um exemplo concreto do procedimento utilizado na segunda demonstracao do
Teorema 16.18l

Exemplo 6.21. Consideremos a transformagdo linear T(x,y) = (x + 2y,2z +y). Con-
siderando o vetor v = (1,0) temos T'(v) = (1,2). Assim v e T(v) formam uma base para
R%. Uma vez que T?*(v) = T(1,2) = (5,4) = 3v + 2T (v) temos

(T? — 2T — 31d)(v) = 0

As raizes do polindmio 2* —2x — 3 sdox =3 e x = —1. A equacdo acima pode portanto
escrever-se na forma

(T —=31d)(T +1d)(v) =0  ou equivalentemente (T + 1d)(T — 31d)(v) =0

Segue-se que (T +1d)(1,0) = (1,2) + (1,0) = ( ,2) € um vetor préprio com valor proprio
3 e que (T —31d)(1,0) = (1,2) — 3(1,0) = (—2,2) é um vetor préprio com valor préprio
—1.

Experimente fazer a conta acima com outro vetor inicial v. O que conclui?

Observacao 6.22. Vale a pena sublinhar outra ideia utilizada na seqgunda demonstragao do
Teorema[6.18. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K e T: V' — V um endomorfismo.
Dado um polinémio p(x) = ag + a1x + ... + apz® com coeficientes a; € K, p(x) determina
um endomorfismo

p(T) =agld+a, T+ ... +a TV =V
Uma vez que a composicao de transformacoes lineares € linear em cada argumento e as

poténcias de T comutam entre si, uma fatorizagao p(x) = q(x)r(z) determina uma fato-
riza¢ao p(T) = q(T) o r(T) da transformagao linear p(T).
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6.23. O determinante de um endomorfismo e o polinémio caracteristico. A pri-
meira demonstracao do Teorema fez uso de um polinémio associado a um endomor-
fismo de um espago vetorial de dimensao finita V. Comecamos por notar que este polinémio
¢ independente da escolha de base B usada na sua definicao.

Definicao 6.24. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e T:V — V um endo-
morfismo. Sendo B uma base ordenada qualquer de V definimos o determinante de T’
por

det (T) = det(AT7B7B)

Temos que verificar que o escalar det(7") é independente da escolha de B: se B’ é outra
base para V e S = Sp_,p a matriz de mudanca de coordenadas entao

Arp g = SAT,B,BS_1

e portanto

det(A;nB/,B/) = det(S) det(AT7B7B) det(S_l) = det(S) det(AT,B,B) = det(AT,B,B)

det(5)
Infelizmente, nao seria neste momento facil explicar-vos como definir intrinsecamente o
determinante de um endomorfismo sem apelar as representacoes matriciais pelo que a
Definigao terd de servir.

Uma vez que o determinante deteta a invertibilidade de um endomorfismo (7" é invertivel
se e 86 se Ar p p ¢ invertivel para qualquer base B se e s6 se det A7 g g # 0) podemos usar
o determinante para calcular os valores proprios de um endomorfismo 7', como foi feito na
primeira demonstragao do Teorema [6.18|

Definicao 6.25. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e T: V —
V' um endomorfismo. O polinémio caracteristico de T' é o polindmio (com coeficientes em
K) definido por

p(N) = det(T — A1d)

O polinémio caracteristico de uma matriz quadrada A € M,,.,,(K) é o polinémio carac-
teristico da transformacao linear representada por A na base candnica de K", ou seja,

p(\) = det(A — \I)

Note-se que o termo constante do polindmio caracteristico (que é igual a p(0)) é o deter-
minante de 7.

Exemplo 6.26. O polinomio caracteristico da matriz

3 090 =1
T
A= |1 2
; 005 0
00 0 -1
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N

-2 0 -3 0

S R R
e I e N AR Ly

0 0 0 —1-2X\

= =D\ =4 +4) =N -1)(\—-2)?

Este polinomio anula-se quando A\ = 2 ou A = +1. Sao portanto estes os valores proprios

de A.

Registamos um par de propriedades imediatas do polinémio caracteristico de um endo-
morfismo de um espago vetorial de dimensao finita (sobre um corpo qualquer, nao neces-
sariamente o dos nimeros complexos).

Proposicao 6.27. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, T:V — V um endo-
morfismo, e p(A) o seu polinémio caracteristico.

(a) Sendo n = dim V', o polindmio caracteristico é da forma
p(A) = (=1)"\" +ap, A"+ .. +ag

e portanto tem grau n.
(b) As raizes do polinémio caracteristico de T' sao os valores prdprios de T

Dem. (a) O argumento utilizado na primeira demonstragao do Teorema aplica-se li-
teralmente.

(b) Conforme j& explicdmos, A é um valor préprio se e s6 se (T'— AId) nao é invertivel, o
que acontece sse p(A) = 0.

i

6.28. O algoritmo PageRank. Vamos agora fazer um pequeno interlidio para discutir
uma aplicacao famosa do conceito de vetor proprio. Consideremos uma internet com apenas
trés paginas ligadas de acordo com o diagrama

-}
\//
@]

Como no Exemplo [6.2] podemos considerar a populacao de todos os internautas e atribuir
a cada um o estado ¢ num dado instante se estiverem a visitar a pagina i. Sejam nq, no
e ng o numero de pessoas em cada pagina num dado instante. Se cada pessoa clicar num
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link ao acaso em cada pagina, a distribuicao das pessoas pelas paginas no instante seguinte
seria

0 % % nq
1 % 0 %)
03 51 L[m

A entrada ij da matriz é a probabilidade de uma internauta que estd na pagina j carregar
numa ligagao que a leva a pagina 7, e é portanto igual a Z((]—]Z)) onde £(j,7) é o nimero de
ligagbes que une a pégina j a pagina ¢ e £(j) é o nimero de total de ligagoes de j para
outras paginas

Esta matriz que descreve a evolugao temporal do nosso sistema ¢ uma matriz de Markov
(cf. Exemplo : as entradas sao nao negativas porque codificam probabilidades e a soma
das entradas de cada coluna é 1 (porque é a soma das probabilidades de ir parar a cada
destino possivel partindo da pagina correspondente a coluna).

Quando é que o numero de internautas em cada pagina permanece constante ao longo
do tempo? Quando o vetor (ny,ny, n3) é um vetor proprio da matriz

0 1 2

(40) 1 1§
Oil

2 3

com valor proprio 1. Um tal vetor proprio existe necessariamente porque a soma das
entradas de cada coluna é um! De facto, isto significa exatamente que (1,1, 1) é um vetor
préprio da matriz transposta, com valor proprio 1. Uma vez que as dimensoes dos espacos
das linhas e colunas de uma matriz quadrada coincidem, a caracteristica de A — \1d e de
(A—XId)T = AT — \1d coincidem. Isto implica que os conjuntos de valores préprios de A
e AT coincidem.

Pode mostrar-se que existe necessariamente um vetor proprio de 1 com componentes
todas nao negativas, e (com bastante generalidade) que se normalizarmos os vetores que
indicam o estado das paginas de modo a que a soma das entradaﬂ seja 1, o limite quando
o tempo tende para oo do estado do sistema é o vetor préprio de 1 (normalizado), que é
unico.

Mais precisamente, se A é a matriz que controla a transi¢ao entre estados e (py, pa2, p3)
¢ um estado inicial qualquer (com p; > 0 e p; + ps + p3 = 1), temos

D1
lim A% | po | =0
k—oo

b3

com v o Unico vetor proprio de 1 com entradas nao negativas cuja soma é 1. Pode mostrar-
se que (com grande generalidade) o significado das componentes de v é a seguinte: v; é a
percentagem do tempo que uma internauta surfando ao acaso naquelas paginas passaria

248e uma péagina nao tem ligagdes para outras assume-se que tem uma ligacao para cada pagina.
25Tsto corresponde a considerar a percentagem dos internautas em cada pdgina em vez do nimero
absoluto.
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na pagina ¢. E este nimero que é usado como medida da relevancia da pagina ¢ - o seu
PageRank.

No exemplo acima terfamos que os vetores préprios de 1 da matriz (40) sdo as solugoes
de

2
A-Lv=0& 1 -3 0 b|=1]0]|<« 2
( ) 1 3
C:Z_l

Logo um vetor préprio de 1 é um multiplo nao nulo de (%, 1, %) Normalizando obtemos
(0.3,0.4,0.3)

pelo que a pagina mais relevante é a pagina 2, sendo as outras duas igualmente relevantes.
Uma internauta surfando aleatoriamente entre estas trés paginas passaria 40% do seu
tempo na pagina 2 e 30% em cada uma das outras duas péginas.

O algoritmo utilizado pelo Google para ordenar as paginas por relevancia é seguramente
muito mais complicado mas o principio basico é o que foi explicado acima. Ao pesquisarmos
um termo, o algoritmo comeca por selecionar as paginas relacionadas com esse termo
(utilizando as etiquetas previamente atribuidas a cada pagina) e analisa depois as ligacoes
entre essas paginas conforme descrito acima, listando-as por ordem de relevancia.

Na realidade, no algoritmo original de Larry Page e Sergey Brin é também levada em
conta a possibilidade de uma internauta nao seguir nenhum link na péagina em que se
encontra (e em vez disso usar um bookmark ou escrever diretamente um URL). Esta
possibilidade ¢é considerada atribuindo uma probabilidade d de ir para qualquer outra
pagina da internet a partir de uma dada pégina, sendo (1 — d) a probabilidade de carregar
numa das ligagdes da péagina. O parametro d é medido experimentalmente (e é cerca de
15%). Tente descrever analiticamente este algoritmo modificado. A solugao encontra-se na
pagina da Wikipedia do algoritmo PageRank.

6.29. Vetores proprios generalizados. Apesar de todo o endomorfismo 7': V' — V de
um espago vetorial complexo ter pelo menos um valor préprio, nao é em geral possivel
encontrar uma base para T' formada por vetores préprios.

Exemplo 6.30 (A aplicagio de ”shear’ou deslizamento). Seja T: C* — C? a trans-
formagao linear definida por T'(z,y) = (v + y,y). Este endomorfismo € representado na
base canonica pela matriz
11
o]

E imediato verificar que o unico valor proprio de A é 1 pelo que A ndo € diagonalizdvel (uma
transformacgao diagonalizdvel com um unico valor proprio € necessariamente um maltiplo
escalar da identidade). O espago préprio E(1) € claramente o primeiro eixo coordenado
{(z,0): x € C} pelo que o valor préprio 1 tem multiplicidade geométrica 1.

Podemos no entanto observar que (T —1d)(0,1) = (1,0) e portanto (T —1d)?(1,0) = 0.


https://en.wikipedia.org/wiki/PageRank

130 ALGEBRA LINEAR

(1,1)
(0, NA '

<

(1,0)

Geometricamente, o efeito que T tem num vetor de R? € deslizd-lo ao longo do eizo dos
zz (o eizo gerado pelo vetor préprio) uma distancia igual d sua ordenada.

O principal Teorema sobre endomorfismos complexos afirma que qualquer endomorfismo
nao diagonalizavel se pode decompor nestas aplicagoes de "shear” ou deslizamento.

Notagao 6.31. A partir de agora, para simplificar a nota¢do usaremos muitas vezes o
escalar A para denotar a transformacdo linear N1d. Assim, por exemplo, (T — X1d) apa-
recerd como (T — X). Também omitiremos alguns paréntesis quando a sua omissao nao
cause confusao: por exemplo um vetor T'(v) poderd ser denotado simplesmente por Tv.

Definicao 6.32. Seja T: V. — V um endomorfismo e A um valor proprio de T'. O espaco
proprio generalizado de A é

EI(N\) ={veV: (T —\NFv=0 para algum k}

Os elementos nao nulos de E9(\) designam-se por vetores proprios generalizados associ-
ados ao valor proprio X. A dimensdo de E9(\) chama-se a multiplicidade algébrica de

A.

Note-se que E(\) C E9(\). E facil verificar que E9()\) é de facto um subespaco vetorial
de V: claramente 0 € EY9(\) e EY9(\) é fechado para o produto por escalar. Vejamos
que também é fechado para a soma: se vy, ve € E9(\) entao existem ki, ky tais que (7" —
MNFi(v1) =0e (T — A)*2(vy) = 0. Seja k o maximo de {ki, ks }. Entao

(T = N)F(v1 +v2) = (T = XN (T = N (1) + (T = N2 (T = X2 () =0+0=0
Finalmente, observe-se que EY(\) é um subespaco invariante: dado v € E9()\), existe k tal
que (T — \)*(v) = 0. Logo
(41) (T — N)F(Tw) = T(T — N\)*(v) = T(0) =0 = Tv € E2()\)

Exemplo 6.33. Aplicando a nossa nova terminologia ao Exemplo VeMos que nesse
caso E9(1) = C? € estritamente maior do que E(1) = L({(1,0)}). Logo a multiplicidade
algébrica de A =1 € 2, enquanto que a multiplicidade geométrica € apenas 1.
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Exemplo 6.34. Consideremos a transformacao linear T: R3 — R3 representada com
respeito a base candnica pela matriz

21 0
A=11 2 -1
11 1

Calculando os valores proprios vemos que estes sao A =1 e A = 2. Os vectores proprios
de 1 sdo as solugoes da equagio (A — I)v =0, ou seja

11 0 a a+b=0 b— —a
11 —1 bl =0a{ atb—c=0 @{ 0
11 0 ¢ a+b=0 €=

Assim (1,—1,0) forma uma base para o espago prdprio de 1. Uma vez que

2 2 -1
(A-IP=|11 -1
2 2 —1

tem caracteristica 2, o seu niucleo tem dimensao 1 e portanto consiste no espagco proprio
de 1. Podemos facilmente verificar que o mesmo acontece com as matrizes (A — I)* para
todos os valores de k para k > 2 pelo que os unicos vetores proprios generalizados de 1
sao os vetores proprios de 1. Na realidade, iremos ver em breve no Lema|0.48, o facto de
N((A—1)?) = N(A —I) implica que N((A —I)*) = N(A —I) para todo o k, e nio hd
portanto necessidade de realizar mais calculos.

Temos assim que a multiplicidade algébrica de 1 € igual a multiplicidade geométrica, que
él.

Os vectores proprios de 2 sao as solucdes da equacao

01 0 a b=0 b_ 0
10 -1 b|=0s4¢ a—c=0 <¢{a:c
11 -1 c a+b—c=0 -

Uma base para o espago proprio de 2 € (1,0,1) e portanto a multiplicidade geométrica de
2 € apenas 1. Isto significa que a matriz A nao € diagonalizdvel (ndo conseguimos achar
mais do que dois vetores proprios independentes).

No entanto
01 0 01 0 1 0 —1
(A-2)*=1]1 0 -1 10 -1|=|-10 1
11 —1 11 -1 0 0 0

pelo que (A —20)% = 0 & v € L({(1,0,1),(0,1,0)}). Claramente (A — 21)* = (A —
202 para k > 2 pelo que ndo hd mais vetores préprios generalizados de 2. Veremos
mais o frente que este ultimo cdlculo € na realidade desnecessdrio uma vez que a soma
das dimensoes dos espagos proprios generalizados é sempre menor ou igual a dimensao
do espago vetorial. Concluimos que E9(2) = L({(1,0,1),(0,1,0)}). Temos assim que
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a multiplicidade algébrica de 2 € igual a 2. Note-se que juntando as bases dos espacos
proprios generalizados de 1 e 2 obtemos uma base de R3.

Para utilizacao posterior notamos que, quando V' tem dimensao finita, podemos escolher
um expoente para (T — \) que anula todos os vetores de F9(\) simultaneamente (como
vimos no exemplo que acabamos de considerar).

Lema 6.35. Seja V um espaco de dimensao finita, T: V — V um endomorfismo e A um
valor proprio de T'. Entdo existe n > 0 tal que

EYON) = {v e Vi (T — A" =0} = N(T — \)")

Dem. Seja {vy,...,v,} uma base de F9(\) e ky, .. ., k, tais que (T'—\)*(v;) = 0. Tomando
para n o maximo de todos os k; e escrevendo v € E9(\) como uma combinagao linear dos
v;’s temos, para v = ajvy + ...+ QpUp,

(T = XN)"(oqvy + ... +apvy) = a (T — N)"(v1) + ... + (T — \)"(v,) =0
pelo que E9(X) € N((T'—\)"™). A inclusao reciproca é imediata da definicao de E9(A). O

6.36. Decomposigao primaria de um endomorfismo. Podemos agora dar um grande
passo na direcao da decomposicao de um endomorfismo em ”endomorfismos atémicos”.

Teorema 6.37. (Decomposicio primdria) Seja V um espag¢o vetorial complexo de di-
mensao finita e T:V — V um endomorfismo. Sejam A\, ..., \x 0s valores proprios de
T. Entao

A afirmacao do Teorema anterior pode ser dividida em duas partes: a primeira é que a
soma dos espacos préprios € direta, ou seja que cada um dos espagos proprios generalizados
nao interseta os vetores que se podem escrever como somas de vetores dos restantes espagos.

E(N)N (Z Eg()\j)> —0
J#i

A segunda parte é a afirmagao que os espacos proprios generalizados geram todo o V. Para

provar a primeira afirmacao vamos usar o seguinte resultado.

Lema 6.38. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, T: V — V um endomorfismo,
w um valor préprio de T e A um escalar diferente de . Entao a restricao de (T'— \) a
E9(u) € um isomorfismo.

Dem. Uma vez que E9(u) é invariante para T', também é invariante para T'— A. Como V
e portanto E9(u) tém dimensao finita s6 temos que verificar que N(T'— \) N E9(u) = {0}.
Suponhamos que v € N(T — ). Entao Tv = Av, e portanto

(T = p)(v) =Tv — po = (A = p)o
Se v pertence também a FE9(u) temos (T — p)*(v) = (A — p)*v = 0 para algum k£ > 0. Uma
vez que i # A, conclui-se que v = 0 conforme queriamos demonstrar. U
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Para demonstrar que os vetores propios generalizados geram V' vamos usar a nogao de
espago vetorial quociente. Recorde-se do Exercicio 3[I2] que dado um subespago W C V,
o conjunto V/W é o conjunto dos planos paralelos a W em V', que se escrevem na forma
v+ W com v € V. Com as operacoes de soma e produto por escalar definidas pelas
formulas

(Vi + W)+ (va + W) = (v1 +v2) + W, afv+W)=(aw)+W

o conjunto V/W adquire a estrutura de um espago vetorial - o espago vetorial quociente de
V por W. Este espaco ”"descarta” o subespaco W no sentido em que dois vetores v; e vy de
V' que difiram por um elemento de W correspondem ao mesmo elemento v; + W = vy + W
no espaco quociente.

SeT': V — V é uma transformacao linear e W C V' é um subespaco invariante, entao 7'
determina um endomorfismo T: V/W — V/W, definido pela expressido

Tw+W)=Tw)+W
De facto, se vy + W = v+ W & vy —wvg € W, entao T'(v1) — T'(vy) = T'(vy — v9) € W pelo

que T'(vy) + W = T(vy) + W. Isto mostra que a férmula acima para T define de facto uma
funcao de V/W para V/W e é entao imediato verificar que esta fungao preserva a soma e
o produto por escalar em V/W.

O nosso plano serd ver que, sendo W o subespago gerado por todos os subespacos préprios

generalizados de um dado endomorfismo 7: V' — V, temos V/W = {0} e portanto W = V.

Dem. do Teorema[6.537. Comegamos por ver que a soma dos espagos proprios generalizados
¢ direta. Suponhamos que v € E9()\) e que v = wy + ... + w, com w; € E9();) vetores
proprios generalizados de valores préprios distintos de A;. Sejam ng, ..., n, tais que (" —
)\j)”fwj = 0, (S

q(T) = (T = A)"™ - (T = Ap)"™
Uma vez que a ordem dos fatores na fatorizacao de ¢(7') é arbitraria, temos que ¢(T)w; = 0
para todo o j. Portanto

q(T)yv=q(Twy + ...+ q(T)w, =0

Pelo Lema a restrigao de cada um dos fatores de ¢(T") a E9(\;) é um isomorfismo.
Segue-se que a restri¢ao de ¢(7T") a E9(\;) é também um isomorfismo e portanto

qThv=0=v=0.
Conclui-se assim que £9(\;) N7, E9(A;) = {0} e portanto, indutivamente, que
V=&, EY(\)

Vejamos agora que os espagos proprios generalizados geram V. Seja W = @k EI(\;) o
subespago de V' gerado por todos os espagos préprios generalizados. Claramente W é um
subespaco invariante. Consideremos a transformacio linear T: V/W — V/W determinada
por T' no espaco quociente.
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Se V/W # 0, pelo Teorema o endomorfismo T tem um valor préprio a. Seja v+ W
um vetor préprio de T associado a «. Entao

Tw+W)=alw+W) e Tw) =av+wcomw €W
Suponhamos primeiro que « nao é um dos valores préprios de T'. Entao, pelo lema6.38] a
restri¢ao de (T' — a) a W é um isomorfismo. Seja w’ € W tal que (T — o)w’ = w. Entao

(T—a)(v—w)=(T-a)v—(T—a)v' =w—w=0

Uma vez que v —w' # 0 (sendo v = w’ € W e v+ W = 0+ W contrariamente a nossa
hipétese que v + W é um vetor préprio de T) conclui-se que a é um valor préprio de 7', o
que contradiz a hipdtese inicial sobre a.

Suponhamos entao que a é um dos valores proprios de 1. Sem perda de generalidade
podemos assumir que a = ;. Podemos escrever

k
W= w, +wy com w; € Eg(Al), Wy € @EQ(A])
j=2

Pelo Lema |6.38| podemos escolher w), € '?: E9()\;) tal que (T — a)w), = wy. Entao
2 7j=2 J 2

(T — a)(v—w)) =w —wy = wy
Sendo m tal que (T — A\)"(wy) = (T — )™ (wy) = 0 temos entao
(T — )" (v —wh) = (T — a)™(T = a)(v —wy) = (T — &) (wy) =0

Portanto v — w) € E9(a) = E9(A;) C W. Uma vez que wy € W conclui-se que v € W,
o que novamente contradiz a hipdtese de v + W ser um vetor proprio. Esta contradicao
mostra que V/W = {0} e conclui a demonstragao. O

6.39. Endomorfismos nilpotentes. Tendo em conta o Teorema [6.37] resta-nos enten-
der a restrigdo de uma transformacao linear 7' a um espago préprio generalizado E9(\).
Escrevendo N =T — A, basta-nos entender a restrigdo de N a E9(\) pois

T=A+(T—-A)=A+N

Definicao 6.40. Seja W um espaco vetorial. Um endomorfismo N: W — W diz-se
nilpotente se existe k > 0 tal que N* = 0. O menor k tal que N* = 0 diz-se o indice de
nilpoténcia de N.

Note-se que, se N: W — W é nilpotente, entao W = FE9(0). Por outro lado, se W
¢ finitamente gerado, o Lema implica que quando W = E9(0) o endomorfismo N
¢é nilpotente. Do Teorema da Decomposicao Primaria conclui-se entao que, para W de
dimensao finita, N: W — W ¢é nilpotente se e s6 se 0 é o tnico valor proprio de N.

Os endomorfismos nilpotentes podem ser encarados para certos efeitos como sendo "ne-
gligiveis”. Afinal, sdo "raizes indice k”de 0! Num espago préprio generalizado (que nao
é um espaco proprio) T expressa-se nao como um multiplo da identidade mas como um
multiplo da identidade mais um endomorfismo nilpotente.
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Exemplo 6.41. O indice de nilpoténcia de N é 1 se e s6 se N € a transformacao linear
identicamente nula. O endomorfismo N representado na base candnica de R3 pela matriz

010
0 01
000
tem indice de nilpoténcia 3, uma vez que
0101° [oo1 0107
0 01 =100 0}, 00 1 =0
000 0 00 000
Mais geralmente, um endomorfismo R¥ representado por uma matriz k x k
01 0
(42) N — 00 .0
00 1
00 --- 0

tem indice de nilpoténcia k. De facto, o efeito de multiplicar N por uma matriz com k
linhas é

01 0 L §2
00 . 0 Ly _ ’
00 1 : e L .
00 0 Ly N

logo, a medida que o expoente i em N* aumenta, a linha de 1s vai subindo até que finalmente
desaparece quando © chega a k.

O nosso objetivo nesta seccao é mostrar o seguinte resultado, que, em conjunto com o
Teorema da Decomposicao Primaria, levara imediatamente a uma forma normal para todos
os endomorfismos de espacos vetoriais complexos de dimensao finita - a forma candnica de
Jordan.

Teorema 6.42. Seja W um espago vetorial de dimensao finita e N: W — W um en-
domorfismo nilpotente. Entao eziste uma base B para W tal que a matriz Ay pp que
representa N com respeito a base B € diagonal por blocos, sendo cada bloco da forma .

Note-se que se v, ..., v, sao os vetores da base correspondentes as colunas de um dos
blocos temos
(43) Nvy =0, Nvy=wv, ... Nuvp,=1v,_1

Definicao 6.43. Seja N: W — W um endomorfismo nilpotente. Uma sucessao de vetores
nao nulos (vy,...,vy) satisfazendo chama-se uma cadeia de Jordan para N.

Proposigao 6.44. Seja N: W — W um endomorfismo nilpotente. Uma cadeia de Jordan
(v1,...,v) para N € um conjunto linearmente independente.
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Dem. Note-se que N*“iv, = v;, e que NJu; = 0 se j > i. Logo se vy + ... + azvp = 0,
temos

OZNk_l(alvl+...+akvk) =0+...04+ vy
portanto oy, = 0. Aplicando sucessivamente N*~% com i = 2,...k obtemos a; = 0 para
todo o 7, o que conclui a demonstracao. U

Observagao 6.45. Seja (vy,...,vx) uma cadeia de Jordan para N.

(i) W = L({v1,...,us}) € 0 subespaco ciclico gerado pelo vetor vy.
(i) Na base (vy,...,v) a expressio matricial da restrigio de N a W € (42]).

Corolario 6.46. Se V' é um espaco vetorial de dimensaon, e N:' V. — V € um endomor-
fismo nilpotente, o indice de nilpoténcia de N € no mdximo n. Em particular, no Lema
podemos tomar para expoente n a dimensao de V.

Dem. Seja k o indice de nilpoténciade N e v € V tal que N*~1v # 0. Entao (v, Nv, ..., N¥"1v)
forma uma cadeia de Jordan e portanto um conjunto linearmente independente. Conclui-se
que dimV > k. U

A chave para entender que tamanho tém os blocos no Teorema ¢ a seguinte. Um
endomorfismo nilpotente N: W — W determina uma filtracao do espago W, isto é uma
sucessao encadeada de subespacos

{0} =wW(QO)cw(@)cw@)c---cW(k)=W
onde W (i) é o nicleo de N?, e k é o indice de nilpoténcia de N. De facto,
veW(@) e No=0=NTov=0cveW(+1)

logo W (i) € W (i + 1). Definindo W(—1) = (), para cada w € W, existe exatamente um
i €{0,...,k} tal que w € W (i) mas w ¢ W (i — 1). Este nimero chama-se a filtracdo
de w (diz qual é o primeiro W (i) a que w pertence). Um elemento de W (i) tem portanto
filtragao < 1.

Exemplo 6.47. A filtracio de um vetor v € R® determinada pelo endomorfismo nilpotente
representado pela matriz

01 000
00100
00 0O0O0
00001
00 0O0O0
€

e 0 sev=(0,0,0,0,0),

o 1 sev=(x,0,0,w,0) comz #0 ouw#0

e 2 sev=(x,y,0,w,v) comy#0 ouv#0

e 3 caso contrdrio, isto é se v = (x,y,z,w,v) com z # 0.

A seguinte observagao é importante. Confirme-a no exemplo anterior.
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Lema 6.48. Seja N: W — W um endomorfismo nilpotente com indice de nilpoténcia k.
Um elemento w € W tem filtracao v, com 1 <1i < k se e s6 se Nw tem filtracao i — 1.

Dem. Para 1l < i <k temos w € W(i) & N'w=0& N Nw)=0& Nwe W(i—1).
Se ¢ = 1 isto ¢ a afirmacao que pretendemos demonstrar. Se ¢ > 1, um elemento w € W tem
filtrago i seesésew e W(i)ANw g W(i—1) < Nw e W(i—1)ANw & W(i—2) < Nw
tem filtracao ¢ — 1. O

Lema 6.49. Seja W # {0} e N: W — W um endomorfismo nilpotente com indice de
nilpoténcia k e d; = dim W (i) —dim W (i — 1), n = dim W. Entao

Dem. Se o indice de nilpoténcia é 1, nao temos nada a mostrar. Suponhamos que k£ > 2
e sejam ¢ tal que 2 < i < k, B uma base de W(i — 1) e {vy,...,v4,} um subconjunto
linearmente independente de W (i) de tal forma que B’ = B U {vy,...,vq,} é uma base de
W (i) (este subconjunto existe porque podemos completar uma base B de W (i — 1) numa
base B’ de W (i)). Seja

V= U1 + ...+ Qg

uma combinacao linear com os coeficientes nao todos nulos. Trata-se de um elemento nao
nulo de W (i) que ndo pode pertencer a W (i — 1) = L(B) devido a independéncia linear de
B’. Entao v tem filtracao ¢ e portanto pelo Lema [6.48

Nv =a;Nvy + ...+ ag,Nvg,
tem filtracao ¢+ — 1. Em particular Nv nao pode ser zero. Isto mostra que
(44) {Nwvy,...,Nvg} élin indep em W (i —1) e L{Nvy,...,Nvg }) "W (i —2) = {0}
e portanto que
dmW(i —2)+d; <dmW(@i—-1) < d; <d;_4
U

Note-se que dy +ds + ... + dp = dimW. Os nimeros dy,...,d; formam aquilo a que
se chama uma particao do inteiro n = dim IW. Esta pode representar-se visualmente como
no exemplo seguinte, no qual n =17,k =6,dy =5, dy =d3 =4,dy =2 e d; = dg = 1.

1]1]1]
2

= D=

‘OT»-BOJ[\')}—\
DN | =

(45)

O diagrama acima explica como a dimensao dos espagos W (i) vai aumentando a medida
que i aumenta: a dimensao de W (i) é igual a d;+. . .+d; que é o nimero total de quadrados
nas primeiras ¢ colunas do diagrama.
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Dem. do Teorema|[6.43 A demonstragio vai consistir na construgdo de uma base B para
W que obedega as condigoes do enunciado. Para cada i entre 1 e k — 1 seja U(i) =

WE—-1)+NW(@E+1) cW(i)eU(k) =W(k—1). Temos entao
Wi —1)cU((i) C W(i)

U (%) consiste nos vetores de filtragdo < i — 1 juntamente com os que tém filtragao 7 e estao
na imagem por N de elementos de filtragao i+ 1. Uma base para U(7) obtém-se juntando a
uma base de W (i —14) a imagem por N de vetores {vy,...,vq, , } que completem uma base
de W (i) a uma base de W (i+1) (cf. (44)). Em particular, dim U (i) = dim W (i — 1) 4+ d;11

Para cadai=1,...,k—1sejab; =d;—di11 (> 0 pelo Lema e seja b, = dj. Sejam
v(1)1,...v(i)p, vetores tais que

U(i) + L({v(i)1, ..., v(i)p,) = W(i)

(estes vetores obtém-se completando uma base de U (i) a uma de W (i)). Note-se que cada
vetor v(i); tem filtragdo i e que o conjunto {v(i);} é linearmente independente. Intuiti-
vamente, os vetores v(i); contabilizam o aumento de dimensao na passagem de W (i — 1)
para W(z) que ¢ justificada pela existéncia de "novos vetores de filtracao exatamente 7",
isto é de vetores de filtracao 7 que nao provem de vetores com filtragao superior.

Vamos ver que a base B pretendida é a unido das cadeias de Jordan com inicio em v(7);
para cada i, j (em particular b; é o nimero de blocos de tamanho 7).

Definimos B = {N™v(i);: 1 <i <k,0<m <i—1,1 <j <b;}. Uma vez que o niimero
de elementos de B ¢

by +2by+ ...+ kb, =dy —do+2(dy —d3) + ...+ (k= 1)(dy, —dg) + kdy, =dy + ...+ di

que é a dimensao de W, basta-nos demonstrar que B ¢é linearmente independente. Note-se
que, pelo Lema |6.48 a filtragdo do vetor N™v(i); é i —m. Suponhamos que

b; i—1

k
(46) Z @ jmN™0(i); =0

i=1 j=1 m=1

Aplicando N*~! & equacao todos os termos excepto os de filtracao k sao aniquilados

e ficamos com
b
-1 <Z Oék7j701)(k?>j> = 0
j=1

Como (pelo Lema[6.48)) o conjunto { N*~1v(k);} é linearmente independente conclui-se que
todos os coeficientes de vetores de B com filtracao k se anulam. Aplicando N*~2 a ([46))
obtemos agora uma igualdade que envolve apenas os termos em com filtracao k — 1:

by, br—1
-2 (Z Oék’j’lN’U(l{?)j + Z Oék_17j70U(k5 — 1)1) =0
=1 =

Uma vez que U(k —1) = W(k —2) + L{Nv(k)1,...,Nv(k), }) e U(k — 1) + L({v(k —
Di,oooo(k — 1), }) = W(k — 1) vemos que o conjunto {Nv(k)y,..., Nv(k),,v(k —
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1)1,...,v(k—1)p,_,} é linearmente independente e portanto todos os coeficientes de vetores
de B com filtragao k — 1 se anulam.

Aplicando sucessivamente N*~% com i = 3, ...k vemos como acima que todos os coefici-
entes se anulam, o que conclui a demonstracao. U

Observagao 6.50. A demonstragao anterior dd-nos um algoritmo (nao muito prdtico)
para determinar a base com respeito a qual N se expressa como uma matriz diagonal por

blocos da forma (42]):

(i) Determinar o indice de nilpoténcia k de N.
(ii) Determinar os subespacos W (i) = N(N*) e U(i) = W (i — 1) + N(W(i + 1)) e bases
para estes compativeis com as inclusoes

ocUl)cw@)cU@2)cW(@2)cWk) =W

no sentido em que a base de cada subespaco contém as bases dos subespacos mais
Pequenos.

(111) Tomar para base B a unido das cadeias de Jordan (de comprimento i) dos elementos
da base de W (i) que ndao pertencem a U(i). Em particular, o nimero de blocos de

Jordan de tamanho i é dim W (i) — dim U (7).

Note-se que em termos do diagrama o numero de blocos de tamanho 7 é a diferenca
entre os comprimentos das colunas 7 e ¢ + 1. Ou seja, os blocos de Jordan correspon-
dem precisamente as linhas do diagrama, sendo o seu tamanho o comprimento da linha
correspondente.

6.51. A forma canédnica de Jordan. Podemos agora terminar a nossa classificacao dos
endomorfismos de um espaco vetorial complexo de dimensao finita.

Definicao 6.52. Uma matriz n X n diz-se um bloco de Jordan, se é da forma

Al 0
(47) g 0 0 0
0 0 1
0 0 A
Sendo V' um espago vetorial, T: V — V um endomorfismo e A\ um escalar, uma cadeia de
Jordan € uma sucessao de vetores nao nulos (vy,...,v;) em V tal que
(48) Tvi = Ay, Tvg=Avg+wv1, ... Tu,= \vp +vr_q

As condigoes podem ser re-escritas como
(49) (T —XNvy =0, (T—XNva=wv1, ... (T—XNvp=r1wp1

Em particular (T — \)'v; = 0 pelo que os vetores de uma cadeia de Jordan sdo vetores
proprios generalizados de A, e formam uma cadeia de Jordan no sentido da Defini¢ao
para o operador nilpotente dado pela restricao de (T'— \) a E9(\).
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Teorema 6.53 (Forma canénica de Jordan). Seja V' um espaco vetorial complexo de
dimensao finita e T: V — V um endomorfismo. Entao existe uma base B para V' tal que
a matriz Ap g g que representa T’ com respeito a base B € diagonal por blocos

J 0 - 0
0 :
Arpp = ] 2
: 0
0o - J.

com cada J; um bloco de Jordan.

Dem. Pelo Teorema é suficiente ver que cada espago préprio generalizado E9(\) tem
uma base com respeito a qual a restricao de T" a E9(\) é representada por uma matriz
diagonal por blocos com cada bloco um bloco de Jordan. Pelo Teorema |[6.42] a restricao
de (T — \) a E9(\) admite uma tal representacao, tendo os blocos 0 na diagonal. Mas
isso é exatamente equivalente a afirmacdo que a restrigdo de 7" a E9()\) é representada
por uma matriz diagonal por bloco, sendo os blocos todos eles blocos de Jordan com A na
diagonal. O

Observacgao 6.54. Se aplicarmos o Teorema [6.55 a transformacgao linear T: C* — C"
representada na base candnica pela matriz A € M, «,(C) ele diz-nos que eziste uma matriz
invertivel S (a matriz de mudanga de base da base B para a base candnica) e uma matriz
diagonal por blocos J cujos blocos sao de Jordan, tais que

A=S5JS7!
O Teorema € muitas vezes enunciado nesta forma.

Observacao 6.55. Efcicil ver que a matriz diagonal por blocos no enunciado do Teorema
0.5 € unica a menos de troca da ordem dos blocos. Isso esta longe de ser verdade para a
base B, como alids ja era verdade no caso em que a transformacdao € diagonalizdvel.

O Teorema |6.59 classifica todos os endomorfismos de espacos vetoriais complexos de
dimensao finita a menos de isomorfismo. Se T, Ty: V — V tém a mesma forma canonica
de Jordan, entao sendo S o isomorfismo que envia os vetores da base By dada pelo Teorema
para T, por ordem, para os vetores da base By correspondente a Ty teremos Ty = SoTjoS™!,
pelo que o isomorfismo S “traduz”Ty em T;.

Reciprocamente, se existe um isomorfismo S tal que Ty = ST1S™, 0s endomorfismos T}
e Ty tém a mesma forma candnica de Jordan (exercicio).

Observagao 6.56. Seja V um espaco vetorial de dimensado finita sobre o corpoK eT: V —
V' um endomorfismo. Se existir uma base B para V' satisfazendo as condi¢oes do Teorema
diz-se que T" admite uma forma candnica de Jordan. Quando K nao € algebricamente
fechado tal pode nao acontecer mas, quando acontece, € um facto que pode ser aproveitado.

Para determinar a forma canénica de Jordan de um endomorfismo T' (o que significa
calcular a matriz diagonal por blocos e a base) podemos comecar por calcular os valores
préprios de T. Estes dizem-nos que escalares aparecem na diagonal da matriz Ay g p.
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Embora seja possivel determinar os espacos proprios generalizados de cada valor préprio A
e depois aplicar o algoritmo da Observagao a restricdo de T'— A a cada E9(\), é mais
pratico proceder da seguinte forma.

Uma vez que os elementos da base correspondentes as primeiras colunas de cada bloco J;
sao vetores proprios, a multiplicidade geométrica de cada valor proprio A dé-nos o niimero
de blocos com A na diagonal.

Para determinar o resto da base B e o comprimento dos blocos tentamos resolver recur-
sivamente as equagoes comecando com um vetor préprio v;. Isto pode requerer algum
cuidado na escolha do vetor v; como iremos ver nos exemplos que se seguem.

Finalmente, o polinémio caracteristico de T' d4 informacao sobre a forma candnica de
Jordan que pode facilitar a determinacao da base:

Proposicao 6.57. Seja V um espago vetorial de dimensao finita, T:V — V um endo-
morfismo, e p(A) o seu polinémio caracteristico.

(a) A multiplicidade do valor préprio \; enquanto raiz de p (isto €, o maior expoente m
tal que (A — X\;)™ divide p(\)) € igual a multiplicidade algébrica de X;, dim E9(\;).
(b) Se K =C entao

PA) = (A = A)" Az = A)™ - (A = A)™

onde Ay, ..., A\, sGgo os valores proprios (distintos) de T' e n; as suas multiplicidades
algébricas.

Dem. (a) Quando o corpo de base é C esta afirmagao é uma consequéncia imediata da
forma canoénica de Jordan. De facto a multiplicidade de \; como raiz é igual aos niimero
de vezes que \; aparece na diagonal na forma canoénica de Jordan, que é precisamente
o nimero de elementos de uma base para o espaco proprio generalizado de \;.

Para demonstrar a afirmagdo em geral (para um espago vetorial sobre um corpo
qualquer) note-se que pelo Teorema existe uma base B; para FY();) formada por
cadeias de Jordan para o valor préprio A;. Completando esta base com um conjunto
B, de vetores de V' tal que B = By U B, é uma base de VV obtemos uma representacao
matricial diagonal por blocos

Arpp = { g 7{(/ ]
onde as colunas de J correspondem aos vetores do conjunto B; (J é diagonal por
blocos, com blocos de Jordan correspondentes a \; na diagonal) e as restantes colunas
correspondem aos vetores de By. Pela Proposicao[5.20| o polinémio caracteristico de T' é
igual a (A; —\)"q(A), onde m = #B; = dim E9(\;), e ¢(\) é o polinémio caracteristico
de T".

Deixamos como exercicio mostrar, argumentando como na demonstragao do Teorema
[6.37, que A; ndo pode ser um valor préprio de 7", pelo que (A; — A) nao divide g(\).
Isto conclui a demonstracao.

(b) E uma consequéncia imediata do facto de podermos calcular o polinémio caracteristico
usando a forma candnica de Jordan de T
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O
Observacao 6.58. A Proposicdo ( a) justifica a terminologia multiplicidade algébrica.

A Proposicao anterior ajuda a calcular a forma canoénica de Jordan de uma matriz
complexa. De facto, uma fatorizacao do polinémio caracteristico em fatores do primeiro
grau déa-nos a multiplicidade algébrica de cada valor proprio \; e portanto o niimero de vezes
que \; aparece na diagonal da forma candnica de Jordan (que é a soma dos comprimentos
dos blocos correspondentes a ;).

Exemplo 6.59. No Ezemplo[6.26 a fatorizagdo p(\) = (A—1)(A+1)(A—2)? do polindmio
caracteristico implica que a multiplicidade algébrica de 2 € igual a 2. Assim, ao verificar
que a multiplicidade geométrica de A = 2 € apenas 1, podemos concluir, sem quaisquer
outros cdlculos adicionais, que a forma canonica de Jordan desta matriz é

1 0 00
0 -1 00
0 0 21
0 0 0 2

Exemplo 6.60. Retomando o Exemplo (6.3 vemos que, uma vez que a multiplicidade
geométrica de cada valor proprio é 1, teremos um bloco para cada valor proprio. A partida

haveria duas possibilidades para a matriz diagonal por blocos (a menos de troca de ordem
dos blocos):

1 10 2 10
010 ou 020
0 0 2 0 01
No entanto vimos jd que o espago proprio generalizado de A = 2 tem dimensdo 2 (e isto
¢ também uma consequéncia da Proposicao (a)) pelo que teremos mecessariamente a

sequnda op¢ao. A base B = (v1,vq,v3) terd que ser formada por um vetor préprio vy de
A = 2, um vetor proprio vy de A =1 e um vetor proprio generalizado vy de 2 satisfazendo

(A—2Dvy =1y

Neste exemplo as escolhas possiveis para v, e vz sao unicas a menos de um escalar nao
nulo. Se tomarmos vy = (1,0,1) e v3 = (1,—1,0) temos que resolver a equagao

01 0 a 1
(A—2])1)2:U1<=> 1 0 -1 b = 0
1 1 -1 c 1

Uma solugdo é por exemplo vy = (0,1,0) (mas poderiamos somar a este vetor qualquer
elemento do nicleo de (A —2I), isto €, qualquer vetor proprio de 2). Conclui-se assim que
neste exemplo podemos tomar para a base B no Teorema|6.5.

B =((1,0,1),(0,1,0),(1,—1,0))
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Exemplo 6.61. Seja A uma matriz com forma candnica de Jordan

110
(50) J=1010
00 1

O espago proprio de 1 tem dimensao 2. Seja {vy,v|} uma base para o espago proprio de 1.
Tem que se ter cuidado na escolha do vector proprio v de 1 que se poe na primeira coluna
da matriz S. De facto, so serd possivel resolver a equacao

(A—Dvy =

para achar a sequnda coluna se v estiver no espag¢o das colunas da matriz (A — 1), que
tem dimensao 1 (tem a mesma dimensio que o espago das colunas de (J — I)). E por-
tanto necessdrio achar uma combinagao linear v = avy 4+ fv| que pertenca ao espago das
colunas de A — I. Feito isto, a terceira coluna poderd ser qualquer vector proprio de 1 que
Juntamente com v forme uma base para o espago proprio.

Vejamos um exemplo concreto. Considere-se a matriz

0 -1 2
A= -1 0 2
-1 -1 3

Verifica-se facilmente que 1 € o unico valor proprio. Os wvectores proprios de 1 sao as
solucoes de

-1 -1 2] [a

-1 -1 2 b | =0&2c=a+b

-1 -1 2 c

O espaco proprio de 1 € portanto o conjunto dos vectores

a 1 0
b =a| 0| +b]1
Ha+0) | 3 3

e A = 1 tem multiplicidade geométrica 2. Ha portanto dois blocos de Jordan e a forma
canonica de Jordan de A € necessariamente (a menos de troca de ordem dos blocos).
Nao é no entanto possivel resolver a equagao

(A_I)UQ = U1

quando vy € um dos vectores (1, 0, %) o (0, 1, %) da base "natural”do espago proprio de 1.
Como observamos acima, para que a equacao tenha solug¢ao é necessdrio que vy pertenca ao
espago das colunas de A — I, que € o espago gerado por (1,1,1). A soma dos dois vectores
da “base natural”é exactamente (1,1,1). Resolvendo a equag¢do

-1 -1 2 a 1
-1 -1 2 bl =11]|=02c=a+b+1
-1 -1 2 c 1
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obtemos as solucoes

a 0 1 0
b =10 |4+a|0|+b]|1
a b 1 1 1
Ts+s 2 2 2

Podemos tomar por exemplo vo = ((), 0, %) Para vy podemos tomar qualquer vector proprio
de 1 que juntamente com (1,1,1) forme uma base do espago préprio, por exemplo, (1, 0, %)
Obtemos assim a base

B=((1,1,1),(0,0,4),(1,0,1))

e temos .
1 01 1 10 1 0 1|
A=|1 0 0 010 1 00
1 1
1 5 3 0 01 1 % %

Exemplo 6.62. Suponhamos que V' é um espaco vetorial de dimensao b e T:V — V tem
um unico valor proprio A com multiplicidade geométrica 2. As possiveis formas candnicas
de Jordan (a menos de troca de blocos) sao

A1 000 A1 00O
0O A1 00 0O Ax100
00 X 10 ou 00 X 0O
000 AXO 00 0 A1
000 0 A 000 0 A

Sendo B = (v, vq,v3,04,05) uma base na qual T fica em forma de Jordan, podemos dis-
tinguir os dois casos da sequinte forma. Na matriz da direita, uma vez que os blocos tém
dimensao < 3 o endomorfismo (T — \)? é identicamente nulo. Isso ndio acontece na matriz
da esquerda, onde (T — \)3vy = vy.

Para acharmos a base B resolvendo as equacoes indutivamente teremos de ter o
cuidado de comegar com um vetor préprio vy de X que esteja na imagem de (T — \)3 no
caso da matriz da esquerda, e na imagem de (T — X)? no caso da matriz da direita. O
sequndo vetor préprio (vs no caso da esquerda e vy no caso da direita) tem unicamente que
ser escolhido de forma a gerar o espago proprio de A juntamente com vy.

6.63. O Teorema de Cayley-Hamilton. Vamos agora ver um resultado fundamental
sobre endomorfismos de espacos vetoriais de dimensao finita que é muitas vezes 1til para
fazer cdlculos com matrizes quadradas. Seja V' um espagco vetorial de dimensao finita n e
T:V — V um endomorfismo. Dado um vetor v € V', sabemos que existem necessariamente
escalares nao todos nulos ¢g, cq, ..., ¢, tais que

covt+cTv+...+¢,T"v =0

(ou porque hé alguma repetigao na sequéncia v, Tv, ..., T™v, ou porque um conjunto com
mais de n vetores de V' ¢é necessariamente linearmente dependente). O préximo Teorema
garante, em particular, que existe uma escolha para os coeficientes ¢; que funciona para
todos os vetores v € V' simultaneamente.
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Teorema 6.64 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja V' um espago vetorial de dimensao
finita, T: V' — V um endomorfismo e p(\) o seu polindmio caracteristico. Entdo p(T) =0
(isto é, p(T): V — V € o endomorfismo identicamente nulo).

Dem. Seja A € M,,«,,(K) a matriz que representa T' com respeito a uma qualquer base B
de V. E suficiente ver que p(A) = 0. Pela Proposicao [5.11{(iv) temo

(51) (A= M) cof(A— AT =p(\)I
Seja
pA) = (—1)"XN"+ ¢ X"+ e+

Cada entrada da matriz cof (A — AI)T é o determinante de uma submatriz (n—1) x (n—1)
de (A — AI)T e portanto é uma expressao polinomial de grau < (n — 1) em . Pondo as
poténcias de A em evidéncia vemos que existem matrizes B; € M, ., (K) tais que

cof (A= AT = By+ B\ + ...+ B, A"
Substituindo em obtemos
(A=A (Bo+BA+...+ X" "B ) = (=1)"\" + ...+ A+ )]

Distribuindo o produto do lado esquerdo do sinal de igual e igualando os coeficientes de
A\¥ obtemos as seguintes igualdades

(ABO = C()I
ABl — BQ = 01]

ABQ — Bl = CQI

ABn—l - Bn—2 = Cn—ll
B, 1= (—1)"T

\
Multiplicando a i-ésima equacao por A*~! e somando obtemos

ABO -+ A(ABl - Bo) + Az(ABQ - Bl) + ...+ An71<ABn,1 - an2> - Aan,1 -
=col + 1A+ ...+ AV (-1 A"

A soma telescopica do lado esquerdo do sinal de igual anula-se, o que conclui a demons-
tracao. U

O seguinte exemplo ilustra os cédlculos efetuados na demonstragao anterior.

260 significado de é algo subtil. No caso em que o corpo K tem infinitos elementos, os polindmios
sdo determinados pelas funcoes K — K que definem e portanto a validade de (51 segue do facto de a
igualdade se verificar para todo o A € K. Quando K é um corpo finito, é necessario observar que, na
dedugao da igualdade descrita na Proposicao iv), nunca usdamos a invertibilidade dos elementos nao
nulos de K mas apenas os restantes axiomas de corpo. O resultado é portanto valido para matrizes cujas
entradas sdo polinémios com coeficientes em K.



146 ALGEBRA LINEAR

Exemplo 6.65. Seja A a matriz [ é ; que tem polindmio caracteristico p(\) = A% —
3\ —4. A identidade afirma neste caso que
1—-Xx 2 2—X =2 - A2 —3)\—4 0
3 2—=A -3 1-A - 0 A2 —3\—4

1 2 10 2 =2 10 2|10 -3 0 -4 0
(R ) (i e R A K ) I I
Distribuindo a soma & esquerda e igualando os coeficientes de \¥ para k = 0,1,2 obtemos

trés equagoes matriciais que implicam a relagao A? — 3A — 41 = 0.

Observagao 6.66. Para endomorfismos de espagos complexos de dimensdo finita, o Teo-
rema de Cayley-Hamilton é uma consequéncia imediata da forma cancénica de Jordan.

Exemplo 6.67. Consideremos a matriz

1 0 —1
A= 0 2 1
-1 0 2
O seu polinomio caracteristico é
1—-XA 0 -1
pA) =] 0 2=X 1 |[==XN4+5X2-7A+2

~1 0 2-2A
Portanto
—A 4 5A° —TA+2I =0 A(—A*+5A—T) = —2] = A7 = L(A* —=5A+17])

E fdcil calcular o valor de t(A) para qualquer polinémio t(x). Dividindo t(x) pelo polinémio
caracteristico obtemos

t(z) = q(x)p(z) + r(z)
sendo o grau de r menor ou igual a 2. Uma vez que p(A) = 0, temos t(A) = q(A)p(A) +
r(A) =r(A).

6.68. Endomorfismos de espagos vetoriais reais. Vamos agora usar o nosso enten-
dimento dos endomorfismos de espacos complexos para descrever os endomorfismos de
espagos vetoriais reais de dimensao finita.

Uma vez que os nimeros reais sao um subconjunto dos niimeros complexos, temos uma
inclusao natural M, «,(R) C M, «,(C) e portanto uma matriz real pode ser encarada como
uma matriz complexa cujas entradas tém parte imaginaria nula. Uma matriz A € M,,»,(R)
determina portanto um endomorfismo x — Ax de C" ao qual podemos aplicar o Teorema
6.53

O processo descrito no pardgrafo anterior tem uma versao para transformacoes lineares:
todo o espaco vetorial real pode ser extendido a um espago vetorial complexo - a sua
complexificagao - de uma maneira que generaliza a inclusao R” C C" e um endomorfismo
de um espaco vetorial real determina um endomorfismo da sua complexificagao.
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Definicao 6.69. Seja V' um espaco vetorial real. A complexificagdo de V' € o espago
vetorial complezo VC que tem por conjunto subjacente V- x V e operacdes de soma e mul-
tiplicacao por escalar definidas por
(v1,v2) + (w1, we) = (v1 + w1, Vg + wo) (a+ bi) - (v1,v9) = (avy — bug, avy + buy)
Definimos as partes real e imagindria de (vy,v2) € VC por Re((vy,v2)) = v1 e Im((vy,v2)) =
vy € a operacdo de conjugacao em VC por
(v1,v2) = (v1, —v2)

Note-se que (0417)-(v,0) = (0,v). Podemos identificar V' com o subconjunto {(v,0): v €
V} C VT e mediante esta identificagio é habitual escrever o elemento (vi,vs) € VC como
v1 + ive. Nestes termos a multiplicacao por escalar é definida pela férmula familiar

(@ + bi)(vy +ivy) = (avy — bug) + i(ave + bvy)
€ a conjugacao escreve-se
V] + Uy = V1 — V9
Deixamos como exercicio a verificagao que com as operagoes de soma e multiplicacao defi-
nidas acima V' é de facto um espaco vetorial complexo.

Note-se que a conjugacao é um isomorfismo entre o espaco vetorial real subjacente a V¢
e ele préprio.

Definigao 6.70. Seja V' um espago vetorial real e T: 'V — V um endomorfismo. A com-
plexificacao de T € a transformacdo linear TC: VC — VC de espacos vetoriais complexos
definida por

T (vy + vy) = T(v1) +iT(vy)

Deixamos como exercicio a verificacdo que TC é de facto uma transformacao linear de
espacos vetoriais complexos.

Exemplo 6.71.

(i) Se V.= R" podemos identificar VC naturalmente com C" usando o isomorfismo de
espacos vetoriais complexos dado por

(($1,$27 cee 71'71)7 (91792 s 7yn)) = (:L‘l + Z.yth + ina R Zyn)
Se T: R*? — R? for a transformacao linear definida pela expressio

mediante a identificacdo acima de (R?)C com C2, a transformacdo linear TC: C* —
C? ¢ dada pela mesma expressao. De facto, temos

TC(1+ 0i,0 4 0i) = T(1,0) +47(0,0) = (2 + 0i,1 + 0) = (2,1)
TC(0 + 0i,1+ 0i) = T(0,1) + ¢7(0,0) = (1 + 0i, =3 + 0i) = (1, —3)

logo
Tz, y) = (22 +y,z — 3y)
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(ii) Se V' for o espaco dos polinémios reais, V' identifica-se naturalmente com o espaco
dos polinomios com coeficientes complexos mediante o isomorfismo

(ap+arz+ ...+ apz" bop+bix+...+b,2") = (ag+iby) + (a1 +iby)x + ...+ (a, +ib,)z"

Se B = (vy,...,v,) é uma base para V' é imediato verificar que B (ou mais precisamente
o conjunto correspondente ((v1,0), ..., (v,,0)) C VC) é também uma base para VC (agora
como espaco vetorial complexo) e que a representacao matricial de TC na base B coincide
com a representacao matricial de T' na base B:

Arcpp = ArpB

sendo a matriz real Ay p p encarada como uma matriz complexa cujas entradas tém parte
imagindria nula. No Exemplo (6.71))(i) acima temos

2 1
ATC,BcanyBcan = ATyBcanyBcan = |: 1 _3 :|

Proposicao 6.72. Seja V' um espago vetorial real e TV — V um endomorfismo.
(i) A € C ¢ um valor préprio de TC se e s6 se X é um valor préprio de T
(ii)) v € VE é um vetor préprio (generalizado) de TC se e s6 se U é um vetor préprio
(generalizado) de TC.

(iii) (vi, vy, ..., vx) formam uma cadeia de Jordan em VC associada ao valor préprio
se e s6 se (V1,0s,...,0) formam uma cadeia de Jordan em VC associada ao valor
Proprio .

Dem. Escrevendo A =a+biev=2x+iy € V® com z,y € V temos

Tr=ax —by

(52) T(z+iy) = (a+ib)(z+iy) © Tex+iTy = ax —by+i(ay+bzx) &
Ty =ay + bx

0 que claramente é equivalente a
T(x —iy) = (a —ib)(x —iy) & Te —iTy = ax — by — i(ay + bx)

logo A é um valor préprio se e s6 se A é um valor préprio, e v = z + iy é um vetor préprio
associado a A se e s6 se ¥ = x — iy é um vetor préprio associado a \. Isto mostra (i)
e uma parte de (i7). A demonstracdo de (7ii) é inteiramente andloga e é deixada como
exercicio. Uma vez que um vetor v # 0 é um vetor proprio generalizado de A se e s6 se
(v, (T =X, ..., (T —X)*v) é uma cadeia de Jordan para algum k, (4ii) implica a afirmacio
que falta em (i7). O

O resultado anterior diz que os espacos préprios generalizados de T correspondentes
a valores préprios complexos (isto é, com parte imagindria ndo nula) ocorrem em pares
conjugados (relacionados pelo isomorfismo de espagos vetoriais reais dado pela conjugagao
V€ — VC). Podemos portanto tomar para base de £9()\) os vetores conjugados de uma
base de E9()\), pelo que na forma canénica de Jordan para TC ha uma correspondéncia
bijetiva entre os blocos com A na diagonal e os blocos com A na diagonal.
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A observacao anterior juntamente com o resultado seguinte permite-nos obter uma forma
canodnica para os endomorfismos reais.

Proposicao 6.73. Seja V' um espaco vetorial real e {v, ..., v,} um subconjunto de vetores
(distintos) de VE. Se {vi,...,v,,01,...,0n} € um subconjunto linearmente independente
do espaco vetorial complezo VC formado por vetores distintos entao

{Re(v1),Im(v1),...,Re(vy,), Im(v,)}

¢ um subconjunto linearmente independente do espaco vetorial real V- formado por vetores
distintos.

Dem. Usando a identificacio de V com o conjunto {(x,0): € V} de VC, temos

v+v v —T
R - I =
e(v) 5 m(v) 5
Se {v1,...,Un,71,...,0,} é formado por vetores distintos o mesmo é verdade a propésito do
conjunto {Re(vy), Im(vy),...,Re(v,),Im(v,)}. Dados escalares reais ay, . .., an, B, - .., B,

a expressao
aj Re(vy) + ... + a, Re(vy,) + B1 Im(vy) + ... + B, Im(v,) =0
é equivalente a

v1 + U1 Up + U v — U1
Tty

ay — i Qi — 1 ap+if Qp +1fn__
—_—u+... +—vy+—0+...+——0, =0
2 2 2 ! 2
Se {v1,...,Un, V1, ..., Uy} é linearmente dependente em V<, a equagao anterior implica que
os escalares «a; + i3; sao todos nulos, ou seja, todos os «; e §; sao nulos. Conclui-se que o
conjunto {Re(vy),Im(vy),...,Re(v,), Im(v,)} é linearmente dependente em V. O

a

Definicao 6.74. Um bloco de Jordan real € uma matriz quadrada da forma com \
real ou da forma

fa —b 1 0 0 0 T
b 0O 1 0
0 a —-b 1 0
(53) 0 b a O 1
1 0
0 1
0 O 0O 0 a -—b
| 0 0 0O 0 b a |

com a,b€e R eb#0.
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Teorema 6.75. (Forma candnica de Jordan real) Seja V' um espago vetorial real de di-
mensao finita e T:'V — V um endomorfismo. Entao existe uma base B para V' tal que a
matriz Ar p.p que representa T’ com respeito a base B € diagonal por blocos

J 0 - 0
0 J :
Arpp = ) 2
0
0 Im

com cada J; um bloco de Jordan real.

Dem. Seja T®: VE — VC a complexificacao de T.

Se A € Rentao (TC—\)*v =0 < (T —\)*Re(v) = (T —\)*Im(v) = 0 pelo que o espaco
préprio generalizado de A para TC é a complexificacdo do espaco préprio generalizado
de X para 7. Em particular, podemos assumir que as cadeias de Jordan para TC que
correspondem a blocos com A € R na diagonal sdo formadas por vetores de V C VC.

Pela Prop os blocos de Jordan de T correspondentes a valores préprios complexos
A\ = a+ bi com b # 0 ocorrem em pares conjugados e para cada par .J, J podemos escolher
cadeias de Jordan conjugadas (v1,...,vg) e (T1,...,Tf) com

T(Cvl = )\Ul, Ce ,TCUk = )\Uk —+ Vp_1

Seja B’ a base de VC formada por todas as cadeias de Jordan para VC escolhidas da
forma acima (isto é, escolhendo vetores de V' para as cadeias correspondentes a valores
préprios reais e escolhendo cadeias conjugadas para blocos de valores préprios conjugados
correspondentes). Tomamos para B o subconjunto de V' formado por

(i) cadeias de Jordan em B’ correspondentes a valores préprios reais,
(ii) {Re(vy1),Im(vy),...,Re(vx),Im(vg)} para cada par conjugado de cadeias (v, ..., vg)

e(v_l,...,vk)

Pelo Lema os conjuntos {Re(vq),Im(vy),...,Re(vx),Im(vg)} sdo linearmente inde-
pendentes. Contas inteiramente analogas a mostram que a restricao de 1" a

L({Re(v1),Im(vy),...,Re(vg), Im(vg)})

na base (Re(vy), Im(vy),...,Re(vg), Im(vg)) é dado pelo bloco de Jordan real (2k) x (2k)
(53) com a e b tais que v; € VC é um vetor préprio de a — bi.

B é um conjunto linearmente independente porque a soma dos subespagcos gerados pelos
vérios conjuntos de vetores de tipo (i) e (ii) é direta (isso é claramente verdade para as
suas complexificagoes pelo Teorema da Decomposigao Priméria). Uma vez que o nimero
de elementos de B ¢ igual a dimensao de V' conclui-se que B é uma base para V com as
propriedades requeridas. U

Observagao 6.76. Ao contrdrio da forma candnica de Jordan complexa, a forma real
nao € unica a menos da ordem dos blocos. Nos blocos correspondentes a valores proprios
complexos, o sinal da parte imagindria b pode ser escolhido arbitrariamente (mas a escolha
tem de ser constante em cada bloco). A troca do sinal de b corresponde a simetria dada
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pela conjugacdo que troca a ordem do par (A, \). Esta indeterminacdo pode ser resolvida
convencionando que nos blocos com entrada complexa temos sempre b > 0.

Exemplo 6.77. Vamos determinar a forma candnica de Jordan real da transformagao
linear T: R* — R* representada na base candnica pela matriz

20 0 -2
0 0 0 0
A=19 4 1
2 1 -1 -1

Calcula-se que os valores proprios sao 0, e 1 1. A multiplicidade geométrica de 0 € 2,
sendo uma base para o espago prdprio de 0 dada pelos vetores (0,1,1,0) e (1,—1,0,1).
A matriz A € portanto diagonalizavel enquanto matriz complexa. A forma candnica de
Jordan real de A é

000 O
000 O
T=1001 -1
001 1
Um vetor préprio de 1 —i é (1 —4,0,—i,1) logo uma matriz S tal que A= SJS™' é, por

exemplo,

0 1 1 -1
1 -1 0 0
5= 1 0 0 -1
0 1 1 0

6.78. A classificagao geral dos endomorfismos de espagos vetoriais de dimensao
finita. Nesta seccao, por uma questao de cultura geral, vamos indicar brevemente como
se generaliza a classificagao dos endomorfismos que vimos quando o corpo de base é K =R
ou C a corpos arbitrarios. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo K
eT:V — V um endomorfismo qualquer.

Todo o polinémio com coeficientes em K pode ser fatorizado de forma tinica como o pro-
duto de polinémios ditos irredutiveis que desempenham um papel andlogo ao dos ntimeros
primos nos inteiros. Quando K = C o Teorema Fundamental da Algebra garante que os
tnicos polinémios (ménicos) irredutiveis sdo da forma (xz — A) com A € C e daqui segue
facilmente que os tnicos polinémios (moénicos) reais irredutiveis sao (r — A) com A € R e
(x —a)®>+ 0% coma,beReb#D0.

A versao geral do Teorema da Decomposigao Primadria [6.37] afirma que todo o endomor-
fismo T de um espaco vetorial de dimensao finita pode ser decomposto numa soma direta
de endomorfismos cujos polindmios caracteristicos sao poténcias de polindmios irredutiveis,
havendo uma parcela para cada polinémio irredutivel que divide o polinémio caracteristico
de T'. Quando K = C este resultado é precisamente o Teorema da Decomposicao Primaria
[6.37 Quando K = R, este resultado corresponde a decomposigao do endomorfismo em
blocos de Jordan reais e complexos (cada valor préprio real e cada par de valores préprios
complexos conjugados corresponde a uma parcela).
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Vejamos que forma tomam os blocos de uma decomposigao priméria. Dado v € V'\ {0},
associamos a v o subespago ciclico W = L({T%: i € Ny}). Sendo p(z) = cog+c1z+. ..+ 2"
um polinémio com coeficientes em K de grau minimo (dito o polinémio minimo de v) tal
que

p(T) =0
temos que B = (v, Tv, T?v, ..., T* ') é uma base para W e, nessa base para W, a matriz
que representa Ty ¢
0 0 —Cp
1 0 —C
AnyBB=| o -
0o . 1 —Cl—1

que se chama a matriz companheira do polindémio p. Estas matrizes tém uma forma bas-
tante simples: a grande maioria das entradas ¢ igual a zero. O seu polinémio caracteristico é
(possivelmente a menos de sinal) exatamente o polinémio p(A) como verificarao no Exercicio
28] Usando o Teorema de Cayley-Hamilton, nao é dificil verificar que o polinémio minimo
de um dado v € V' \ {0} é sempre um fator do polinémio caracteristico de 7.

Um Teorema fundamental da Algebra Linear afirma que para todo o endomorfismo 1" de
um espaco vetorial de dimensao finita, existe uma decomposicao de V' como a soma direta
de subespagos ciclicos, ou alternativamente, que existe uma base B de V tal que Arpp
¢é diagonal por blocos sendo cada bloco diagonal uma matriz companheira de um fator do
polinémio caracteristicd®

Verao no Exercicio [28/ que uma fatorizagao de um polinémio leva a uma decomposi¢ao em
blocos da sua matriz companheira. Aplicando o resultado mencionado no paragrafo anterior
aos blocos de uma decomposi¢ao primaria (cujos polinémios caracteristicos sao poténcias de
polinémios irredutiveis) obtemos uma decomposigao diagonal por blocos na qual, ao longo
da diagonal, temos matrizes companheiras de polinémios irredutiveis. Quando K = C isto
¢é exatamente a forma candnica de Jordan, enquanto que no caso em que K = R obtemos
uma matriz semelhante a forma canénica de Jordan real.

Para um excelente tratamento elementar dos temas descritos nos paragrafos anteriores
recomendamos [HK]. Quem continuar a estudar Algebra iré provavelmente ver todos estes
resultados como um caso particular do Teorema de classificacao dos modulos finitamente
gerados sobre dominios de ideais principais. Um endomorfismo 7:V — V dd a V a
estrutura de um médulﬂ sobre o dominio de ideais principais K[t| dos polinémios com
coeficientes em K: define-se a multiplicacao de p(t) € K[t] por um elemento v € V' como

2TAlém disso é possivel escolher estes fatores de uma forma natural, o que leva & chamada Forma
candnica racional de um endomorfismo (assim conhecida porque é véalida, em particular, sobre o corpo dos
racionais).

285e suprimirmos na definigao de corpo o requisito da invertibilidade dos elementos nao nulos obtemos
a nocao de anel. Os ntimeros inteiros e os polinémios com coeficientes num corpo sao exemplos de anéis.
Um médulo sobre um anel é o andlogo neste contexto de um espaco vetorial sobre um corpo.
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p(t)-v = p(T)v. As formas normais para os endomorfismos brevemente descritas acima sao
uma consequéncia imediata da classificacdo dos mddulos finitamente gerados sobre K]t].

6.79. Exercicios.

1. Determine os valores préprios e os vetores préprios das seguintes matrizes/transformacoes
lineares indicando se as mesmas sao diagonalizaveis. Se os valores préprios das matrizes
forem complexos, encare a matriz como sendo complexa.

oW ST e

-1 2 1 2 01 .
@ oz-t| oo @[]
| 0 0 3 011
(h) f: Maxs(R) = Mays(R) definida por f(A) — { P ] A
(i) Sendo V' o espago vetorial dos polinémios (reais) de grau < 3, T: V — V ¢ definida
por
1 3:1:2
T(p) =1+ (/ P(x)dx) 10
0

2. Considere a transformagao linear T: My, o(R) — MsyoR definida por
-1 1 -1 1
T(A>—{ 1 O}A_A{ 1 0]
Determine os valores proprios de T', os espagos proprios e indique se T' é diagonalizavel

3. Considere a base ordenada B = ((1,2,—1),(0,2,1),(1,—2,—1)) de R3, assim como a

base candnica B,. Sendo 7: R* — R? a transformacao linear tal que

01 1
AT,BC,B = 1 3 -1
1 1 2

Determine os valores préprios de T'.
4. Seja T: R? — R? uma transformacao linear que tem (1,0,1),(0,1,1) e (—1,0,1) como
vetores préprios com valores proprios 1,2, —1 respetivamente. Determine a expressao

geral de T.

5. Determine a expressao geral para a transformacao linear R: R3 — R?® que geometrica-

mente ¢é a reflexdao no plano P = {(z,y,2) € R*: x +y + z = 0}.

6. Suponha que 7': R* — R* é uma transformacao linear que tem como espacos proprios
L({(1,2,-1,0),(1,3,2,1)}) e L({(0,1,0,1),(—1,2,0,0)})

correspondentes a valores préprios distintos.
(a) T ¢é diagonalizavel? Justifique.
(b) Indique justificadamente se os seguintes vetores sao vetores préprios de 7.



154 ALGEBRA LINEAR

7.

11.

12.

13.

Seja V = C*°(R) C F(R,R) o espago das fungoes de classe C* e seja D?*: V — V
a transformacao linear definida por D?*(f) = f”. Calcule os valores préprios e vetores
préprios de D?. Sugestao: Veja o Ezercicio 4. da ficha sobre transformacoes lineares
e o Fxemplo |4.40. |Resolucao.|

. Sendo A uma matriz quadrada e p(z) = ag + a1 + . .. + a,x™ um polinémio, define-se

p(A) =ap+aA+ ...+ a,A"
(a) Sendo S uma matriz invertivel, mostre que p(SAS™) = S(p(A))S~*.
1 -2 O . . .
(b) Calcule p ({ 9 _4 ]) para p(x) = 2 — 3z* + 21, Sugestdo: E muito fdcil aplicar
um polinomio a uma matriz diagonal.
. Determine A™! para a matriz A do Exercicio [1(a)| [Resolucio.|
. Resolva os seguintes sistemas de equacoes diferenciais lineares usando uma mudanca

de coordenadas apropriada que reescreva o sistema como duas equagoes independentes
(diz-se que estamos a diagonalizar o sistema):

x'(t) = x(t) + 2y(t) 2 (¢) 1 2 z(t) ' (t) = x(t) — y(t)
(@) 400~ =1t ]

Y (1) = 2x(t) + y(t) y'(t) 2 1]y ( (
Mostre que um endomorfismo P: V' — V é uma projecao se e s6 se P é diagonalizavel
e tem apenas 0, 1 como valores préprios.

Seja A € M,,x,,(C) uma matriz tal que todas as entradas sao reais.

(a) Mostre que se A é um valor préprio de A com parte imaginaria diferente de 0 entao
qualquer vetor préprio v associado a A tem necessariamente alguma componente
com parte imaginaria diferente de 0.

(b) Mostre que X é também um valor préprio de A e que @ (o vetor que se obtém de v
conjugando cada componente) é um vetor préprio de A (linearmente independente
de v pelo exercicio seguinte).

, . . . . : -1
(c) Use oresultado da alinea anterior para diagonalizar eficientemente a matriz [ 11

Resolucao.

Suponha que vy, ...,v, sao vetores proprios de uma transformagao linear f com valores
préprios Ay, ..., A, distintos (isto é, \; # \; para i # j).
(a) Mostre que {vy,...,v,} é um conjunto linearmente independente. Sugestdo: Dada

uma combinagao linear dos vis € possivel tornar todos os coeficientes dos v; ex-
cepto um nulos por aplicacao de uma transformacao linear apropriada! Considere
PTriMeiro o caso em que n = 2.

(b) Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Mostre que T: V' — V é diagona-
lizavel se e s6 se a soma das multiplicidades geométricas dos seus valores proprios
for igual a dim(V).



14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Resolucao.

Numa internet com 4 paginas ligadas de acordo com o diagrama seguinte, qual seria a
péagina mais relevante?

Resolucao.

Determine todos os subespagos invariantes da transformagao linear do Exercicio [2]
Seja T': V' — V um endomorfismo e W7, W5 subespacos invariantes de T. Mostre que
Wi+ Wy e Wy N Wy sao invariantes. Mais geralmente, mostre que uma soma qualquer
e uma intersec¢do qualquer de subespagos invariantes é invariante.
Determine os espagos proprios generalizados e a forma candnica de Jordan para as
seguintes matrizes:

@ |12 -1 () © | =1 2 1
Ll 00 1 1 Lo s
: 00 -1 3 2 2

O OO

2 0
1 1
(d) 0 -1 2
0 0

Eeso!ucéo.

Determine o polinémio caracteristico, os valores préprios, indique as respetivas multi-
plicidades algébricas e geométricas [’ das seguintes matrizes:

R 1 0 0 -1 0 1
() | 5 1| 7T =20 @ | 1 0 -1
: 1 9 -2 -1 -1 2
[ -1 -2 2 -1 -2 -2 ;;_01(1]
@] 0 2 1| (1 2 1 (f)
0 -1 2 -1 -1 0 vou b
- 00 3 0

Seja A € Myxn(K). O trago de A é a soma das entradas diagonais da matriz A:
trA:a11+a22—|—...+ann

(a) Mostre que dadas A, B € M,,«,(K) temos tr(AB) = tr(BA).
(b) Usando a alinea anterior mostre que para S invertivel temos tr(SAS™') = tr(A).

298¢ os valores proprios forem nimeros complexos, considere as matrizes como sendo complexas
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(c) Para K = C, use a alinea anterior para concluir que tr A é a soma dos valores
proprios de A repetidos de acordo com as suas multiplicidades algébricas. Observe
ainda que det A é o produto dos valores préprios de A repetidos de acordo com a
sua multiplicidade algébrica.

(d) Aproveite os resultados da alinea anterior para achar os valores préprios das se-
guintes matrizes 2 x 2

A1 2 |3 =2
(©) [2 4} (i) [2 —1]
(Para matrizes de maior dimensao, o trago e o determinante dao informagao til
sobre os valores proprios mas esta nao € suficiente para achar todos os valores
préprios como no caso 2 x 2)

20. Quando é que uma matriz triangular superior (ou inferior) é nilpotente?

21. Seja V o espago dos polindémios (reais) de grau menor ou igual a 2 e seja T: V — V
definida por

T(p) = p + p(0)t + p(1)t*
Determine se T" admite uma forma canodnica de Jordan e em caso afirmativo calcule-a.

22. Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita e seja T: V' — V um endomorfismo.
Dé uma condicao necesséaria e suficiente para que T admita uma forma candnica de
Jordan.

23. Seja T: V. — V um endomorfismo de um espago vetorial complexo de dimensao 7.
Suponha que 1 é o tnico valor proprio de T' e que a multiplicidade geométrica de 1 é 3.
Quais sao os possiveis valores para a dimensao do ntcleo de (T' — Id)??

24. Sendo

1 2 -1
A= -1 -1 0
0o 1 2

ep(r)=1—-2z+ 2% — 2%+ 27, calcule p(A).
Sugestao: use o Teorema de Cayley-Hamilton
25. Usando apenas a existéncia de valores préprios (isto é, sem usar a forma canodnica
de Jordan) demonstre o Teorema de Schur: Seja V' um espago vetorial complexo de
dimensao finita. Entao existe uma base B para V tal que Ay p p é uma matriz triangular

superior.
26. Seja V' = C*°(R) e considere o endomorfismo D: V — V dado pelo operador de de-

rivagao D(f) = f'.
(a) Mostre que o espago préprio generalizado de A € R é

E(\) = L({eM teM, .. teM, .}

Sugestio: y' — Ay = f(t) & L(eMy) = e Mf(t). Use indugdo.
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(b) Mostre que a soma de todos os espagos préprios generalizados de D nao é todo o

V. E

27. Seja V um espago vetorial (ndo necessariamente finitamente gerado) sobre um corpo K.
(a) Seja N: V' — V um endomorfismo nilpotente e A um escalar nao nulo. Mostre que
Md+N:V — V éumisomorfismo. Sugestao: (1—x)(1+a+a2+.. +aF1) = 1—a*.
(b) Dé um exemplo de um espago vetorial V' e de um endomorfismo 7: V- — V tais
que
eV =FI1)
e (I'—1d): V — V nao ¢ nilpotente.
(c) Apesar do exemplo da alinea anterior, mostre que sendo V e T': V' — V arbitrarios,
A um valor préprio de T' e o um escalar diferente de A, a restrigao de (T'—p) a E9(\)
é sempre um isomorfismo. Conclua que a soma dos espagos préprios generalizados
de T: V — V é sempre direta.
28. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e v € V' \ {0}. Seja k o maior natural tal
que
{v,Tw,..., T" W}
é um conjunto linearmente independente formado por vetores distintos e W = L({v, Tv, .
o subespaco ciclico gerado por v. Sejam ayg, ..., ax_1 € K 0s escalares tais que

T+ ap T+ ...+ aTv+ agv =0

e p(z) o polinémio z* + aj_ 12"t + ... + a1z + ay.

(a) Determine a matriz que representa a restrigao da transformacao 7' ao subespagco
invariante W com respeito a base (v, Tv, ... T* 'v). Esta matriz chama-se a matriz
companheira do polinémio p.

(b) Mostre que o polinémio caracteristico da matriz companheira é (—1)"p(\).

(c) Determine a matriz companheira que obtemos se v é um vetor préprio de 7T

(d) Sejam T': R® — R? a transformagao linear definida por

T(x,y,z) = e +y+z,2—y+2z,2x+2)

ev = (1,0,0). Determine o espago ciclico determinado por v e a matriz companheira
correspondente.

(e) Suponha que p(x) = g(x)r(z) com g e r ménicos. Escrevendo A; para a matriz com-
panheira do polinémio ¢, determine uma base B para o espago ciclico determinado
por v de tal forma que

A, O
Arpp = [ E A }
sendo E uma matriz que tem todas as entradas nulas, com excepcao da entrada no
canto superior direito que é igual a 1.

30sto seria também verdade se substituissemos V pelo espaco vetorial complexo determinado pelas
fungoes C'*° de R para C, pela mesma razao.

o, TF o))
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(f) Recorde-se que duas matrizes A e B se dizem semelhantes, se existe uma matriz
invertivel S tal que B = SAS !. Determine uma matriz companheira semelhante
a um bloco de Jordan.
29. Seja T': V' — V um endomorfismo.
(a) Sendo v € V, considere o conjunto dos polinémios p(z) com coeficientes no corpo
K tais que p(T)v =0

I,={ay+az+...+a2": a; € K apv+a;Tv+ ...+ a,T"v =0}

Sendo m(x) € I, um polinémio (ndo nulo) de grau minimo, mostre que I, é o
conjunto de todos os multiplos de m(z), isto é

I, = {m(z)q(z): ¢(z) qualquer }

O polinémio m(x) fica determinado a menos de multiplicagao por escalar. Podemos
escolhé-lo de forma tinica tomando o tinico polinémio maonico, isto é, com coeficiente
do termo de maior grau igual a 1. Esse polinémio chama-se o polindmio minimo
de v e serd denotado por m,(z) no resto desta pergunta.
Sugestao: Sendo p(x) um elemento de I, use o algoritmo da divisao para escrever
p(z) = m(z)q(x) + r(x) com o grau de r(z) inferior ao de m(x).
(b) Mostre que m,(z) divide o polinémio carateristico de T'.
(¢) O menor multiplo comum de todos os m.,(z) chama-se o polinémio minimo de T. E
o polinémio de menor grau que anula todos os elementos de V. Pela alinea anterior
o polinémio minimo é um fator do polinémio caracteristico. Supondo que K = C dé
uma condicao necesséria e suficiente sobre T para que o polinémio minimo coincida
com o polinémio caracteristico.
(d) Determine a menos de semelhanga todas as matrizes A € My44(C) cujo polinémio
minimo é (z — 1)
(e) Mostre que, sendo K = C, existeﬂ um vetor v € V tal que m,(z) é o polinémio
minimo de T'.
30. Seja A € Msys(R) uma matriz tal que
e 2 é um valor préprio de A
e 1 + i é um valor préprio de A (vista como matriz complexa) com multiplicidade
geométrica 2
e A nao tem outros valores proprios além de 2 e 1 £14
Quais sao as possiveis formas canénicas de Jordan reais de A?
31. Determine a forma candnica Jordan real das seguintes matrizes assim como as bases que
as colocam em forma candnica.

31sto é na realidade verdade sem qualquer restrigao sobre o corpo K.



ALGEBRA LINEAR 159

L 121 1
@2 1 -1 N I

1 1 1
0O 01 2

7. ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO INTERNO

Neste capitulo final vamos introduzir mais estrutura geométrica nos objetos que temos
vindo a estudar. Esta estrutura incluird por exemplo nogoes de distancia e angulo entre
vetores. Isto é feito com recurso a nocao de produto interno, um conceito que generaliza a
nocao de produto escalar em R? e R? familiar do ensino secundario. Neste capitulo o corpo
de base sera sempre K =R ou C.

7.1. Definicao de produto interno num espaco vetorial. Recordemos o produto in-
terno (ou escalar) de vetores de R? e R3. Trata-se de uma operagao que produz um nimero
rea (v, w) a partir de dois vetores v e w. E dado pelas férmulas

((z1,22), (Y1, ¥2)) = T191 + T2y para (21, T2), (y1,y2) € R?

((z1, 72, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + Tay2 + T3Y3 para (z1, 22, 73), (Y1, Y2, y3) € R?

respetivamente. Em ambos os casos, o significado geométrico, do produto interno (v, w) é
|v||]]w|| cos a em que ||z|| designa o comprimento do vetor z e o é o angulo entre v e w.

w

Vew = IV Wl og o 7

no vy
notodio = <YW > o

As propriedades destes produtos podem ser abstraidas nos seguintes axiomas simples.

Definicao 7.2. Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno em V' € uma funcgao
(,): VxV >R
satisfazendo

(1) Bilinearidade: Para todos os aj,as € R e vy, vy, w € V.
o (1v] + vy, w) = (v, W) + o (vy, W)
o (w, v + anvy) = ag(w, v1) + ag(w, vy)

(2) Simetria: (v, w) = (w,v) para todos os v,w € V.

32No ensino secundério, a notagdo normalmente utilizada para o produto interno dos vetores v e w é
v - w mas aqui usaremos a notagdo (v, w), que é a standard.
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(3) Positividade: (v,v) > 0 para todo o v # 0.

Observacao 7.3. Tendo em conta a simetria do produto interno, para verificar a bilinea-
ridade basta verificar a primeira (ou a sequnda) das igualdades que a caracterizam.

Exemplo 7.4. O produto interno usual (ou standard) em R™ é definido por

(1, 20), (Y1y - Un)) = T1y1 + T2Yo + - . + TpYn

E imediato verificar que as propriedades (1)-(3) na Defini¢do sao verificadas. FEste
produto interno generaliza o produto interno ja conhecido nos casos em que n =2 e 3.

Exemplo 7.5. Seja [a,b] um intervalo limitado e fechado de R e V- = C([a,b],R) o espago
vetorial das funcgoes continuas de [a,b] para R (que é um subespago vetorial do espago
vetorial de todas as fungoes de R para R). Define-se (-,-): V x V — R pela expressao

() = [ fa)gla)da

A expressdo anterior faz sentido porque o produto de fungoes continuas € continua e uma
fung¢do continua é integrdvel num intervalo compacto. Verifiquemos as propriedades (1)-(3)

da Definigao [7.2:

(1) {nfrtazfs, g) = [ (e fi(@)+aafo(@)g(0)de = an [ fula)g(a)dr+as [} fo(x)g(x)de =
ar(f1,9) + a2(f2,9)

(2) E imediato uma vez que f(x)g(z) = g(x)f(z).

(3) {f, ) f f2(z)dxz > 0 por monotonia do integral. Se f(x) # 0 entao existe
T € [a b] tal que f(xzo) # 0. Como f € continua isso significa que existe € > 0 e
um intervalo J contendo xg com interior nao vazio tal que f(x)* > € quando x € J.

Mas entdo f;f( x)?de > [, f(x)*dx > [, e dx > 0.

Observagao 7.6. Se pensarmos numa fung¢ao f como um “vetor com componentes inde-
zadas pelos nimeros reais”cuja componente x é o numero f(x), e no integral como uma
“soma em x”0 Exemplo[7.5 é uma generaliza¢io natural do Exemplo [7.4).

Existe também uma versao do conceito de produto interno para um espaco vetorial
complexo, que se chama um produto interno Hermaitiano, ou simplesmente um produto
interno. O modelo sera C", mas agora nao podemos usar exatamente a mesma férmula que
nos da o produto interno standard em R™ porque perderiamos a propriedade da positividade
(que é a chave para definir o comprimento de vetores). A solu¢do é conjugar um dos
argumentos coordenada a coordenada, uma vez que zz = |z|*> > 0. Esta solugao requer a
modificagao dos restantes dois axiomas da forma seguinte.

Definicao 7.7. Seja V' um espago vetorial complexo. Um produto interno em V ¢é uma
funcao
(,):VxV—=C

satisfazendo
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(1) Sesquilinearidade ou linearidade conjugada: Para todos os aj,ay € C e
V1, Vg, W € V.
o (1v] + vy, w) = g (vy, W) + @ (vg, W)
o (w, v + aguy) = ag(w, v1) + ag(w, vy)
(2) Simetria conjugada: (v, w) = (w,v) para todos os v,w € V.
(3) Positividade: (v,v) € real e positivo para todo o v # 0.

Observacao 7.8. Tendo em conta a simetria conjugada de um produto interno complexo,
para verificar a sesquilinearidade basta verificar a primeira (ou a sequnda) das igualdades
que a caracterizam.

Exemplo 7.9. O produto interno standard em C" é a fungdo (-,-): C" x C* — C definida
pela expressao
((z1, -y 2n), (W1, ..., wy)) = Z1wy + Zawg + . .. + Zywy,
E imediato verificar as condicoes (1)-(3) da Defini¢ao . Por exemplo,
(21, 2n), (21, 20)) = |2+ |22 >0
e s0 se anula se z1 = ++- = z, = 0.

Um produto interno num espaco vetorial real ou complexo permite-nos introduzir nog¢oes
de comprimento e distancia no espaco em questao.

Defini¢ao 7.10. Seja V' um espago vetorial e (-,-) um produto interno em V. A norma

ou comprimento de um vetor v € V' € o nimero real nao negativo ||v|| = /(v,v). Sendo
v,w eV, a distancia de v a w € o numero real nao negativo ||v — w||.

Note-se que as nocoes de norma e comprimento para o produto interno usual em R? ou
R? sao as habituais. Por exemplo:

Iz, y, 2)|| = Va2 +y* + 22
Exemplo 7.11. Em C? com o produto interno usual,
1+4, -] =vV1+iP+1=v2+1=V3

Em C([0,1],R) a distancia entre as fungoes x e 1 é
1

Hx—w:W: @0:%

Além da distancia, um outro conceito fundamental de que passamos a dispor num espaco
com produto interno é a nocao de ortogonalidade ou perpendicularidade.

1

Definigao 7.12. Seja V' um espago vetorial e (-,-) um produto interno em V. Um sub-
conjunto S C 'V diz-se ortogonal se (v,w) = 0 para todos os v,w € S distintos. Um
subcongunto S C V' diz-se ortonormado se S é ortogonal e ||v|| = 1 para todo o v € S.
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Exemplo 7.13. O conjunto {(1,1),(1,—1)} € ortogonal em R? para o produto interno
usual, uma vez que ((1,1),(1—1)) =1—1=0. Nao é ortonormado uma vez que ||(1,1)|| =
V2 # 1, mas dividindo cada um dos vetores pelo seu comprimento obtemos o conjunto

ortonormado {(\/Li, %) , <\/L§’ —\%)}
As fungoes senx e 1 sao ortogonais em C([0,27], R) uma vez que

27
(senzx, 1) = / senzdr = —cos x| =0
0

As bases canonicas de R™ e C" sdo conjuntos ortonormados para os produtos internos
USUALS.

7.14. Representacao matricial de um produto interno. Seja V um espago vetorial
com produto interno (-,-) e suponhamos que B = (vy,...,v,) é uma base para V.
Podemos escrever dois vetores v, w € V em fungao da base B

V=01V + ...+ QpU,, w= [+ ...+ Bron,

Vamos agora usar a bilinearidade/sesquilinearidade para obter uma férmula para o produto
interno em termos do produto de matrizes. Consideraremos o caso complexo notando que
este contém o caso real: os nlimeros reais sao os numeros complexos tais que @ = «; para
obter as féormulas no caso real basta suprimir todas as conjugacoes das férmulas.

Usando linearidade conjugada na primeira varidvel temos

(v, wy = (V1 + . .. AU, W) = ag{v, w) + ... + WV, W)
Usando a linearidade na segunda coordenada temos para cada i

(v, w) = (vg, Prv1 + ... Bpvn) = Br{vi, v1) + ... + Bulvi, vp)
e substituindo na primeira expressao obtemos a seguinte expressao para o produto interno
(v,w) = @B (v, v1)+. . A+ Bn V1, Vn) + 2B (v, V1) + AT B1(Vn, V1) F AT B (Vn; Un)

Vemos assim que o produto interno é completamente determinado pelo conjunto de n?
escalares (v;,v;) com 4,5 = 1,...,n. Identificando escalares com matrizes 1 x 1 a expressao
anterior pode ser escrita matricialmente na forma

(54) ST I
<vm U1> <Un7 02> e <Un’ Un> ﬁn

Proposicao 7.15. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre K = R ou C e seja
(-,+) um produto interno em V. Dada uma base ordenada B = (vy,...,v,) para V', existe
uma unica matriz Gp € Myuxn(K), chamada a matriz da métrica ou matriz de Gram tal
que

(v,w) =49 _Zp

{[U]EGB[U)]B se K=R
[vl]p Gplwlp seK=C
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Esta matriz é dada pela formula

(55) Gp = [{vi, v))]
Dem. Resta-nos apenas provar a unicidade. Consideremos apenas o caso real uma vez que
0 caso complexo é inteiramente andlogo: se A € M,«,(R) é tal que (v,w) = [v]5A[w]z
entao tomando v = v;, w = w; obtemos
-0
<vi,w]~):[0 a1 O}A 1 = Qyj
L. 0 -
pelo que a matriz A é necessariamente dada pela férmula (55)). O

Observacgao 7.16. Para chegar a expressao usdmos apenas a propriedade (1) das
Deﬁnigées epelo que a expressao matricial se aplica a fungoes de V xV — K
que satisfacam o axioma (1) (ditas fungoes bilineares no caso real, e sesquilineares no caso
complexo).

As propriedades (2) e (3) na defini¢ao de produto interno impoem algumas condigoes
sobre a matriz G . Quanto a condigao (2), escrevendo g;; para a entrada ij da matriz Gp,
temos no caso real

T
9ij = <Uz‘,vj> = (%w) =g;; < Gp=0Gp

ou seja, a matriz da métrica é simétrica. No caso complexo temos
— —T

gij = (vi,v5) = (vj,v) =g & Gp=0Gp

Diz-se que a matriz Gg é hermitiana. Reciprocamente, se G é uma matriz que satisfaz
estas condigoes é imediato verificar que a fungao

(v, w) =[] Glwls

satisfaz as condigoes (1) e (2) nas definigdes e (uma tal fungao diz-se uma forma
bilinear (resp. sesquilinear) simétrica).

Quanto a condigao (3), ela claramente implica que os valores préprios de uma matriz da
métrica tém que ser reais positivos (mesmo no caso em que K = C): se Ggv|p = A[v]s
entao . .

[v]|* = (v,v) = [v]s Gslvls = Alls [v]s = Allv]sl* >0 = X>0

Observacgao 7.17. Veremos em breve que uma matriz simétrica ou hermitiana é sem-
pre diagonalizdvel. Admitindo este facto, € imediato verificar que dada uma base B para
V' e uma matriz G simétrica (resp. hermitiana) com valores proprios todos positivos, a

expressao (v, w) = @TG[’LU]B define um produto interno em V.

Assim, uma base B para o espaco vetorial V' estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre os produtos internos em V' e as matrizes simétricas (resp. hermitianas) com valores
proprios todos positivos.
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Exemplo 7.18. Consideremos a restricio do produto interno usual em R3 ao subespaco
V={(z,y,2) ER3: 2 +y+ 2z =0} Una base para V ¢é dada, por exemplo, pelos vetores
vy = (1,=1,0) e vy = (0,1,—1). A matriz da métrica para o produto interno em V com
respeito a base B = (vy,vq) € portanto

Gy — [ (v, v1) (01, 02) ] :[ 9 _1]

<027U1> <U27U2> -1 2

Dados vetores v,w € V' com [v]p = { ; ] e [w|p = { _11 ] temos

R Iy L o b

Podemos confirmar este resultado fazendo as contas em R®: Temos
v=1-(1,-1,0)+2(0,1,-1) = (1,1,-2), w=-1-(1,-1,0)+1-(0,1,-1) = (—1,2,-1)

logo
(v,w)y=1-(-1)+1-24+(-2)-(-1)=—-14+24+2=3.

O ponto do exemplo anterior é o seguinte: mesmo que estejamos interessados apenas
no produto interno usual em R"™ (isto é na nogao usual de comprimento e angulo) em
certas situacoes estaremos interessados em considerar apenas vetores que estao em certos
subespagos (imaginemos por exemplo que um avido voa num dado plano) e para fazer
contas nesse plano é mais pratico escolher coordenadas no plano (da mesma forma que
a superficie da Terra utilizamos duas coordenadas para descrever um ponto). No plano
nao hé em geral coordenadas candnicas como em R™ e numas coordenadas arbitrarias que
escolhamos, a expressao do produto interno nao sera aquela a que estamos acostumados,
mesmo que o produto interno em questao provenha do produto interno usual em R".

Observacao 7.19. Note-se que uma base B para um espaco vetorial V' € ortogonal com
respeito a um produto interno sse a matriz da métrica Gg é diagonal (e entdo as entradas
diagonais sao positivas e iguais as normas dos vetores da base ao quadrado) e que B é
ortonormada (isto € um conjunto ortonormado) sse Gp € a matriz identidade (e portanto,
nessas coordenadas, o produto interno calcula-se exatamente da mesma forma que o produto
interno usual em R™ ou C").

Suponhamos agora que B, B’ sao duas bases para o espaco vetorial V' com produto
interno. Como se relacionam as matrizes da métrica com respeito as duas bases?

Sendo S = Sp_,p a matriz de mudanga de coordenadas da base B para a base B’ temos
para qualquer x € V

[z]p = S[z]s
substituindo na expressao para a matriz da métrica na base B’ temos (novamente o caso
real obtém-se omitindo os conjugados)

(v, w) = [l Clwls = Spls Go(Shwls) =[5 S GuSwls
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onde usdmos que A B = AB e (AB)T = BT AT. Tendo em conta a expressao
—T
(v,w) = [v]p Gplw]p
que caracteriza a matriz da métrica com respeito a base B conclui-se que
(56) Gp = ?TGB/S ou, no caso real, Gp=STGpS

Estas férmulas explicam como a expressao para o produto interno é alterada por uma mu-
danca de coordenadas e sao inteiramente analogas a formula que descreve a maneira como
as expressoes matriciais de um endomorfismo em duas bases distintas estao relacionadas.

7.20. As desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz.

Definigao 7.21. Seja V' um espaco vetorial com produto interno, v € V eu € V \ {0}
um vetor ndo nulo. Define-se a projegao ortogonal de v sobre u (com respeito ao produto
interno dado) por

. _UUL:<u”U>:L0L
(57) Proju(®) = (V) e = Ty = Tl YV
v
A

L 7 U
A
:;1\4”/ U J
- Frcdufv.) = <J}TJ_||)V'7 f_W—”

"
(B8 VI BC AN

As expressoes do lado direito do primeiro sinal de igual em (57)) sdo todas iguais pela
definigao de norma e pela linearidade na primeira varidvel (no caso complexo note-se que
o escalar m é real e portanto igual ao seu conjugado).

Quando V = R? ou R? com o produto interno usual, a definicao anterior coincide com a
nocao de projecao ortogonal ja estudada no ensino secundario. De facto o vetor ﬁ é um

versor da dire¢ao determinada por u (isto é, tem a mesma dire¢do e sentido e comprimento
1). O escalar que multiplica este versor é
U

<mvv> =

com « o angulo entre u e v, pelo que a expressao [57] é, neste caso, a expressao familiar do
ensino secundario.

u

T ||v]| cosa =1+ ||v]| cos v = ||v|| cos ax
u

Observacao 7.22. No caso complexo € importante que o produto interno na erpressao
para proj,(v) seja realizado na ordem indicada, caso contrdrio a expressio nao serd linear
em v.
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Exemplo 7.23. A projecdo ortogonal de (1,—1,2) sobre o vetor (0,1,1) com respeito ao
produto interno usual em R3 €

((1,-1,2),(0,1,1))
((0,1,1),(0,1,1))
Note-se que proj,(v) é colinear com wu (por definigdo, proj,(v) é um multiplo escalar

de u). Claramente proj, é uma transformagao linear (pois o produto interno é linear na
segunda coordenada) e, como

(0,1,1) = 3(0,1,1) = (0,1, 3)

. u
proj, (Au) = (u, Au) 7 = Aul*

[

u

=\
2 = ™

temos que
e A imagem de proj, é exatamente L({u})
e proj, ¢ a identidade na sua imagem, isto é proj? = proj, (ou seja, proj, é uma
projecao).
A transformagao linear proj, € portanto uma projegao na reta gerada por u. As diregoes
de projecao sao as que estao contidas no nucleo de proj, que é precisamente o plano
perpendicular a u:

proj,(v) =0 < (u,v) =0< (u,v) =0

u

2
Il
A transformacao proj, permite assim escrever qualquer vetor v como a soma de um vetor
colinear com u e outro ortogonal a u:

v = (v —proj,(v)) + proj,(v)

Da consideracao da componente ortogonal a um vetor u, vém duas desigualdades fun-
damentais.

Proposicao 7.24. Seja V' um espago vetorial (real ou complexo) com produto interno (-,-),
eu,v €V. Entao

(i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(u,v)| < ||ul|||v]|

(i) Desigualdade triangular: [|u + v|| < ||lu| + [|v]|
A igualdade verifica-se na primeira desigualdade se e s6 se u e v sdo colineares.
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Dem. (i) Podemos assumir sem perda de generalidade que u # 0 (pois nesse caso 0 =
[(u,v)| = ||ul/||v|| € u,v s@o colineares). Nesse caso temos, pela positividade do
produto interno

||2 — <v—<u’v>u <U,U>u>

(wu) ", )
<

0 < flv—proj,(v)

R O P R P R T
= (o) =y O T oy O G ey Y
, i o)f?
= e

e esta desigualdade é equivalente a
[{w, o) < [luf?[o]®
Tomando raizes quadradas obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade
verifica-se apenas quando v — proj, (v) = 0, o que acontece se e s6 se v é um multiplo
escalar de u.
(ii) Temos
(58) |u+ | = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0)

Uma vez que z + Z = 2Re(z) < 2|z| temos

(u,v) + (v, u) = 2Re((u, v)) < 2[(u, v)] < 2|[ull[[v]
onde na segunda desigualdade aplicAmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Substi-
tuindo em ([58|) obtemos

llw+vll* < [lull® + 2[lufl[[o]l + ol = (Jull + [lv])*
que ¢é equivalente a desigualdade triangular.

g

Observagao 7.25. (i) A desigualdade triangular chama-se assim porque w,v,u+ v for-
mam as arestas de um triangulo em V' e a desiqualdade diz precisamente que o com-
primento de um dos lados de um triangulo € sempre menor ou igual a soma do com-
primento dos dois outros lados.

U+ V
oyl € llull + v

(ii) Quando u,v sao ortogonais, a expressio (5) ¢ o Teorema de Pitagoras: ||u+vl||? =
lull®+ [lo]|*.
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7.26. A definicao de dngulo. Complementos ortogonais.

Definigao 7.27. Seja V' um espaco vetorial real e v,w € V wvetores nao nulos. Define-se
o angulo entre v e w como o Unico « € [0, 7] tal que

_ (vw)
cosq = ———
[[o][[[w]]

(Isto faz sentido porque, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz a expressao do lado direito
do sinal de igual pertence ao intervalo [—1,1].)

Note-se que v,w € V' sdo ortogonais se e s6 se o angulo entre v e w ¢ 7.

e

Exemplo 7.28. O dngulo entre as fungoes x e > em C([0,1],R) ¢

(z, 2?%) fol 3dz 3 V15

arccos = — arcCos —— = arccos T

) _
02 a3 o I

Definicao 7.29. Seja V um espago vetorial com um produto interno e S C V' um subcon-
jJunto qualquer. Define-se o subespacgo ortogonal a S por

St ={veV: (v,r) =0 para todo o x € S}

Se W C V é um subespaco vetorial, chama-se a W+ o complemento ortogonal de W em
V.

E imediato verificar que S+ é um subespaco vetorial de V: claramente 0 € S+ e se
v1,v2 € St e ar,an € R temos (aqv; + vy, ) = a1 (vi, x) + vy, ¥) = 0 para todo o
x € S, pelo que av; + asvy € St

Proposigao 7.30. S+ = L(S)*

Dem. Uma vez que S C L(S), é evidente que L(S)t C St (se um vetor é ortogonal a
todos os elementos de L(S), certamente é também ortogonal a todos os vetores de S).
Reciprocamente, seja w € S*. Dado v € L(S), existem vetores vy,...,v; em S e escalares
Qaq, ..., tais que v = aqv + ... 4+ agvE. Entao

(w,v) = (w,0qv1 + ... + ug) = ag{w,v1) + ... + a{w,vg) =0
logo w € L(S)*. Isso mostra que S+ C L(S)* e conclui a demonstragao. O

Exemplo 7.31. (i) Se A € M,,xn(R) entiao N(A) = EL(A)* C R" (onde o produto

interno considerado é o usual). De facto, pela defini¢ao do produto de matrizes,
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x € R™ estd no nicleo de A sse € ortogonal as linhas de A para o produto interno
usual em R™, e pela Proposicao anterior isto € o mesmo que ser ortogonal ao espaco

das linhas.

(ii) Se B é uma base de V (ou mais geralmente um conjunto de geradores) entio B+ =
{0}. De facto, B+ = L(B)* = V*. Mas a positividade do produto interno diz-nos
que o tunico vetor que é perpendicular a si préprio é o vetor 0. Logo V+ = {0}.

7.32. O método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. A operagao de projecao or-
togonal segundo um vetor permite-nos facilmente achar uma base ortogonal a partir de

uma base qualquer.

Proposicao 7.33 (Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt). Seja V' um
espago vetorial com produto interno e {vy,...,vx} C V um conjunto linearmente inde-
pendente. Entao os vetores definidos indutivamente pelas formulas

w, = U1
wy = Uy — Proj,, (v2)
w3 = U3 — Projy, (U3) — Projy, (vs)
formam um conjunto ortogonal {w, ..., w} tal que, para cada i =1,... k, temos

L({Ul, c. ,Ui}) = L({’U)l, . ,U}z})
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Dem. Vamos usar indu¢ao em i para ver que {wi,...,w;} é um conjunto ortogonal e
L({v1,...,v}) = L{wy,...,w;}). A base da indugdo é o caso ¢ = 1, que é ébvio porque
um conjunto com um unico vetor é ortogonal e, por definicao, wy = vy.
Seja ¢ > 1 e assumamos por inducao que o resultado é valido para ¢ — 1. Vejamos
primeiro que L({vy,...,v;}) = L({wy,...,w;}). Temos que verificar duas inclusoes
e Por hipétese de indugao vy,...,v;—1 € L({wy,...,w;—1}) C L({wy,...,w;}). Uma
vez que proj,(v) é um multiplo de u, a seguinte reformulacao da defini¢ao de w;

Vi = Wy + proj’wl (U’L) + e + projwifl(vi)

mostra que v; € L({wy,...,w;}). Conclui-se que L({vy,...,v;}) C L{ws,...,w;})
e Novamente, por hipétese de indugdo, temos L({wy,...,w;—1}) C L({vy,...,v;}).
Na expressao para w;

w; = v; — Proj,, (v;) — ... — proj,, , (v:)
os termos precedidos por um sinal menos formam uma combinacao linear de wy, ..., w; 1
e portanto, por hip6tese de indugao, pertencem a L({vy,...,v;_1}). Conclui-se que
w; € L({vy,...,v;}) e portanto que L({ws,...,w;}) C L({vy,...,v;}).
Para ver que {wy,...,w;} é um conjunto ortogonal basta-nos ver que (w;,w;) = 0 para
J < i pois a hipétese de indugao diz-nos que (w;,w;) = 0 para j # [ quando j,I < i. Ora
(wj,w;) = (wj,v; — proj,, (v;) — ... = proj,, ,(v;))
. <w1, Ui> <wi—1; Ui>
- <’LUJ,’U1> <w]7 <'U}1,U)1>w1> s <w]7 <wi717wi71>w171>
(wr, vy) (wi—1,v;)
= (w;,v;) — ——(wj,wy) — ... — ———————{w;, w;_
< J z> <w1,w1>< J 1> <wi_1,wi_1>< Jr» % 1)
Do lado direito do sinal de igual, novamente pela hipdtese de indugao que {wy, ..., w;_ 1} é
ortogonal, o tinico termo (w;, wx) que é nao nulo é o termo correspondente a k = j portanto
(wj, vi)
(wj,wz-) == <U)j,1)i> —0—...- m<w]‘,w]‘> —...—0= <’LUj,’Ui> - (wj,vz) =0

o que conclui a demonstragao. O
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Exemplo 7.34. Vamos achar uma base ortonormada para o subespaco
V={(z,y,z,w) €eR*: 2 +y+w =0} C R*
Uma base para este subespaco € por exemplo
{(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,0)}

Vamos aplicar o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmaidt, dividindo depois os vetores
resultantes pelas suas normas para obter uma base ortonormada.
O primeiro vetor da base ortonormada serd
(1,0,0,—1)

Y
||(170a 07_1)”

Obtemos um vetor ortogonal através da expressao

wz = (0,1,0,—1) = (wy, (0,1,0, = 1))wy = (0,1,0, =1) = 5(75,0,0,—5) = (~3,1,0,—3)
Na expressao anterior nao foi necessdrio dividir por (wy,wy) porque ||w| = 1. Dividindo
pela norma obtemos o sequndo vetor da base ortonormada
1 1
Wy = (__71707_1) = 2(_171707_1)
[wa[* 2 2 3\ 2 2

O vetor vs = (0,0,1,0) ja € ortogonal a wy e Wy e tem norma 1, pelo que podemos tomar
para base ortonormada de V o conjunto

{(5:0.0,=35) (=75 /3.0, = 75), (0,0,1,0)}

7.35. Calculos em bases ortogonais e projecao ortogonal. As bases ortogonais sao
extremamente tteis porque tornam os calculos muito mais faceis. Comegamos por observar
que um conjunto ortogonal sem vetores nulos ¢ necessariamente linearmente independente

Proposicao 7.36. Seja V' um espago vetorial com produto interno e S C V' \ {0} um
conjunto ortogonal de vetores nao nulos. Entao S é linearmente independente.

Dem. Sejam vy, ..., v, elementos de S e suponhamos que
(59) a1V + ..U = 0

Queremos ver que os coeficientes «; sao todos nulos. Como S é ortogonal temos (v;, v;) =0
para i # j. Fazendo o produto interno da equacao com v; obtemos

(v, vy + ...+ agog) = (v;,0) =0
Do lado esquerdo temos

&1<Ui,’U1>—|—...+OéZ'<UZ',’UZ‘>+...+Oék<’Ui,'Uk> = 0—|—+OéZH’UZ||2+—|—Oék0

Portanto a;||v;||> = 0. Como v; # 0, conclui-se que a; = 0. O
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O resultado seguinte, embora muito simples, ¢ uma das principais razoes para a utilizagao
de bases ortogonais ou ortonormadas. Juntamente com as nogoes de valor e vetor préprio
serd um dos resultados de Algebra Linear que mais vezes serd utilizado nas aplicacdes. Diz
essencialmente que é muito féacil calcular as coordenadas de um vetor numa base ortogonal.
Nao é necessario resolver um sistema linear, basta fazer uma conta muito simples.

Proposicao 7.37. Seja B = (vy,...,v,) uma base ortogonal para o espago com produto

interno V. Entao dado v € V' as coordenadas de v na base B sao dadas pela expressao
<U17U>
(v1,01)

[v]p = :

(vn,v)
(vn,vn)

Dem. Sendo v € V', temos a mostrar que

V1,V Up, VU U1,V Up, U
—<1 >vl+...+< >vn(:)v—<1 >v1—...—uvn:0
(v1,v1) (U, Vp) (v1,v1) (Un, Un)

De acordo com o Exemplo [7.31(ii) basta ver que o vetor do lado esquerdo da segunda
igualdade é ortogonal aos elementos da base B. Ora

R TS I 75 IR S S S U V) A A S C/ 1) B
{vi, (vy,v1) Lo (U, V) 2 {vi, v) (01,1)1)( is ) <vn,vn>< is Un)
= <U¢,U)—0—...——<Ui’v'>(vi,vi>—..‘—0

= (v, v) — (v;,v) =0

Exemplo 7.38. Numa base ortonormada as contas da Proposicao anterior sao ainda mais
simples porque os denominadores das expressoes para as coordenadas saio 1. Considerando
a base ortonormada

_ 1 1 1 2 1
B = (757070’_75)7(_76’ §>07_76)7(07071’0))

do Exemplo e o vetor (1,1,3,—2) € V temos

<(\/L§70707_\/L§)7<171737_2>> %
(113, =25 = | (—35,/3.0.-0). (L13,=2) | = | J+ /3
<(Oa07170)7(1a]—73a_2)> 3

Uma base ortogonal para um subespaco pode ser usada para definir a projecao ortogonal
nesse subespaco.

Definicao 7.39. Seja V' um espago vetorial com produto interno e U C V' um subespaco
finitamente gerado. A projecao ortogonal de V' em U € a transformacao linear Py: V. — V
definida pela formula

(60) Py (0) = proj,, (v) + ... + proj,, (v)
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onde {uy,...,ur} € uma base ortogonal de U.

P g brog, )

Yy

/ Py

Py é uma transformacao linear pois é uma soma de transformacoes lineares. Nao é no
entanto imediatamente obvio que a férmula seja independente da escolha da base
ortogonal para o subespaco U. Isso é uma consequéncia do seguinte resultado.

Proposicao 7.40. Seja V' um espagco com produto interno e U um subespaco vetorial
finitamente gerado. A transformacao linear Py:V — V' definida pela expressao
verifica

(1) P2 = Py (ou seja, Py € uma projegdo).

(2) Py(V)=U e N(Py) = U*.
Portanto V. =U @ U* (isto é V =U + U+ e UNU* = {0}) sendo a decomposigio inica
de um vetor de V. em vetores de U e U+ dada pela expressdo

eU U+t
— ——

v =Pu(0) + (v - Pu(v))

Dem. Exercicio. O

A Proposicao anterior mostra que Py é independente da escolha da base ortogonal para
U que aparece na férmula [60| pois uma projecao ¢ completamente determinada pela sua
imagem e o seu nicleo (como vimos no Exercicio 4)25).

Uma aplicacao interessante das projecoes ortogonais é o calculo da distancia de um ponto
x de um espago vetorial com produto interno V' a um subespaco U de V.

Definicao 7.41. Seja V' um espaco vetorial com produto interno x € V e S C V um
subconjunto nao vazio. A distancia de z a S é

d(z,S) =inf{|lz —ul|: ve S}
Mais geralmente, a distancia entre dois subconjuntos nao vazios S, T C V define-se por

d(S,T) = inf{||lz —y|: 2z € S,y € T}
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X o | 60 05 panlos
ds S o T ous cgximes
v do oltve

Note-se que o infimo existe porque o conjunto {||x —y||: = € S,y € T'} é ndo vazio (porque
S e T sao nao vazios) e limitado inferiormente (por 0).
Uma caracteristica fundamental da distancia entre conjuntos pode resumir-se no seguinte

Slogan: As distancias medem-se na perpendicular

Veremos agora algumas instancias do aforismo anterior deixando outras para os exercicios.
Verao outras instancias quando estudarem curvas e superficies em Caélculo 2.

No caso em que S = U é um subespaco vetorial de V e v € U, dado x € U podemos
escrever o vetor v — & como

v—x=(v—Py(v))+ (Py(v) —x)

uma vez que v — Py(v) € Ut e Py(v) — 2z € U, pelo Teorema de Pitagoras, temos

lv —=)|* = llo = Po()I* + [ Pr(v) — 2[I* = [lo = Py(@)[I* & [lv = 2[| > v = Pr(v)l|

Uma vez que Py(v) € U, isso mostra que d(v,U) = ||[v — Py(v)]| e, portanto, que Py (v) é
o ponto de U mais préximo de v.
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Este argumento pode facilmente ser adaptado para calcular distancias de pontos a planos
v+ U que nao passam pela origem ou a distancia entre planos que nao se intersetem.

Exemplo 7.42. Vamos achar a distincia (para o produto interno usual) do ponto (1,2, —1)
ao plano H = {(z,y,2) € R®: x +y + 2z = 2}.

A diregao ortogonal ao plano é (1,1,2). A reta ortogonal ao plano que passa por (1,2, —1)
tem equacao paramétrica

(1,2,—1)+¢(1,1,2) = (1 +¢,2+t, -1+ 2t)
e interseta H quando

_ _ _ 1
A+ + Q2+t +2(-1+2)=26t=1ct=1

O ponto v = (g, 16—3 —%) de intersecao desta reta com H € o ponto de H mais proximo

)
de (1,2,—1). De facto se w € H for outro ponto, temos como antes, pelo Teorema de
Pitagoras, que

||U) - (17 27 _1)”2 = ||U} - U”Q + ||U - (17 27 _1)”2 > ||U - (]-7 27 _1)”2

pois v — (1,2, —1) (que tem a dire¢ao de (1,1,2)) e w — v (que pertence ao plano paralelo
a H que passa pela origem) sao perpendiculares.
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(12 (1)

X4Y412 = 2
Conclui-se que a distancia de (1,2,—1) a H € ||(1,1,2)]| = \/ié.

7.43. O método dos quadrados minimos. ﬁ Seja A uma matriz m x n. Mesmo que o
sistema linear Ax = b seja impossivel, podemos tentar encontrar o valor de x que esta mais
préximo de constituir uma solucao no sentido em que a distancia de Ax a b é minimizada.

O conjunto {Az: z € R"} é um subespaco de R™, nomeadamente o espaco das colunas
de A, EC(A). Como vimos acima, Ax estard o mais préximo possivel de um ponto b € R™
quando

Az —be EC(A)*
mas, uma vez que EC(A) = EL(AT), pelo Exemplo [7.31]i) temos
EC(A)*t = EL(AT): = N(AT)

Assim, Az serd o ponto mais préximo de b quando se verifica a equagao dos quadrados
minimos para x

(61) AT(Azr —b) =0 AT Az = A"b

33Esta discussdo é adaptada do tratamento deste método em [D].
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LR

Note-se que a solu¢ao pode nao ser tnica (se N(A) # 0) mas o sistema tem sempre
solucdo pois traduz ezatamente a condi¢ao de Ax ser o ponto de EC(A) mais préximo de
b, e este ponto existe sempre.

Este método é extremamente 1til na pratica. Frequentemente temos dados experimentais
que queremos ajustar a uma lei conhecida, que depende de parametros. Os inevitaveis erros
experimentais terao como consequéncia que nenhuma escolha dos parametros se adequara
exatamente as medigoes. Este método permite achar quais os valores dos parametros que
melhor se adequam as medicoes efetuadas.

Exemplo 7.44. Vamos determinar a reta y = ax + b que melhor aproxima os trés pontos
(ndo colineares) (0,—2),(1,3),(4,5) € R?. Se existisse uma reta que passasse pelos trés
pontos, os coeficientes a,b seriam solugcoes do sistema

a-0+b=-2 0 1 -9
a-1+b=3 & |11 [Z}: 3
a-4+b=5 41 D

Este sistema nao tem solugao mas o método dos quadrados minimos da-nos os coeficientes
a,b tais que a soma

(a-04+b—(=2)+(a-1+b—3)*+(a-4+b—5)?

¢ minima (€ isto que dd o nome ao método). Temos que achar a solu¢ao do sistema
01 4 (1) } al [0 1 4 _32 o] 1T ]fa]_[2
111 41 bl |1 11 5 5 3 b| | 6

que €
al 113 —5|[228]_[ 2
b| 26| -5 17 6 | | -3
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pelo que a reta que melhor aproxima os pontos dados (no sentido dos quadrados minimos)
é

A Sema it (.mh‘ﬁ(l'rmﬂ\ﬂ
an spodeeda dal 50 grwaua bos
& mivumizade mlo

fote

Observagao 7.45. Pouco apds a sua descoberta, em 1801, o planeta ando Ceres (na
cintura dos asterdides) ficou tapado pelo Sol. Foi para prever (com sucesso) o sitio onde
Ceres iria aparecer depois de passar por detras do Sol, com base nas poucas observacgoes que
se tinham consequido anteriormente, que Gauss inventou o método dos quadrados minimos.

7.46. Uma férmula para o volume de um paralelipipedo k-dimensional. Vamos
descrever uma férmula para o volume k-dimensional de um paralelipipedo de dimensao
k em R"™ que serd util em Cdlculo 2 quando se estudar a integragdo em superficies (k-
dimensionais) curvas.

Proposicao 7.47. Sejam vy, ...,vr € R™ wvetores linearmente independentes. FEntao o

volume k-dimensional do paralelipipedo P com arestas vy, ..., v €
Vol (P) = Vdet ATA

onde A € My« (R) € a matriz que tem vq,. .., vx por colunas.

Dem. Sejam wy.y1, ..., w, uma base ortonormada para o complemento ortogonal do plano
gerado por vq,...,v5. Entdo (para qualquer nogao razodvel de volume k-dimensional)
o volume do paralelipipedo n-dimensional com arestas vy, ..., Vg, Wgi1, ..., w, ¢ igual ao
volume k-dimensional que queremos calcular. Sendo B € M,,,(R) a matriz que tem por
colunas os vetores vy, . .., Ug, Wkt 1, - - - , Wy, (por ordem) e escrevendo B por blocos na forma
[A | C] com A a matriz formada pelas primeiras k colunas, temos

AT A o}

Tp _
BB_[ o L.



ALGEBRA LINEAR 179

(onde CTC = I,,_;, porque os vetores w; constituem uma base ortonormada para o plano
que geram). Portanto

(det B)* = det(BTB) = det(ATA) & Vdet ATA = |det B

Como | det B| é o volume do paralelipipedo n-dimensional com arestas vy, . . ., Ug, Wgt1, - - - , Wy,
isto conclui a demonstragao. U

Notamos que a matriz AT A na Proposicao é exatamente a matriz da métrica com
respeito a base (vq,...,v;) para a restricao do produto interno usual ao plano gerado por

{v1,..., 08}

Exemplo 7.48. A drea do paralelogramo em R3 com arestas (1,—2,1) e (2,3,0) é

1 2
1 -2 1 6
det[z 3 0} 2 3= ‘—4 13’ V62
1 0

7.49. Projecao ortogonal e compressao de dados. A ideia fundamental utilizada na
compressao de dados (por exemplo som, ou imagem) é a projecao ortogonal e baseia-se
na descoberta por Joseph Fourier, um engenheiro, matematico e fisico do século XIX,
durante as suas investigagoes sobre a propagacao do calor, que é possivel descrever fungoes
arbitrarios através de somas de funcoes trigonométricas.

Na sua expressao mais simples, suponhamos que pretendemos descrever uma funcao real
continua f: [0,7] — R (que pode representar por exemplo, uma linha numa imagem, ou a
intensidade do som). E fcil verificar, que com respeito ao produto interno (-, ) no espago
vetorial C([0, 7], R) das fungoes continuas em [0, 7| definido por

fg/f

{senz,sen(2z), ..., sen(nx),...}

o conjunto

é ortogonal. Fourier descobriu que é possivel expressar qualquer fungao continua como
“combinacao linear” destas fungéeﬂ - aquilo a que se chama hoje uma série de Fourier.
Intuitivamente isto significa que o conjunto acima forma uma “base ortogonal” para o espaco
das fun¢oes continuas em [0, 7).

A ortogonalidade permite determinar facimente os coeficientes da combinagao linear
correspondente a uma funcdo f: o coeficiente segundo sen(nz) da fungao f é dado pela
expressao

(sen(nz), f(x))

I sen(na)|[”

Psen(nz)(f) =

34Trata-se de uma combinacdo linear infinita, ou desenvolvimento em série. A anélise da convergéncia
destas séries é delicada e constitui ainda hoje uma drea vibrante da Matemaética que se designa por Anadlise
Harménica.
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A ideia béasica da compressao de dados é que, para armazenar a informacao contida
no grafico de f basta armazenar um numero suficientemente grande destes coeficientes.
Quanto maior o nimero de coeficientes, maior a fidelidade com que conseguimos reprodu-
zir a funcao f. Dados os coeficientes, reproduzir a funcao f consiste em somar a expressao
obtida a partir dos coeficientes armazenados. Desde que o niimero de coeficientes utilizado
seja suficientemente grande serd impossivel ao ouvido ou olho humano distinguir entre a
funcao original e a soma finita de fungoes trigonométricas usada para a aproximar.

FiGura 2. Aproximacao de um sinal retangular por uma soma de Fourier
com 9 termos.

Recomendamos a utilizagao do applet disponivel em http://mathlets.org/mathlets/
fourier-coefficients/| (parte dos MIT Mathlets) para explorar esta ideia, que serd
descrita com mais detalhe e utilizada no préximo ano, no curso de Célculo 3.

7.50. Transformagoes unitarias e (anti)-hermitianas. Para terminar, vamos falar
um pouco das transformacoes lineares entre espacos vetoriais munidos de produto interno.
Comecamos por estudar as transformacgoes que preservam o produto interno e portanto
angulos e distancias.

Definigao 7.51. Seja V' um espago vetorial com produto interno {-,-). Uma transformagao
linear T:V — V tal que

(T(v), T(w)) = (v,w) para todos os v,w €V

diz-se ortogonal quando V' é um espaco vetorial real e unitaria quando V é um espago
vetorial complexo.

As transformagoes unitarias s@o exatamente as que preservam a distancia determinada
pelo produto interno - isto é as isometrias (ver o Exercicio [28). O caso mais importante
da definicao anterior é o dos produtos internos usuais em R" e C".


http://mathlets.org/mathlets/fourier-coefficients/
http://mathlets.org/mathlets/fourier-coefficients/
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Exemplo 7.52. Consideremos R™ com o seu produto interno usual e T: R* — R" a
transformacgao linear definida por T(x) = Ax com A uma matriz n X n (onde, como
habitualmente, estamos a identificar R™ com as matrizes coluna n x 1). O produto interno
de dois vetores x e y de R™ pode escrever-se matricialmente na forma x'y. Portanto T é
ortogonal se e so se

(62) (Az)'(Ay) = 2Ty © 2T AT Ay = 2Ty para todos os x,y € R"

Isto acontece se e so se

(63) ATA=1,

De facto, € claro que se A satisfaz a condi¢cao entao satisfaz . Reciprocamente se

¢ satisfeita entao tomando para x ey o 1-ésimo e j-ésimo vetores da base canonica de
R" respetivamente, a expressao x* AT Ay calcula a entrada ij da matriz AT A que € portanto
1 quando i = j e 0 caso contrdrio. AT A € portanto a matriz identidade.

As matrizes de M, «,(R) que satisfazem chamam-se matrizes ortogonais. Note-se
que esta equacdo é também equivalente a dizer que A é invertivel com inversa AT.

Uma vez que as linhas da matriz AT sao as colunas de A, a condicdo diz que uma
matriz é ortogonal sse as suas colunas formam uma base ortonormada para R".

Assim, quando multiplicamos a matriz A por um wvetor x € R™, obtemos um vetor
que tem as mesmas coordenadas que x na base ortonormada dada pelas colunas de A.
Podemos pensar que o referencial ortonormado inicial foir "rodado”para um novo referencial
ortornormado. Isto generaliza o conceito de rotacdao e reflexao no espaco tridimensional
como veremos no Exercicio [{0

Exompho do afeito do
\/ ume honsformacze uiltia
rwme  base
Un, /\ 10,)
%Uz /2%
U{ IT(U;\ Tfuﬂ

Consideremos agora o caso inteiramente andlogo em que V. = C" com o produto in-
terno usual, e Te = Ax com x € C". Temos agora que o produto interno é definido
matricialmente pela expressao (x,y) =Ty e entio T é unitdria se

T _ —T
A Ay=7"ys A A=1,
As matrizes que satisfazem esta condicao dizem-se unitarias. Novamente uma matriz

PR . , . , =T
¢ unitdria sse € invertivel e a sua inversa € A, sse as suas colunas formam uma base
ortonormada para C™.
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E conveniente simplificar a notacao para a matriz transposta conjugada.

Definigao 7.53. Seja A € M, (C). A matriz transposta conjugada A" ¢ denotada por
A* e designada por matriz adjunta de A ﬁ Assim, A* € M5 (C) é a matriz com entrada
1j dada por aj;.

Proposicao 7.54. Seja V' um espago vetorial complezo com produto interno (-,-) eT: V —
V' uma transformac¢ao unitiria. Entao:

(i) Os valores proprios de T sao complexos com maédulo 1.
(i1) Vetores proprios de T correspondentes a valores proprios distintos sao ortogonais.

Dem. Seja v um vetor préprio de T'. Sendo T'(v) = Av temos

IT@)I* = (T(v), T(v)) = (A, W) = A\v,v) = [A]*[Jv]?

[ I” =

Por outro lado, como 7' é unitaria temos (T'(v),T(v)) = (v,v) = |jv _
IA||[v]|?, e como v # 0, isto significa que [\| = 1.

Suponhamos agora que T'(v) = \v e T'(w) = pw com A, p distintos. Entao

(v,w) = (Tv, Tw) = (\v, pw) = (v, w)

Portanto ||v

ou seja
(1—=A){v,w)y =0 Ap=1 ou (v,w) =0
Como A é um complexo com médulo 1, X = % logo a primeira condigao na disjungao acima

é equivalente a = A pelo que nao se verifica. Conclui-se que (v, w) = 0, isto é, que v e w
sao ortogonais. O

Observacao 7.55. Se encararmos uma matriz n X n real A como uma matriz compleza,
dizer que A € ortogonal ou unitdria é equivalente (uma vez que A = A). Vemos portanto
que 0s valores proprios de wma matriz ortogonal (encarada como uma matriz complexa)
sao complexos unitarios e que os seus vetores proprios sao ortogonais em C™.

Exemplo 7.56. A matriz
cosa —sena
sena  Cos

¢ ortogonal, como se verifica imediatamente. Geometricamente corresponde a rotagao de
um angulo o no sentido anti-hordrio.
Note-se que os valores préprios (complexos) desta matriz sio as solugoes de

(cosa— A)* +sena =0 < \ = cosa +isena

Os vetores préprios (também necessariamente complexos) sao as solugoes de

cosa — (cos o £ isena) —sen « @l gl Fi
sen o cosa — (cos o i sen ) b | b |~ 1

(com v € C) e sdo ortogonais para o produto interno usual em C2.

35Por vezes A* diz-se também a matriz transconjugada de A
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Vamos agora falar de outras duas classes importantes de endomorfismos de espagos
vetoriais com produto interno que sao ”bem comportados” com respeito ao produto interno.
A verdadeira justificacao para considerarmos estas classes é que endomorfismos deste tipo
sao ubiquos em Matematica e nas suas aplicagoes, pelo que é importante conhecer as suas
propriedades.

Definicao 7.57. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Uma
transformacao linear T: V — V diz-se auto adjuntam se para todos os v,w € V' temos

(64) (T(v), w) = (v, T(w))
e anti—adjuntam se para todos os v,w € V temos
(65) (T'(v), w) = =(v, T'(w))

No caso em que V = C" com o produto interno usual, e Tv = Av é determinada por

uma matriz A € M, «,(C), as equagoes e traduzem-se em
(Av)Tw = £07 (Aw) & v A*w = £07 Aw para todos os v,w € C"

Vemos assim que uma matriz A € M, (C) determina uma transformagcao auto-adjunta
sse A = A*, isto é, se A é uma matriz hermitiana. Uma transformacao é anti-adjunta
sse A = —A* e diz-se entao que A é uma matriz anti-hermitiana. Analogamente uma
matriz A € M, (R) determina uma transformacao auto-adjunta de R™ sse é uma matriz
simétrica e anti-adjunta sse é anti-simétrica, isto é se AT + A = 0.

Proposicao 7.58. Os wvalores proprios de uma transformacao linear auto-adjunta sao
reais, e os de uma transformacao linear anti-adjunta sao imagindrios puros. Em qualquer
dos casos, vetores proprios de valores proprios distintos sao ortogonais.

Dem. Suponhamos que T' é auto-adjunta e v é um vetor proprio de T' entao

Mo, v) = (v, v) = (T, v) = (v, Tv) = (v, ) = Mov,v)
Como v # 0 temos que A = X pelo que X\ é real. No caso anti-adjunto obterfamos a
igualdade A + A = 0 que diz que A é imaginério puro.
Sejam A e u valores proprios distintos de T' auto-adjunta com vetores préprios v, w.
Entao

Mo, w) = (A, w) = (Tv,w) = (v, Tw) = pv,w)

onde na primeira igualdade usamos o facto de X ser real e portanto igual ao seu conjugado.
A igualdade anterior traduz-se em (A — p)(v,w) = 0. Uma vez que A # u, conclui-se que
v e w sao ortogonais.

No caso anti-adjunto obtemos analogamente (X + u)(v,w) = 0. Como \ e y sdo ima-
ginérios puros A + = —\ 4+ u pelo que novamente vemos que v e w sao ortogonais.  [J

36Em inglés self-adjoint. Ver o Exercicio [34] para a justificacio desta terminologia.
3TEm inglés skew-adjoint.
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Teorema 7.59 (Teorema espetral). m

(1) Seja V- um espago vetorial complexo de dimensao finita com produto interno e T:V —
V' uma transformacao linear unitdaria, auto-adjunta ou anti-adjunta. Entao T € dia-
gonalizavel por uma base ortogonal de V.

(i1) Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita com produto interno e T:V —
V' uma transformacao linear auto-adjunta. Entao T é diagonalizdvel por uma base
ortogonal de V.

Dem. As demonstracoes sao todas analogas pelo que vamos apenas ilustrar o caso de uma
transformacao auto-adjunta deixando os restantes como exercicio.

A demonstracao é por inducao na dimensao do espaco vetorial complexo V', sendo que
o caso de dimensao 1 é trivial. Supondo que a dimensao de V é maior do que 1, seja v
um vetor préprio de T' e consideremos o subespaco W = v+ C V. Entao Tiw ¢é também
auto-adjunta como endomorfismo de W para a restrigao do produto interno a W. De facto,
a igualdade

Mo, w) = O, w) = (Tv,w) = (v, Tw)
mostra que, se w € v+ entdo Tw € v*+. Dado que W é invariante para T, é evidente que
Tiw € auto-adjunta. Por hipétese de indugao, existe uma base ortogonal de W formada
por valores préprios de Tjy que juntamente com v forma a base ortogonal desejada para
V.

Seja agora V um espago vetorial real e T: V — V uma transformacao linear auto-
adjunta. Para mostrarmos que T é diagonalizavel por uma base ortogonal seguindo o
argumento do paragrafo anterior basta-nos mostrar que 7' tem um vetor préprio v € V
(pois entdo v serd invariante e a restri¢io de T' a v auto-adjunta).

Seja B uma base ortonormada para V', e A = App p a matriz que representa a trans-
formacao linear 7' com respeito a base B. A matriz A é simétrica e portanto a trans-
formagao linear 7": C" — C" definida por T'(z) = Ax é auto-adjunta com respeito ao
produto interno usual em C". Seja A € R um valor préprio de 7’. Como A é uma matriz
real podemos escolher um vetor proprio y para A com coordenadas reais. Seja v € V tal
que [v]p = y. Entao

[T(v)]p = Arpglvls = Ay = Ay = Avlg = [\v]g = T(v) = \v
o que conclui a demonstragao. U
Sumarizamos agora a informacao sobre matrizes quadradas que resulta do Teorema

anterior, aplicando-o a transformacao linear definida por Tx = Ax com A uma matriz
n X n real ou complexa. Em cada caso a matriz A pode ser escrita na forma

A=SDS™!
com S uma matriz, unitaria quando A é diagonalizavel sobre C, e ortogonal quando A

¢é diagonalizavel sobre R, (cujas colunas formam uma base ortonormada para C" ou R”

380 espetro de um endomorfismo é o conjunto dos seus valores préprios. O nome vem do espetro das
cores - as cores sao frequéncias de ondas eletromagnéticas que por sua vez sao os valores préprios de um
certo endomorfismo - o operador das ondas.
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consoante o caso, constituida por vetores préprios de A), e D uma matriz diagonal cujas
entradas sao os valores préprios de A.

| Tipo de matriz | Definigio | Diagonalizdvel | Valores préprios |

ortogonal AAT =1, sobre C AeC N\ =1
simétrica A=AT sobre R reais
anti-simétrica | A + AT =0 sobre C imaginarios puros

Matrizes n x n reais especiais.

| Tipo de matriz | Definicio | Valores proprios |
unitéria AA* =1, AeC A\ =1
hermitiana A=A reais
anti-hermitiana | A + A* = 0 | imaginérios puros

Matrizes n X n complexas especiais.

Observacao 7.60. Embora nao haja nenhum critério util para ver se wma matriz é diago-
nalizdvel, hd um critério muito simples para ver se uma matriz complexa A € diagonalizdvel
por uma base ortonormada. Isto acontece sse AA* = A*A, caso em que se diz que a matriz
A é normal. Ver o Erxercicio [{4 para uma demonstragao.

7.61. A decomposicao em valores singulares. Vamos agora usar o Teorema espetral
para obter uma decomposicao muito 1til para uma transformacao linear de K” em K™
para K = R ou C. Deixamos como exercicio a adaptagao desta discussao ao caso em que
os espacos K" sao substituido por espacgos de dimensao finita com produto interno.

Comecamos por considerar o caso de uma matriz quadrada. O seguinte resultado gene-
raliza a decomposicao polar de um nimero complexo nao nulo. Geometricamente, exprime
um endomorfismo invertivel de K" como a composi¢ao de um conjunto de expansoes e
contragoes (reais) nas diregdes de uma base ortonormada (pelo Teorema Espetral ¢ esse o
efeito de uma matriz hermitiana com todos os valores préprios positivos) seguido de uma
"rotacao” (uma transformagcao unitéria).
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Proposicao 7.62 (Decomposigao polar). Seja A € M, «,(C) uma matriz invertivel. Entdo
existem uma matriz hermitiana P com wvalores proprios todos positivos e uma matriz
unitaria U iunicas tais que A = UP.

Dem. A matriz A*A é hermitiana e todos os seus valores proprios sao positivos uma vez
que A*Av = v = || Av||* = v*A*Av = A||v||* (e o niicleo de A ¢é trivial logo A # 0). Pelo
Teorema espetral existe uma matriz unitaria S e uma matriz diagonal D com entradas
diagonais positivas tais que A*A = SDS*. Seja P = Sv/DS*, onde v/D denota a matriz
que se obtém de D tomando a raiz quadrada positiva de cada uma das entradas diagonais
de D.

E imediato verificar que P é hermitiana com todos os valores préprios positivos (os seus
valores préprios sao as raizes quadradas dos valores préprios de D). Além disso

P*P = (SVDS*)*(SVDS*) = SVD $*SVDS* = SVDVDS* = SDS* = A*A
Para concluir a existéncia da decomposicao polar, verifiquemos que U = AP~! ¢ unitdria:
UU= (P YA AP = (P Yy PPP =1

Resta-nos demonstrar a unicidade das matrizes U e P. Para tal basta notar que se A =
UP é uma decomposicao polar entdao A*A = P*P = P2. Se B for uma base ortonormada
que diagonaliza P entdao a mesma base ortonormada diagonaliza A*A. Conclui-se que o

espaco préprio de \ para P coincide com o espaco préprio de A2 para A*A. Logo P ¢é
completamente determinada por A, e portanto o mesmo sucede com U. O

Observagao 7.63. No Teorema anterior, se A € M,x,(R) podemos escolher P na de-
monstra¢ao acima real (pelo Teorema espetral para matrizes simétricas) e portanto U serd
também real. Conclui-se assim que toda a matriz real invertivel A se fatoriza de forma
unica como A = OP com O uma matriz ortogonal e P uma matriz simétrica com todos 0s
valores proprios positivos.

Exemplo 7.64. Se A = [a + bi] € M14,(C) entdo A*A = [a*> + V*], P = [Va®> + V] e
escrevendo a+bi = r(cos @ +isen ) temos que U = P7'A = [cos +isend]. Vemos assim
que a decomposicao polar generaliza a forma trigonométrica dos nimeros complezxos.
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O seguinte Teorema pode ser visto como uma generalizagao da decomposicao polar a
transformacoes lineares arbitrarias. Afirma que qualquer transformacao linear de K" para
K™ pode ser decomposta numa rotacao inicial em K", seguida de uma transformacao que
expande ou contrai ao longo de alguns eixos coordenados, colapsando os restantes eixos
coordenados, seguida de outra rotagao em K.

(ra 1egublo losarteds)
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Teorema 7.65 (Decomposigao em valores singulares). Seja A € M,,+,(C). Existe uma
fatorizacao de A na forma

A =U,DU,

com Uy € Myxm(C) e Uy € Myyr(C) unitarias e D € My,wn(R) uma matriz cujas unicas
entradas nao nulas sao reais positivos oy > ... > o > 0 ao longo da diagonal, isto é

J o, sej=1e1<k,
ij = .
0  caso contrdrio
Os numeros o; chamam-se os valores singulares de A.

Demonstracao. A matriz A*A € M,,(C) é hermitiana e tem todos os valores préprios

> 0 (uma vez que (A*Av,v) = ||Av||* > 0). Sejam U, uma matriz unitdria e A uma matriz
diagonal tais que
(66) A*A = Uy AU,

com as entradas diagonais nao nulas de A aparecendo na ordem o7 > ... > o2 > 0 (note-se
que podemos alterar a ordem das entradas na diagonal com uma matriz de permutagao,
que é unitaria). Seja D € M,,x,(R) uma matriz cujas unicas entradas nao nulas sao
o1 > ... > o0, > 0 ao longo da diagonal (isto é d;; = 0; para 1 < i < k e todas as outras
entradas sao nulas). Temos entao DTD = A.

Recorde que Ui_1 = U} uma vez que as matrizes U; sao unitarias. A equagao diz-nos
que (AU, ' )*(AUy 1) = A pelo que
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e As tltimas n — k colunas de AU, ' sdo nulas.
e As primeiras k colunas vy, ..., v, € C™ sao um conjunto ortogonal em C™ sendo o
comprimento da coluna ¢ igual a o;

As colunas nao nulas de AU, ' sdo uma base ortogonal para o espaco das colunas de A
(uma vez que geram EC(A) e sdo ortogonais).
Seja U; uma matriz unitaria cujas primeiras k colunas sao h (tal matriz obtém-se

completando a base ortonormada {”z—i”, ce ”5—2”} para EC(A) a uma base ortonormada de
Cn.

Entdo A = U, DU, conforme desejado: esta equacdo é equivalente a AU, = U; D que
se verifica por definicao da matriz U;! U

Observagao 7.66. (i) Se A for uma matriz real, podemos tomar para Uy e Uy matrizes
ortogonais obtendo assim a decomposi¢cao em valores singulares real.

(i1) Embora a decomposi¢ao em valores singulares nao seja unica, os valores singulares
de A sao completamente determinados por A: sao as raizes quadradas positivas dos
valores proprios nao nulos de A*A.

(i1i) Em termos muito concretos:

e As colunas de Uy sio uma base ortonormada By = {wy, ..., w,} para C" (cujos
elementos se chamam vetores singulares a direita )
o As colunas de Uy sao uma base ortonormada By = {x1,..., 2y} para C™ (cujos

elementos se chamam vetores singulares a esquerda)
e O vetor w; € enviado por A em o;x; para 1 < i <k e para 0 set > k.

Exemplo 7.67. Consideremos a matriz A = } (1) _11 . Temos
1 1 10 1] 2 1 0
ATA = |0 1 L1 1| =1 L =0
1 -1 . 0 —1 2
-1 1 _ 1 _1 1 _ 147
3 V2 e 300 B V2 R
= |-+ 0 = 020 - 0 =
V3o AR
SR R B N B e B
Portanto
_1 1 _ 19T
o | 2y p_|Vv3 00
’ FARET (O 0 V2 0
V3 VZ e

Os valores singulares sao o1 = \/3, 0o = /2. Neste caso, uma vez que o espago das colunas
¢ todo o R?, nao temos escolha para a matriz U, :

[ 55 48] - we[ 2]
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A decomposicao singular de A € portanto

1 1 1

0 11[v3 0 0 Y3V
A:UlDUF{—l OHO ﬁo} oL ¥
V6 V6 V6

O efeito de A nos vetores de R? pode ser descrito da sequinte forma: colapsa R?® ortogonal-
mente no plano gerado pelas duas primeiras colunas de Uy ", enviando depois um circulo
unitdrio neste plano numa elipse com eizos \/3 e V2 sequndo as direcées dadas pelas co-
lunas de Uy (neste caso o eizo dos yy, que € a imagem da reta gerada pela primeira coluna
de Uyt em R? e e o eizo dos xx que é a imagem da sequnda coluna de Uy*)

A decomposicao em valores singulares desempenha um papel importante na andlise de
dados. Os dados podem normalmente ser organizados numa matriz (gigante) e a decom-
posicao em valores singulares ajuda a organiza-los. A decomposi¢ao em valores singulares
também pode ser usada para comprimir dados, descartando os valores singulares de tama-
nho inferior a um dado limite fixado.

7.68. Formas quadraticas. Como outra aplicacao do Teorema espetral vamos aproveitar
para classificar a menos de mudanca de variavel linear os polinémios homogéneos de grau
2 de vérias variaveis. Podemos pensar nestes como as funcoes de varias variaveis mais
simples a seguir as fungoes lineares.

Definicao 7.69. Uma forma quadratica em R™ € uma funcao f: R™ — R da forma
(67) f(z) = 2" Ax

com A € M,x,(R) (estamos como habitualmente a identificar uma matriz 1 X 1 com um
escalar).

Por exemplo

(68) flay)=]x y]ﬁ i”ﬂ:2x2+6xy+4y2

¢ uma forma quadratica em R?. Note-se que a forma quadratica depende apenas da parte

simétrica AJ’QAT da matriz A. De facto uma vez que a transposicao de matrizes 1 X 1 nao

tem qualquer efeito temos 27 Ax = (27 Az)T = 2T ATz. Substituindo a matriz A em

A AT
2

por obtemos portanto a mesma expressao. Por outro lado, uma vez que a soma das
entradas ij e ji da matriz A é o coeficiente de z;2; na expressao matrizes simétricas
distintas dao azo a formas quadraticas distintas. H& assim uma correspondéncia biunivoca
entre formas quadraticas e matrizes quadradas reais simétricas.

Tendo em conta o Teorema espetral, dada uma matriz simétrica A, existe uma matriz
ortogonal S e uma matriz diagonal (real) D tal que

A=S8DS™!
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E dado que S é ortogonal, S~! = ST, Usando coordenadas y na base ortonormada formada
pelas colunas de S a expressao para a forma quadratica simplifica-se muito. Temos z = Sy
e entao

(69) f(x) =a" Az = (y'ST)A(Sy) = (v ST)SDST(Sy) = y" Dy = My + ... + Ay

onde Aq,...,\, sao as entradas diagonais de D, ou seja, os valores proprios de A. Nas
aplicagoes (por exemplo para a determinagao de extremos de funcoes de vdrias varidveis
como verao em Calculo 2) é importante determinar o “sinal”de uma forma quadratica no
seguinte sentido.

Definicao 7.70. Uma forma quadrdtica f: R™ — R diz-se

(1) definida positiva se f(z) > 0 para x # 0.
(11) semi-definida positiva se f(z) > 0 para todo o x € R™.
(111) definida negativa se f(x) < 0 para x # 0.
(iv) semi-definida negativa se f(z) < 0 para todo o x € R".
(v) indefinida se f(x) assume valores positivos e negativos.

Da expressao obtemos imediatamente o seguinte resultado.

Proposigao 7.71. Uma forma quadrdtica f(z) = 27 Az com A € Myxn(R) simétrica é

(1) definida positiva sse todos os valores proprios de A sdo positivos.
(i1) semidefinida positiva sse todos os valores proprios de A sdo maiores ou iguais a zero.
(111) definida negativa sse todos os valores préprios de A sao negativos.
(iv) semidefinida negativa sse todos os valores proprios de A sGo menores ou iguais a zero.
(v) indefinida sse A tem wvalores préprios de sinal contrdrio.

Exemplo 7.72. A forma quadrdtica ¢ indefinida uma vez que a matriz simétrica que

a representa
2 3
3 4

tem determinante negativo e portanto valores proprios de sinais contrdrios.
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Observagao 7.73. A expressio (69)) mostra também que toda a matriz simétrica com
valores proprios positivos € a matriz da métrica de um produto interno, pois a positividade
do produto interno corresponde precisamente ao facto da forma quadrdtica determinada
pela matriz da métrica ser definida positiva.

Seja A uma matriz simétrica n x n. Dado 1 < i < n escrevemos A; para a matriz que
se obtém de A tomando apenas as primeiras ¢ linhas e colunas de A. Os determinantes
destas submatrizes de A chamam-se os menores principais de A.

Proposicao 7.74 (Critério de Sylvester). Seja f: R" — R a forma quadrdtica determi-
nada pela matriz simétrica A € M, x,(R). Entao

e f € definida positiva sse det A; > 0 parai=1,..., n.
o [ € definida negativa sse det A; € positivo para i par e negativo para i impar.

Dem. Note-se que f(z) = zT Az é definida positiva sse —f(z) = 27 (—A)z é definida
negativa. Uma vez que det(—A;) = (—1)"det A; (em geral, a multilinearidade do determi-
nante implica que det(AA); = A det 4;), vemos que as duas afirmagoes do enunciado sao
equivalentes. Basta portanto demonstrar a primeira.

Se f é definida positiva, a sua restri¢ao a R = {(zy,...,2;,0,...,0): 1,...,7; € R}
serd também definida positiva. Mas claramente esta restri¢ao é dada pela férmula (com
r € RY)

firi(z) = zT A

logo, para que f seja definida positiva, é necessario que det A; > 0.

Reciprocamente, suponhamos que det A; > 0 para cada ¢ = 1,...n. Seja i > 1 e
suponhamos indutivamente que ja verificimos que frx € definida positiva para todo k <
(para k =1 é claro que se det A; = ay; > 0 entao figi(2) = aj 22 é definida positiva).

Suponhamos por absurdo que fjg: nao era definida positiva. Uma vez que, por hipétese,
det A; > 0, a matriz A; teria que ter pelo menos dois valores préprios negativos (contados
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com multiplicidade). Sendo W C R’ um plano gerado por dois vetores préprios indepen-
dentes de A; com valores préprios negativos, terfamos fjw (y) < 0 para y € W \ {0}.

Mas a interseccao de W com Ri~! C R’ tem dimensao pelo menos 1 pelo que existiria
um vetor y € R\ {0} com f(y) < 0, contradizendo a hipétese de indu¢ao que figi-1 é
definida positiva. O

Exemplo 7.75. Consideremos a forma quadrdtica f: R® — R definida por
flx,y,2) = 102% 4+ 10y® + 102> + 22y + 2y=

A matriz simétrica que lhe estd associada é

10 1 0
A= 1 10 1
0 1 10
Os menores principais
10 1 10 1 0
|10| = 10, ‘ 1 10‘:99, 1 10 1 |=1000—- 20 =980
0 1 10

sao todos positivos, pelo que a forma quadrdtica é definida positiva.

7.76. A classificacao das quddricas. Uma quddrica é uma curva em R? ou uma su-
perficie em R? definida por uma equacao quadratica. Podemos usar a diagonalizacao de
matrizes simétricas para entender geometricamente estas curvas e superficies (que irao ser
exemplos bésicos em Célculo 2).

Quadricas em R2. A expressao geral de uma quadrica é
(70) ar? +bry + ey +drdey+ f=0

em que a,b,c,d,e, f € R. Devemos excluir alguns casos degenerados: se a = b =c¢ =10
entdo o conjunto descrito pela expressao anterior é uma reta se (d,e) # (0,0), vazio se
d=e=0e f#0,etodo o plano se d = e = f = 0. Consideremos portanto o caso em
que os termos de grau 2 nao se anulam todos. Temos
1]
Y

Sejam A, A2 € R os valores préprios da matriz associada a forma quadratica anterior e
(u,us), (v1,v9) 0s vetores proprios correspondentes, que podemos assumir formarem uma
base ortonormada para R?. Sendo (u,v) as coordenadas no referencial determinado pelos
vetores proprios temos

- HEFEE

o Nl

ar’ +bry+cy’ =[x y | [

Nl Q
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[l n ]l

:| = /\1U2 + )\21)2

Nestas coordenadas, temos

o Nl

2 2 _ Uy Uz
ar’ +bry+cy® = [w v}{v ]{

S 2 e

O termo linear em transforma-se mediante a mudanca de coordenadas num termo
linear em u e v, pelo que esta mudanca de coordenadas transforma na seguinte equagao:

(72) Mu® 4+ Mv? +du+ v+ f=0

Temos agora a considerar trés casos:

e )\, Ay ambos diferentes de 0, com o mesmo sinal: Multiplicando (72) por —1 se
necessario podemos assumir que A; e Ay sao positivos. Completando os quadrados
podemos escrever a expressao na forma

Mu+ ) 4+ X+ 5)? = f

12 /2 . , . .
onde f' = —f + f? + 2+ Se f' < 0 este conjunto é vazio, se f' = 0 este conjunto
1 2
. U ! . 7 .
consiste no ponto (_2dTl> —2672), e se f’' >0, o conjunto é uma elipse com centro em
U / . A .
(—;lTl, —35%;) (ou uma circunferéncia quando A; = As).

e )\, \y ambos diferentes de 0, com sinais opostos: Multiplicando ([72)) por —1 se
necessario podemos assumir que A; é positivo. Com uma manipulacao semelhante
a do caso anterior obtemos uma expressao da forma

A(u— )+ Xa(v —wg)? = f

que, para f’ # 0 é a equacao de uma hipérbolﬂ com “centro”em (ug, vp) e assintotas
dadas pelas retas

A
v — vy = £ (u — )
A2
Quando f' = 0 a equacao define a uniao das duas retas dadas pela expressao

anterior.
e )\ ou Ay sao 0: Sem perda de generalidade podemos assumir que Ay = 0 e que
A1 > 0. Manipulando a expressao como antes obtemos

M(u—up)>+€ev+f =0

Se €' £ 0, trata-se da equacao de uma pardbola, cujo sentido é determinado pelo
sinal de €¢/. Se ¢/ = 0 obtemos o conjunto vazio, a reta u = uy, ou duas retas
paralelas a esta ultima, consoante f' > 0, f =0 ou f’ < 0 respetivamente.

3INote-se que a equacio 22 — y? = 1 se pode escrever na forma (z — y)(z+y) = 1 e portanto, mediante
a mudanga de varidvel linear u = x —y, v = x +y é equivalente & equagao mais familiar para uma hipérbole
uv = 1.
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Exemplo 7.77. Consideremos o exemplo concreto da equacao
P2y + P+ +2y+3=0
A matriz simétrica associada a forma quadrdtica determinada pelos termos quadrdticas é
i
11

que tem wvalores proprios 0 e 2 com vetores proprios (\%,—\%) e (
mudanca de coordenadas

I
- 1L L
y 2 \/5
obtemos a equacao

0-u®+ 2v° + J5u+ Z5v + 2(—Jsu+ J5v v) +3 =0 20° — Jsu+ v +3=0

). Fazendo a

o
Sl

que se pode escrever na forma

u = 2\/§(v+4f) +3v2 -

Quadricas em R3. A expressao geral de uma quadrica é
(73) ax® + by + c2* +dovy +exz + fyz+gr+hy+iz+j=0

Novamente a andlise desta superficie baseia-se na anélise dos termos de grau 2 (se estes se
anulam identicamente a equagao define um plano, o vazio ou todo o R?) que constituem a
forma quadratica

cill
[z y 2] 5 b 3 Y
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Num referencial ortonormado formado por vetores préprios da matriz simétrica que ocorre
na expressao acima, a expressao (73| transforma-se em

Moédulo translacoes nos eixos dos u, v, w podemos assumir que as constantes ¢ = ' =i

Mu? 4+ X2 F A +gu+hov+iz+5=0

v/

se anulam, desde que o \; correspondente nao se anule. Temos entao os seguintes casos:

e )\, Ay, A3 todos diferentes de 0 e com sinais iguais (que podemos assumir positivos):
A equacao define o conjunto vazio se 7 < 0, um ponto se 7 = 0 e um elipsdide se
J > 0 (trata-se da superficie que se obtém de uma superficie esférica reescalando os
eixos).

A1, A2, A3 todos diferentes de 0 e com sinais nao todos iguais (podemos assumir que
A1, A2 > 0 e A3 < 0: Os protétipos destas superficies sao as definidas pelas equagoes

22yt =1, 2?4yt 22=0, 22yt — =1

Para entender a sua forma convém observar que o significado geométrico de /x? + y?
é (pelo Teorema de Pitdgoras) a distancia do ponto (z,y, z) ao eixo dos zz. Num
qualquer semiplano limitado pelo eixo dos zz podemos usar r = /22 + y? > 0 como
coordenada ao longo do semi-eixo perpendicular a Oz e a equacao da intersecao da
nossa superficie com esse semiplano é determinada pela equacao

r? -2 =1, r?—22=0, r?— 22 =—1

ou seja, trata-se de uma hipérbole nos casos em que o termo direito é +1 e de
um par de semi-retas no caso restante. As superficies que pretendemos descrever
obtém-se rodando estas curvas em torno do eizo Oz. Denominam-se respetivamente
um hiperboldide, um cone e um hiperboloide de duas folhas.

A1 = 0e Ay, A3 # 0 com 0 mesmo sinal que podemos assumir positivo: Os prototipos
sao agora da forma

2 2 -/ 2 2 .
rry =7, v+yY —z=)
que sao respetivamente o vazio, o eixo dos zz ou um cilindro em torno do eixo dos
2z no primeiro caso, ou um paraboldide (uma parabola z = r? — j’ rodada em torno
do eixo dos zz).
A1 = 0 e Ay, A\3 # 0 com sinais diferentes (podemos assumir Ay > 0, A3 < 0): Os
prototipos sao
2 2 _ 2 2 y
r—y =7, T -y —&2=]

No primeiro caso trata-se de um cilindro hiperbdlico, isto é, de uma hipérbole trans-
ladada ao longo do eixo dos zz (ou no caso degenerado em que j* = 0, da unido
de dois planos concorrentes no eixo dos zz), enquanto que no segundo a superficie
designa-se por uma sela uma vez que tem o aspeto de uma sela de um cavalo (ha
uma parabola virada para cima ao longo do eixo dos xx e uma decrescente ao longo
do eixo dos yy).
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e )\ =X =0¢e A3 > 0. Os protétipos sao agoras as equagoes da forma
z2+g':v+h'y:j'
Se ¢ = h' = 0 esta equacao define o vazio, um plano ou dois planos paralelos
consoante o sinal de j'. No caso em que (¢',h') # 0 define wum cilindro parabdlico,

isto ¢é a translacao de uma parabola, ao longo de um eixo no plano xy perpendicular
ao vetor (¢',h').

5
Bramplat do supar fravs quadcicas am R
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7.78. Exercicios.

1. Indique justificadamente se as seguintes aplicacoes sao produtos internos nos espagos

vetoriais indicados
(a) ((x,y), (u,v)) = zu + 22v + yv em R

(b) ((z,y), (u,v)) = zu + 220 + 2yu + yv em R>.
(¢) {(z,y), (u ,v)> = 2zu — v — yu + 2yv em R
( ) <($,y),< >U)> - I'2U+:EU2 em RZ‘

(e) (A,B) tr(AB) em M, ,(R).

2. Considere o produto interno em R3 definido por
(x,y,2), (u,v,w)) = 2zu — Yyu + 2yv — v + 2w

(a) Calcule ((1,0,2),(1,-2,1)).
(b) Calcule ||(1,1,1)]].
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(c) Determine a distancia de (0,0, 1) a (1,0,0).
(d) Determine o conjunto dos vetores ortogonais a (1,2, 3).
(e) Determine se os seguintes conjuntos sao ortogonais ou ortonormados:

S={(1,1,1),(2,2,2)} X =1{(1,2,1),(0,-1,3),(11,1,-3)}

3. Considere o espaco vetorial C? com o produto interno usual
(a) Calcule ((1,2+14,1 —1),(i,1 — 3i,1)).
(b) Determine ||(i + 2, 3i, —1)]|.
(c) Calcule a distancia de (1,2 4 4,7) a (1,3 4 21, 2).
(d) Determine a equagao cartesiana do plano perpendicular a (i + 2,2,3 — 7).
4. Seja V = {a + bt + ct*: a,b,c € R} o espago vetorial dos polinémios de grau menor ou
igual a 2.
(a) Mostre que a fungao (-,-): V x V' — R definida por

(P, q) = p(=1)q(=1) + p(0)g(0) + p(1)q(1)
¢ um produto interno em V.
(b) Determine uma base ortogonal para V' (isto é, uma base de V' que seja um conjunto
ortogonal).
(¢) Determine a matriz da métrica deste produto interno com respeito a base ordenada
B = (1,t,?)
5. Considere o espago vetorial C'([0,7],R) das fungdes continuas de [0, 7] para R com o
produto interno usual dado por

(f.g) = / " f(@)g(a)da

(a) Calcule (z,2 + z?).
(b) Determine uma base ortonormada para o subespaco formado pelos polinémios de
grau < 2.
(¢) Mostre que os conjuntos S; = {cos(nz): n > 0} e Sy = {sen(nx): n > 1} sdo
ambos conjuntos ortogonais e calcule as normas dos seus elementos.
6. Determine um produto interno em R? para o qual {(1,2),(—1,1)} seja uma base orto-
normada (isto é uma base que forma um conjunto ortonormado).
7. Mostre que um conjunto ortogonal que nao contém 0 é linearmente independente [Resolucao |
8. Considere o subespago vetorial

V= {(21,22,23,2’4) e C*: 21+ 29 +izg = 0}

de C*.
(a) Determine uma base B para V.

(b) Determine a matriz da métrica para a restrigao do produto interno usual em C* a
V.
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(c) Determine a equacdo nas coordenadas dadas pela base B para o plano W C V
perpendicular ao vetor (0, 1,1,2).
9. Seja V' = M,y (R).
(a) Mostre que (A, B) = tr(AT B) é um produto interno em V.
(b) Determine a matriz da métrica para este produto interno com respeito a base

(ExiiaE )
para Moo (R).

. e . L 1 2
(¢) Qual é a matriz simétrica mais préxima de [ }?

10

10. Seja V um espaco vetorial (real ou complexo) com produto interno (-,-), e S C V.
(a) Mostre que S+ = {v € V: (z,v) = 0 para todo o z € S} é um subespaco vetorial
de V.
(b) Mostre que L(S) C (S4)*.
11. Seja V um espago vetorial e (-, -) um produto interno em V. Recorde que o dual de V'
é o espago vetorial V* das transformagoes lineares de V' para o corpo dos escalares (R
ou C). Para cada v € V seja ¢, € V* o elemento definido pela férmula

Po(w) = (v, w)

(a) Mostre que se V' é real e tem dimensao finita, a aplica¢ao v — ¢, é um isomorfismo
entre V' e o seu dual.

(b) Se V é um espaco vetorial complexo define-se o espaco vetorial conjugado V como
sendo o mesmo conjunto V', com a mesma operacao de soma de vetores mas com
uma nova operacao - de multiplicacao por escalar definida em termos da operagao
de produto por escalar em V' por

Oé'VU:Oé'U

Mostre que se V' é um espago vetorial complexo de dimensao finita, a aplicacao
v — ¢, determina um isomorfismo entre V e V*.

12. Seja V um espaco vetorial real ou complexo. Uma fungao || - ||: V — R{ diz-se uma
norma se
ol =0=v=0,  Jlavl]|=lalllo],  flv+w| <[] +[w]  para todos os a,v,w

(a) Verifique que se uma norma provém de um produto interno entdo é valida a iden-
tidade do paralelogramo (que relaciona o comprimento das diagonais de um para-
lelogramo com os comprimentos das arestas):

2[jv[l* + 2llwl* = [lv + w]* + [l — w]®
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Pode mostrar-se que, reciprocamente, se a identidade acima € satisfeita, entao a
norma provém de um produto interno dado pela expressao:

1
(v, w) = 7(lv+w]* = o —w])

(b) Mostre que a fungao de R™ para R} definida pela expressao
(1, ...,z = |21 + -+ |20

¢ uma norma que nao provém de um produto interno. Para n = 2,3 esboce o
conjunto {z € R": ||z]| < 1} (que se chama a bola de raio 1 para a norma dada).
13. Relagao entre os produtos internos real e complexo. Seja (V, (-, -)) um espago ve-
torial complexo de dimensao finita. Recorde que V' tem uma estrutura natural de espaco
vetorial real, restringindo o produto por escalar aos nimeros reais. Neste exercicio de-
signamos este espaco vetorial real por Vg.
(a) Considere as fungoes Vg x Vg — R definidas por

g(v,w) = Re(v, w), w(v,w) = Im(v, w)

Mostre que g é um produto interno em Vi e w é uma forma bilinear nao degenerada
em Vi (ver Exercicio 5[14|(c)) tal que w(v,w) = —w(w,v) para todos os v,w € Vi
(diz-se que w é anti-simétrica).
(b) Verifique que g e w satisfazem
M(U,U}) = —g(U,iU)>, W(U7iw) = g(U,U})

onde iw denota a multiplicagdo (em V') de w pelo escalar complexo i.

(c) Sendo g e w respetivamente um produto interno e uma forma bilinear anti-simétrica
num espacgo vetorial real W de dimensao finita mostre que existe um tnico endo-
morfismo J: W — W tal que

g(v, Jw) = w(v,w) para todos os v,w € W
e que um tal endomorfismo satisfaz necessariamente a relagao
g(v, Jw) = —g(Jv,w) para todos os v,w € W

Que condicao tem J que verificar para que g e w possam ser obtidos de um produto
interno complexo pelo procedimento da alinea (a)?

14. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Determine em que condicoes é que a
igualdade ||z + y|| = [lz[| + [ly]l se verifica, e mostre que ||z + y[| > [[|lz]| — [ly]|| para

todos os z,y € V.
15. Mostre que a reflexdo no plano perpendicular a um vetor u € R™ \ {0} é dada pela
férmula

R(v) = v — 2proj,(v) =v — 225: Ziu

Resolucao.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Determine uma base ortonormada para R* (com o produto interno usual) que contenha
os vetores (%,0, LZ,O) e (—\%,O, \/L?:’ \/Lg), e calcule as coordenadas do vetor (1,2,3,4)
nessa base.

Considere o produto interno usual em R™. Sendo (uy,...,u;) uma base ortonormada
para o subespaco U C R"™ e A a matriz n x k que tem os vetores uq, ..., u; como
colunas, mostre que a matriz que representa a projecao ortogonal Py com respeito a
base canénica é AAT. Sugestio: Pense qual € o significado da matriz coluna que se
obtém multiplicando um vetor por AT.

Determine a expressio para a projecao ortogonal de R* (com o produto interno usual)

no plano
{(z,y,z,w) eR* z+y+w=0,y+ 2+ 2w =0}

A transformagao linear definida por P(z,y) = (% +5,5+ %) é uma projecao ortogonal?

Justifique.
Considere o produto interno em R?® que tem {(1,0,1),(0,1,0),(1,0,—1)} como base

ortonormada.

(a) Determine uma base ortonormada (relativamente a restri¢ao deste produto interno)
para o subespago U = {(z,y,2): x +y+ 2z = 0}.

(b) Decomponha o vetor (1,2, —1) como a soma de um vetor em U e de outro em U-~.

Considere o produto interno em Mayyo(R) dado por (A, B) = tr(AT B).

(a) Calcule o angulo entre as matrizes [ _11 (2) } e { 1 1 }
1 2

10 no  subespago

(b) Determine  a  projecao  ortogonal  de [

U= {A S MQXQ(R)I trA = 0}

Determine a expressao para a projecao ortogonal do espago dos polindémios de grau

menor ou igual que 2 no subespaco dos polinémios de grau menor ou igual a 1 com

respeito ao produto interno definido por (p,q) = folp(x)q(x)dx.

Considere o espago C([0,7],R) das fungdes continuas com o produto interno usual.

Determine a projecao ortogonal de f(x) = z no subespago gerado pelas fungdes sen z,

sen(2z) e sen(3z). Veja o grafico da funcao obtida num computador.

Determine

(a) A equacdo cartesiana de uma reta que é perpendicular ao plano —x 4+ 2y + 3z =1
e que passa pelo ponto (1,0,0).

(b) A equagao cartesiana de um plano U C R* que é perpendicular aos vetores (1,0, 2, 1)
e (0,1,2,—1) e passa pelo ponto (1,1,1,1).

Calcule as seguintes distancias (sempre para o produto interno usual no R™ indicado).

(a) A distancia em R? do ponto (0,1,2) ao plano definido pela equacao = +y + 2z = 1.

(b) A distancia em R? de (1,2,1) & reta {«(0,3,—1): a € R}.
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(c) A distancia em R* entre os planos definidos pelas equagoes x +y — z + 3w = 5 e
r+y—z+3w=2.
(d) A distancia em R* do ponto (—1,0,1) & reta definida pelas equagoes © + z =
2,x+y+z=1
26. Mais sobre angulos. Considere R" com o seu produto interno usual. O angulo entre
dois subespacos nao nulos U,V C R" tais que U NV = {0} define-se como o mais
pequeno angulo entre vetores (nao nulos) u € U e v € V.
(a) Mostre que o angulo entre dois planos U, V' pertence a [0, ].
(b) Em C" o angulo entre dois vetores v, w nao nulos define-se como o angulo entre eles
para o produto interno real em C" definido por (v, w) — Re({(v,w)) (ver o Exercicio
(a)). Calcule o angulo entre (1 +14,4) e (2 —4,1+ i) em C2.
(c) Mostre que o angulo entre as linhas complexas geradas por vetores nao colineares
[{v,w)]

llolll[wll
(d) O angulo dihedral entre dois planos U,V que se intersetam num subespago nao

nulo W = U NV (e tais que nenhum deles é igual a interse¢ao) é definido como o
angulo entre os planos UNW+ e VAW, Calcule o angulo dihedral entre os planos
U=A{(z,y,z,w):z—y+z—w=0}eV ={(z,y,2,w): 20 +y — z + 3w = 0}.
27. Determine pelo método dos quadrados minimos.
(a) A reta y = ax + b que melhor aproxima os pontos (—1,2),(0,3), (2,6) € R
2

v e w em C" (encaradas como planos em R?") é arccos

A fungao da forma a cos v+ sen x cujo que melhor aproxima os pontos (-7, 1), (0, 0), (7,

(b) 0
(¢) O polinémio do segundo grau que melhor aproxima os pontos (0, 0), (1,1), (2,2), (—1,1).
(d) O plano z = a+bx+cy que melhor aproxima os pontos (0,0, 0), (1,0,1), (— 2, 0),(1,2,3).
28. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Mostre que as seguintes afirmacoes
acerca de uma transformagao 7: V' — V sao equivalentes:
(i) T ¢ unitaria/ortogonal.

(ii) T é uma isometria, isto é | T'(z) — T'(y)|| = ||z — y|| para todos os x,y € V.
(iii) 7" envia a esfera unitaria de V' nela proépria, isto é ||T'(z)|| = 1 para todo o x € V
com ||z| = 1.

29. Diga se existe uma matriz simétrica real com os vetores proprios indicados e em caso
afirmativo ache uma

(a) Vetores préprios (1,—1,1), (1,1, —1) com valores préprios 1, 2.

(b) Vetores préprios (1,—1,1), (1,1, —1) ambos com valor préprio 1.

(¢) Vetores préprios (1,0,—1),(1,1,1),(1,—2,1) com valores préprios —1,0, 1 respeti-
vamente.

30. Classifique as seguintes formas quadraticas.
(a) fz,y) =32 + 2y — y*
(b) flz,y) = 2° + 22y + ¢
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31.

32.

33.

34.

r,y) = —2* + 3xy — 3y°
Y

=0 ]o 3]

r,y,2) =22+ 2zy + w2z — y? +yz + 22
Determine em cada caso se a curva plana é uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola
e ache os eixos.
(a) 222 + 2y +3y* =5
(b) 2> +2xy+y* +x—y =3
c) B +dry+y? =1
Escreva uma expressao para as seguintes transformacoes ortogonais de R3:
(a) Rotagao de 30 graus em torno do eixo (1,1,0) num sentido que parece o horério
quando visto do ponto (10, 10, 0).
(b) Rotagao de 45 graus em torno do eixo dos zz num sentido que parece o anti-
horario quando visto de muito acima do plano zy, seguida de uma reflexao no
plano ortogonal ao vetor (0,1, —1).

Resolucao.
1,1 1,1 1
2 0 2y2 2 2V2 2
Determine o eixo e o angulo da rotacio descrita pelamatriz | —% + == 4+ -1 -1
g G p 2 ] 22 2 12\/5 12
2 2 V2

Resolucao.
Sejam V' e W espacos vetoriais com produto interno e T: V' — W uma transformacgao

linear. Uma transformagao linear 7%: W — V diz-se adjunta de T se para todos os
veVeweW temos

(T'(v), w) = (v, T"(w))

(a) Mostre que se V' é finitamente gerado entao a transformagao adjunta existe e é
unica, sendo dada pela formula

T*w = (Tvy,w)vy + ... + (Tv,, w)v,

onde {vy,...,v,} denota uma qualquer base ortonormada para V.

(b) Mostre que se V. =C",W = C™ e T(v) = Av para A € M,,+,(C) entao T*(w) =
A*w (onde A* denota a matriz adjunta de A).

(¢) Mostre que em termos da identificacao de um espago vetorial finitamente gerado
com produto interno com o seu dual explicada no Exercicio T* corresponde a
transformacao dual induzida por T entre os espacos duais W* e V*.

(d) Seja V' o espago vetorial dos polinémios de grau < 2 com o produto interno definido
por

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)
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e W = Myy»(R) com o produto interno definido por (A, B) = tr(ATB). Sendo
T:V — W a transformacao linear definida por

calcule a transformacao adjunta 7%: W — V.

35. (a) Sendo A € M,,«,(R) uma matriz simétrica semi-definida positiva, mostre que existe
uma tnica matriz simétrica semi-definida positiva B tal que B?> = A (que se chama
a raiz quadrada simétrica de A). Sugestao: Diagonalize.
(b) Conclua que toda a matriz simétrica definida positiva é a matriz da métrica do
produto interno usual em R™ com respeito a alguma base de R™.

(c) Calcule
21
1 2
36. Determine as matrizes hermitianas A € Msyo(C) tais que
A2y A= { b }
11

Sugestao: Diagonalize. |Resolucao.

37. Determine a decomposigao polar das seguintes matrizes
247 1420 | a —b

W |1 S o) D em@n 200

Resolucao.

38. Determine uma decomposicao em valores singulares das seguintes matrizes

- 1 -1
1 2 1 010
Ol EECI S B
39. Seja A € M,,xn(R) e A = U; DU, uma decomposigao singular de A e suponha que
o1,...,0% sao os valores singulares de A. Mostre que:

e A caracteristica de A é k.
e As primeiras k colunas de U; sdo uma base ortonormada para EC(A) e as restantes
m — k uma base ortonormada para N(AT).
e As primeiras k linhas de Uy s@o uma base ortonormada para EL(A) e as tltimas
n — k s@o uma base ortonormada para N(A).
40. Mais sobre rotagoes. Seja O(n) = {A € M, (R): A’A = I} o conjunto das trans-
formagoes ortogonais de R™ (que se costuma chamar o grupo ortogonal).
(a) Mostre que se A € O(n) entao det(A) = +1. Escrevemos

SO(n) ={A € O(n): det(A) =1}, O(n)- ={A € 0O(n): det(A) = -1}
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(b) Mostre que

SO(2) = H cosa e ] o€ [0,%]}

sen « COS «v

o ={| e e |iaem)

sena«  — COSs &

(c) Mostre que os elementos de O(2)_ sao reflexdes (na reta gerada por (cos §,sen §))
e que os elementos de SO(2) se podem escrever como o produto de duas reflexdes.
(d) Dada A in O(3) mostre que existe uma base ortonormada de R? na qual a expressao

de A ¢é da forma

1 0 0 -1 0 0
0 cosa —sinw ou 0 cosa —sinao
0 sina cosa 0 sina cosa

consoante A € SO(3) ou A € O(3)_ respetivamente.
(e) Dado A € O(n), mostre que existe uma base ortonormada de R” na qual a expressao
de A é da forma

A 0 0 O 1 0 0 0

0 A 0 0 0 A O 0
ou .

o 0 . 0 o o0 . 0

0 0 0 Az 0 0 0 Aanl

consoante n é par ou impar, onde A; € SO(2) para i > 2; A} € O(2) se n é par e
A, € SO(2) quando n é impar.
(f) Mostre que todo o elemento de O(n) pode ser escrito como um produto de k reflexdes
com k < n.
41. A norma de uma matriz quadrada. Seja V # {0} um espaco vetorial de dimensao
finita com produto interno e T: V' — V um endomorfismo. Define-se a norma de T por
Tl 1T
vevyior V]|
(a) Mostre que ||T|| estd bem definida, isto é, que o conjunto {% veV\{0}}é
limitado superiormente.
(b) Mostre que para todo o v € V se tem || T'(v)| < [|T]|]|v]l-
(c) Mostre que T' — ||T|| é de facto uma norma no espago vetorial L(V, V) (veja o

Exercicio .

(d) Mostre que se T' é diagonalizavel por uma base ortogonal entao ||T'|| = max{|\[,..., | e|}

onde \; sao os valores préprios de 7.
(e) Mostre que, em geral, |T|| = +/||T*T||, isto é, a norma é o maior dos valores
singulares de T'.

(f) Para o produto interno usual em R?, calcule a norma de [ 0 } } .



ALGEBRA LINEAR 205

(g) A exponencial de matrizes. O limite de uma sucessao de vetores num espago
de dimensao finita é definido coordenada a coordenada (em qualquer base). Mostre
que para qualquer 7' € L(V, V) a expressao

o 1 .
v Z HT (v)
n=0

3tt}

define um endomorfismo de V' (que se denota por e”). Calcule e[ 0 3],

42. Este exercicio caracteriza as transformagoes lineares que sao diagonalizavels com respeito
a uma base ortogonal. Uma matriz A € M,,.,(C) diz-se normal se A*A = AA*.
(a) Verifique que se A é unitdria, hermitiana ou anti-hermitiana entdo A é normal.
(b) Verifique que se A =UDU™! com U unitéria e D diagonal entdao A é normal.
(c) Nas restantes alineas, assuma que A é normal. Mostre que AA* é hermitiana e
semi-definida positiva.
(d) Verifique que A comuta com AA* e portanto os espagos préprios de AA* sao inva-
riantes por A.
(e) Mostre que se E(\) é o espago préprio de AA* correspondente ao valor préprio
A > 0 entao a restrigao de %A a E()\) é uma transformacao unitéria.

(f) Conclua que se A é normal existe uma matriz unitaria U e uma matriz diagonal D
tal que A =UDU™!.

(g) Determine se é possivel achar uma matriz unitaria que diagonalize as seguintes

matrizes:
1 10
(z)[fl g] Gyl o 11
1 01

8. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

8.1. Sistemas lineares.

(1) Aplicamos o método de Gauss:
(a)

rT—=2y+3z—w=1 rT—2y+3z—w=1
3r —y+ 22+ dw =2 &by —Tz+4 8w =—1
—3r+ 6y — 924 3w =—6 0=-3

logo o sistema ¢ impossivel.
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(b)

—2v+3w=3 3u+6v—3w= -2 3u+6v—3w=-2
3u+6v—-—3w=-2 <&<-220+3w=3 S —2v+3w=3
6u +6v+ 3w =>5 6u+ 6v+ 3w =>5 —6v+99w =9

u=3(-2-6(-3+3w)+3w) =1 —2w

—_3,3
V= 2+2w

S —20+3w=3
=0
com w € R arbitrério.

(2) Podemos escrever um polinémio na forma p(z) = az® 4+ bz? + cx + d de
forma que p/(x) = 3az?+2bx + ¢ e substituindo as condigoes do enunciado obtemos

3u+6v—3w=-2
ﬁ{

o sistema

a+b+c+d=0 a+b+d=0 a=34+1d—d=3+23d
8a+4b+2c+d=3 ©({—-4b—-Td=3 & b=-3-14

c=20 c=0 c=0

Logo o conjunto pedido é

{G+8d2° = (G + )’ +d: d €R}

(3) [Enunciado| Apds cada encontro o nimero de extraterrestres mantém-se constante
pelo que se ficarem todos da mesma cor haverd 45 extraterrestres da mesma cor.
Sejam z,y, z 0 numero de encontros entre extraterrestres amarelos e azuis, ama-
relos e verdes, e azuis e verdes respetivamente. Apds um tal nimero de encontros
o numero total de extraterrestres amarelos é dado por
15— —y+22
Analogamente os niimeros de extraterrestres azuis e verdes sao, respetivamente,
B3—2x+2y—2 e 17T4+2x—y—=z

Para que, por exemplo, todos os extraterrestres fiquem amarelos é necesséario que o
seguinte sistema tenha solucao com =z, y, z nimeros naturais nao negativos:

15—z —y+22=45 —r—y+2z=30 —r—y+2z=30
B3—2+2y—2=0 S —r4+2y—2=-13 & (3y—3z2=-43
1742z —y—2=0 20 —y —z=—17 =3y +3z2=43

r=-30—y+%+2y=—-%+y
zZ = 4—3‘? +vy

Uma vez que o sistema nao tem solugoes naturais conclui-se que os extraterrestres

nao podem ficar todos amarelos. De forma andloga vemos que nao podem ficar

todos verdes nem todos azuis. Alternativamente podemos notar que, por exemplo,
com dois encontros podemos passar do estado inicial para 13 criaturas amarelas,
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17 azuis e 15 verdes e usar simetria para ver que nao podem ficar todos verdes e,
de forma analoga, ver que nao podem ficar todos azuis.

(4) Vamos aplicar o método de Gauss para resolver o sistema. Se a = 0
o sistema produz imediatamente a solucao unica y = 0,z = 1. Caso contrario

obtemos

ar +y = a? ar +y = a*

r+ay =1 < (a—Dy=1-a
Como a — % = 0 & a = %1, nestes casos, a segunda equagao transforma-se em
0 =0quando a =1 e em 0 = 2 quando a = —1. No primeiro caso, o sistema ¢é
equivalente a equacao x +y = 1 que tem solucao nao unica, no segundo caso, o
sistema é impossivel. Finalmente se a # £1,a # 0 o sistema é determinado (tem

solugao tnica). Conclui-se que o sistema tem solucao se e s6 se a # —1 e que esta
é unica exceto quando a = 1.

(5) Se oo = 0 o sistema fica

Bz =2 b=2
4>=4 S <Kz=1
22 =0 8=2

pelo que o sistema é possivel e indeterminado se § = 2 e impossivel se § # 2. Se
a # 0, aplicando o método de Gauss obtemos

ar + Bz =2 ar + [z =2
ay+4—-p)z=2 S ay+(4d—-p)z=2
ay+2z2=p (B—2)z=p—-2

Se = 2 o sistema é possivel indeterminado. Caso contrario o sistema é possivel e
determinado. Resumindo, o sistema é

e Impossivel se « =0 e [ # 2.

e Possivel determinado se a # 0 e 3 # 2

e Possivel indeterminado se § = 2

0 Temos

x=2t+3s r=2w+1)+2(z-1) r—3z-2w=4
y=t+s—1 y=w+1)+5 -1 N y—3z—w=—-1
z=2s5+1 s = 5 s = &
w=1t-1 t=w+1 t=w+1

logo o conjunto dado é (por exemplo) o conjunto das solugoes do sistema

3 _1
{x 52 2w—2

y—3z—w=-—

D=

(7)
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2 3 2 3 2 3 I 10
1 2| > |0 I =1]0 =Z| = |0 1| = |0 1
15 0 1 0 0 00 00
(b)
i —(144) 0 i —(1414) 0 i —(1+1) 0
1 —2 1| —-10 -1—-4¢ 1|—=1]|0 —-1—7¢ 1| —
1 21 —1] 0 1+¢ -1 0 0 0
1 —=144¢ O 1o @
0 1 *12“ — 10 1 %
0 0 0 00 O
()
1 03 1 2 10 3 1 2 10 3 1 2
14215 —-104 -1 0 3|—=104 -1 0 3]|—=
34 8 1 2 0 4 -1 -2 —4 00 0 -2 -7
10 3 12 10 3 0 -3
01—&03}%01—;&0%
00 0 13 00 0 1 3
(8) [Enunciado| Aplicando o método de Gauss obtemos
1 1 1 -1 ] a 1 1 1 -1 1] a 1 1 1 -1 | a
1 0 -2 1 | bfl—>1]0 -1 -3 2 | b—a|l—1|0 -1 =3 2 | b—a
1 -1 =5 3 | ¢ 0 -2 =6 4 | c—a 0 0 0 0 | c+ta—2b
Conclui-se que o sistema tem solugao se e s6 se ¢ + a — 2b = 0. Para achar as
solugoes nesse caso continuamos a aplicagao do método de Gauss-Jordan:
1 1 1 =1 | a 111 -1 | a 10 -2 1 | b
0 -1 -3 2 | b—a -0 13 -2 | =b+a|—=1]01 3 =2 | —=b+a
0 0 0 0 | c+a—2b 000 0 | 0 00 0 0 | 0

pelo que o conjunto das solugoes é o conjunto
{2z —w+b,-324+2w—b+a,zw): z,w € R}

(9)

(a) No primeiro passo do método podemos trocar a primeira linha com a segunda
ou com a terceira, obtendo respetivamente

2 01 20
0 1 1] = (01
-1 0 3 0 0

[CIESER
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ou

1 1 1

_ o O
— =W
_ o O
— W
O = O
~N = W

2 — | 0 — | 0
0 0 0

(b) Aplicando Gauss-Jordan a primeira matriz obtemos

10 3 100

01 1| —=1(0 10

0 01 0 0 1
e a segunda

1 0 =3 100

01 1| —=1010

00 1 0 01

(10) [EnunciadoAplicamos o método de Gauss

0 1 1 1 0 1 10 1 10 1 10 1
2 3 =3 2 3 =3 0 3 =5 0 3 -5 0 3 =5
-10 3|—=|-10 3|—=|(00 4|—=100 4| —100 4
0 4 4 0 4 4 0 4 4 00 %—2 00 0
1 0 1 0 1 1 01 1 00 3 00 O
Conclui-se que a matriz tem caracteristica 3.

(b)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

5 6 7 8| -0 —4 -8 —-12| - [0 —4 -8 -—-12

9 10 11 12 0 -8 —-16 —24 0 0 0 0

Conclui-se que a matriz tem caracteristica 2.
(1)
(a) E conveniente trocar a primeira linha com a terceira antes de comegar a aplicar
o método de Gauss (o que nao afeta a caracteristica).

1 1 « 1 1 a 1 1 o
l o 1| =210 oa—1 1—-a| —= |0 a—-1 l—«
a 1 1 0 1l—a 1—0a? 0 0 2—a-—-a?

Se a = 1 a segunda e terceira linha anulam-se pelo que a caracteristica da
matriz é 1. Quando a # 1, a matriz tem caracteristica pelo menos 2 e tem
caracteristica 3 exceto quando

2—a—-ad’=0ca=1loua=-2

Conclui-se assim que a caracteristica é 2 se a = —2 e 3se a # 1, —2.
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1 i a 0 1 i a 0 1 i o 0
i 01 —i|l =01 l-ia —i|l=]01 l—ia  —i
1+i i B B 01 B—(1+i)a B 00 B—a—1 B+i

Conclui-se que a caracteristica da matriz é 3 exceto quando

B—a—-1=0 a=-1—1
. ~ .
B+1=0 B=—i
caso em que ¢ igual a 2.
(12) Um sistema homogéneo é sempre possivel uma vez que tem sempre pelo
menos a solucao nula. Se ha mais incognitas do que equacoes, o nimero de pivots
no final do método de Gauss sera inferior ao niimero de colunas da matriz pelo que

havera pelo menos uma variavel livre e portanto infinitas solucoes.
Se o sistema nao for homogéneo o sistema pode ser impossivel. Por exemplo

r+y+z=1
T+y+z=2

¢ impossivel. Se for possivel sera necessariamente indeterminado porque, como
acima, tera de haver pelo menos uma variavel livre.
(13) [Enunciado

(a) Por defini¢ao de solugao temos

a11T1 + ...+ a1y = bl CI,HZE/l + ...+ CLln[L’;L = bl

Am1T1 + - o+ QG Ty, = b A1) + o F A, = by
Subtraindo as equagoes correspondentes nos dois sistemas obtemos

CLH(I'l —LL’/I) + ... +a1n(flfn —l’/n) :bl —b1 =0

(1 — @) + . oo 4 (T, — &) = by — by, = 0

pelo que (x; —x), ..., x, —2!) é uma solucao do sistema homogéneo associado.
(b) Temos
—b / r_
CL11[E1—|—...+6L1nIn— 1 anxl—i—...—l—alnxn—()
e

A1 L1 + -+ Qo Tp, = b A1) + o+ A, =0
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Somando as equagoes correspondentes dos dois sistemas obtemos

an(zy + ) + ... +apm(x, +2,) =b +0

(1 + ) + ..o+ apn(zp +2) = by + 0

pelo que (z1 + 2}, ...,x, + ) ¢ uma solugao do sistema S.
(c) Pela alinea (a), (1,2,—1) — (1,3,4) = (0, —1,—5) é uma solugao do sistema
homogéneo associado e, pela alinea (b),

(1,2,-1)+ (0,—1,-5) = (1,1,—6)

¢ outra solugao do sistema linear. Na realidade (1,2, —1) + (0, —1, —5) é uma
solucao para qualquer a € R.

(14)

+]0/1]2 -Jof1]2
(a)Qle 0101010
117210 110712
2)2/0f1 2(10)2]1

As propriedades comutativas de + e - sdo manifestas (simetria das tabelas)
assim como a existéncia dos elementos neutros para a soma (0) e multiplicac¢ao
(1). A existéncia de simétricos para a soma e inversos de elementos nao nulos
¢ também manifesta (por exemplo o inverso de 2 é 2).

Resta verificar as propriedades associativas das duas operacoes e a distribu-
tividade de + em relagao a -. Isto pode ser feito exaustivamente (para cada
propriedade hd 3% = 27 casos a verificar) mas podemos também deduzi-las das
propriedades correspondentes das operacoes com inteiros. A titulo de exem-
plo vemos a associatividade da multiplicagao, sendo as outras propriedades
inteiramente analogas.

Sejam m, n, p inteiros. Seja R(x) € {0,1,2} o resto da divisao por 3 do inteiro
x. As operacoes em 3 realizam-se aplicando R a operacao habitual com os
inteiros. Para verificar a associatividade de - basta portanto mostrar que

R(mnp) = R(R(mn)p)

para todos os inteiros m,n, p (pois analogamente teremos também R(mnp) =
R(mR(np))). Por definicao de resto da divisdo por 3, existem inteiros a, b tais
que

mn = 3a + R(mn), R(mn)p = 3b+ R(R(mn)p)
Entao
mnp = (3a + R(mn))p = 3ap + 3b + R(R(mn)p) = 3(ap + b) + R(R(mn)p)

pelo que R(mnp) = R(R(mn)p) como desejado.
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(b) Podemos aplicar o método de Gauss tendo o cuidado de usar as operagoes
descritas na alinea anterior

1022 1022 10212 1001
1110 —=j012][1—=j012]1—=]|010]0
21111 01010 00112 0012

Conclui-se que x =1, y =0 e z = 2 é a tnica solucao do sistema.
(¢) Aplicando o método de Gauss obtemos

2011 2011 2011
1210 —=10221 —-1]0221
1101 0112 0000

pelo que a caracteristica desta matriz é 2. Note-se que a matriz de inteiros
correspondente tem caracteristica 3.

(15) [Enunciado| Se a caracteristica da matriz é 1 todas as linhas sdo proporcionais, e

pelo menos uma delas é nao nula. Podemos pensar numa linha nao nula como um
nimero binario entre 1 e 2™ — 1 pelo que ha 2" — 1 possibilidades para uma linha
nao nula.

Como a constante de proporcionalidade entre as linhas s6 pode ser 0 ou 1, a linha
nao nula associada a matriz aparecerd ou nao em cada uma das m linhas da matriz,
tendo que ocorrer pelo menos numa linha. As possibilidades podem novamente ser
vistas como um ntimero bindrio entre 1 e 2™ — 1. Conclui-se que ha exatamente
(2™ —1)(2™ — 1) matrizes com entradas em [y e caracteristica 1.

8.2. Matrizes.

()

L 2][-1] [t
Mk
1 2 0
(1 2 3 -1 -1 0 0 | [-4 —6 4
2 02 1 0 -2 1| |5 2 1
) 32 -1
1 2][1 0] [3 4 L o)1 2] [t 2
IR R E I A I E R

. A 2
(d) Calculando as primeiras poténcias de 0 obtemos

R

R

bl -0
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O padrao é claro

2" 0 )
se n é par
0 21" Jlo 2
200 )lo 2
N se n é impar

e pode facilmente ser demonstrado por inducao: supondo o resultado valido para
um dado natural n temos

0 212" 0 0o 2t ,
= Se n e par
|:O 2:| n+1 20 0 2n on+1 0 p
200 )foz2[|o 2o 2ntt 0 :
2 0 om0 = 0 ont1 se n e 1mpar

Em particular temos
0 2]* [22° o
2 0 |0 2%
(e) Novamente, calculando as poténcias para os primeiros valores de n obtemos
1 2]° 1 2 1 2]° 1 3 1 2" 1 4w
0o 1| (0 1 01 [0 1 0 1| (0o 1

Assumindo a hipétese de inducao

1 z|" B 1 na
0 1| |0 1
1 x nH_ 1 z|"[1 =z
01 01 0 1
pelo que a férmula
1 =z n_ 1 nx
0 1| |0 1
fica provada por inducao.
2. [Enunciadd

(a) A entrada obtém-se multiplicando a primeira linha de A pela segunda coluna de A
logo éigualal-14+1-0+1-(-2)=—1.

(b) A segunda linha de AB obtém-se combinando as linhas de B de acordo com os
coeficientes dados pela segunda linha de A logo é dada por

20 1 1]40-[-1 1 1]4+1[-1 0 3]=[-1 2 5]

temos

I
|
O =
3
=R
—_
1
o =
— 8
| I
|
1
O =
—~
3
— +
[S—
N—
8
_
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(c) A terceira coluna de BA obtém-se combinando as colunas de B de acordo com os
coeficientes dados pela terceira coluna de A logo é dada por

0 1 1 4
1o |=1| +1-|1] +3-[1] = |3
~1 0 3 8
3. [Enunciadd
(a)
o 1 1]° 0 11 100 1 0 4 0 2 2 100
2 0 1] —2|2 0 1|+|010]=|-1 2 5/-|4 02/+]|0o10
~1 0 3 ~1 0 3 00 1 3 -1 8 —2 0 6 00 1
2 -2 2
=|-5 3 3
~1 -1 3

(b) O produto AD nao faz sentido porque A tem 3 colunas e D sé tem uma linha.
(c) O produto C® nao faz sentido porque C' nao tem o mesmo niimero de linhas e

colunas.
(d)
0 11 —1 0 3 3 -1 -2 -3 -1 1 0
312 0 11 +1]1 [1 2 3] =16 03l+|1 2 3|=|7 2 6
-1 0 3 2 -3 09 2 4 6 -1 4 15

0 -1 1} |7
(£)
~1
12 3] [ 1] =Vv2[1]=[T-+2]
2
4. [Enunciadd
(2)
2 1110 21 [ 10 1330 10| 3 —3
RN A R R AR S R AR

4 1
A inversa é [? 29} .
9 9

(b)
6 -4 | 10 . 6 —4 | 1 0
3 =2 ] 01 0 0 | —% 1
Uma vez que a matriz tem caracteristica 1, nao é invertivel.
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26 6| 100 26 6| 1 00 266 1 00
276010 —>]010] -110—(010] -1 1 0|—
2 771001 011 ] —-101 0o01] 0 —-11
13311 & 00 1301 5§ 3 -3 1001 £ 0 -3
o100 -1 1 0/{—-f010|] -1 1 0|—=|010] -1 1 0
001 0 —-11 001 0 -1 1 o001 0 -1 1
I 0 -3
Ainversaé |-1 1 0
0 -1 1
()
1 1 2 -1 1000 11 2 -1 ]1 0 00
0 -13 0 | 0100 . 01 -3 0 |0 —-100 N
00 2 1 [0010 00 1 5 [0 0 50
0O 0 0 1 | 00O0T1 00 0 1 |0 0 01
11 2 0] 1 0 0 1 11001 0 -1 2
01—30|0—100_>0100|0—1§—%_>
00 1 0]0 0 5 -2 00100 0 35 —3
00 0 1|0 0 0 1 0001]0 0 0 1
troo0o0 11 1 =2 I
0100710 —1 % —%
0010]0 0 5 =3
0001]0 0 0 1
L-g
. 10 -1 2 -3
A inversa é 0 0 % _2
0 0 0 1
(e) A matriz tem uma linha nula logo tem caracteristica < 4 e portanto nao é invertivel.

5. I[Enunciadol
(a) A matriz do lado direito do sinal de igual ¢é invertivel uma vez que tem caracteristica
2 (as linhas nédo sao proporcionais). Usando a férmula do exercicio seguinte temos

-1
2 - [
4 5 —15—-24 |4 -3 5 =

logo a equagao € equivalente a

e[ fer-[F B9 4
—2hL=| P Pled= P P+l =% ¥

39 13
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1 10
(b) A matriz |0 2 3| tem caracteristica 3 logo é invertivel pelo que a equagao tem
1 01
solugao (a matriz do lado direito do sinal de igual tem claramente caracteristica 3).
Temos
110 2 -3 1 2 -3 1][110]"
(A=3L)"'[023|=|0 3 0| (A-3L)"'=[0 3 0 02 3
1 01 0 0 1 0 0 1 1 01
-1
1 10 2 =31
S A-3=|0 2 3 0 3 0
1 01 0 0 1
2 -3 1]
Vamos portanto calcular | 0 3 0
0 0 1
2 -3 1] 100 1 -2 214200 1 20|30 -1
03 0010 —=1{0 1 0]O0s0 =01 0]03 0]
0 0 1| 001 0 0 1| 001 0O 0 1] 00 1
100 L)
0101035 0
00100 1
Pelo que
110%%—% 300 %%—% 3 0 0] I3 -2
A=1023 110 5 074103 0/ =10 7 3 +030:0% 3
1 01[[00 1 00 3 121 00 3 : 3 1
(¢) A matriz A tem de ser uma matriz 2 x 2. Escrevendo A = {CCL Z obtemos
2 a bf|la b] (1 0 a®+bc ab+bd| |1 0
A _I2<:>[c d] [c d}_{o 1}®{0a+cd ch+d*| |0 1
donde resulta o sistema
a’+bec=1
bla+d)=0
cla+d)=0
ch+d*=1
Sea+d=0<« d= —a a primeira e tltima equagoes sao iguais pelo que ficamos

apenas com a equacao a’ + bc = 1. Caso contrario, b = ¢ = 0 e substituindo nas
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outras equacoes obtemos o sistema

a’> =1
=1

Conclui-se que o conjunto de solugoes da equacgao é
a b .2 o
{12,—IQ}U {|:C —(I:| . a —I—bC— ]_}

(as matrizes diagonais com entradas 1 e —1 ja estdo incluidas no conjunto do lado
direito).
6. [Enunciaddl

a b 1 d —-b| 1 ad —bc —ab+ba| |1 0
c dlad—=bc| —c a |  ad—be |lcd—dc —cb+da|l |0 1
Veremos mais adiante que o calculo anterior é suficiente para verificar que a matriz

indicada ¢é a inversa. No entanto, neste momento, usando a definicao de inversa temos
ainda que verificar que a multiplicacao na ordem inversa produz também a identidade:

1 d ~bl[ab] 1 [da—bc db—bd] [1 0
ad—bc | —c «a c d| ad—bc|—cat+ac —cb+ad| [0 1

7. Enunciadd

(a) A entrada ij da matriz AB é dada pela expressao

n n n
g @b = E Qitko—h=j — E 2171 = n2'd
k=1 k=1 k=1

(b) A entrada ij da matriz AB é dada pela expressao

- L 1 —9on 4
E :aikbkj — E :2z+k — 21+1ﬁ — 21+1 (2n . 1)
k=1 k=1

onde usamos a formula para a soma de n termos de uma progressao geométrica.

b ¢ 0
J| comuta com |,

e e 1 R P R

isto é,seesbdse,b=cea=d.
9. [Enunciado] Supondo que AB = BA e que A, B sao invertiveis entdo, uma vez que o
produto de matrizes invertiveis é invertivel e que (XY) ! = Y1 X~ temos

AB=BA= (AB)'=(BA)'= B 'A'=4"'B"!

. . la ,
8. [Enunciadol Uma matriz [c } se e sO se

pelo que A~! e B! comutam.
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10. Suponhamos que A = B + C com B simétrica e C' antisimétrica de forma

que b;; = bj; e ¢;; = —cj; (em particular ¢; = 0 para todo o ¢). Entdo para cada i < j
temos
aij = bij + ¢ aij = bij + cij PN by = =5
— .. g b — o Q=i
Qj; = ij + Cji Qj; = bm Cij Cij = P}

Como ¢;; = 0 temos necessariamente b; = a; para todo o i. Isto mostra que se existir
solucgao, ela é unica, sendo B a matriz que tem entrada ¢7 dada por ”+ I para todo o
i,j (mesmo que i > j) e C' a tinica matriz anti-simétrica que tem entrada iy = B
para i < j. Por outro lado é imediato verificar que a soma destas matrizes é de facto A
pelo que a solucao existe e é tnica.

Note-se que temos a férmula
1 1

e estas formulas sao inteiramente analogas a formula que exprime uma funcao real de
variavel real como a soma de uma fun¢ao par com uma fun¢ao impar.
11. [Enunciaddl
(a) Sejam A e B matrizes triangulares superiores (portanto a;; = b;; = 0 para i > j).
Temos a verificar que a entrada ij de AB é zero para ¢ > j. Esta entrada é dada

pela expressao
Z a'zkbk] Z azkbk] + Z azkbk]

Os termos do prime1r0 dos dois somatorlos Sa0 nulos porque ¢ > k, o que implica
a;; = 0 e os do segundo sao zero porque k > ¢ > j, o que implica que by; = 0.
Conclui-se que a soma ¢é zero conforme pretendido.

Para as matrizes triangulares inferiores podemos argumentar analogamente ou ob-
servar que A ¢ triangular inferior se e s6 se AT é triangular superior. Dadas matrizes
triangulares inferiores A e B temos que BT AT = (AB)? ¢é triangular superior, logo
AB ¢ triangular inferior.

(b) Um matriz triangular é invertivel se e s6 se as entradas na diagonal sdo todas
nao nulas. Basta considerar o caso triangular superior uma vez que uma matriz é
invertivel se e sé se a sua transposta € invertivel. Se uma matriz triangular superior
tem todas as entradas na diagonal nao nulas, entao estd em escada de linhas, tem
caracteristica maxima e é portanto invertivel. Se alguma das entradas na diagonal
é zero entao a coluna correspondente ao primeiro zero na diagonal nao conterd um
pivot, pelo que a caracteristica da matriz nao ¢ maxima e a matriz nao é portanto
invertivel.

A inversa de uma matriz triangular é triangular do mesmo tipo. Novamente basta
considerar o caso triangular superior. Ao aplicar o método de Gauss-Jordan para
calcular a inversa, as operagoes sobre as linhas que aplicamos a matriz identidade
so afetam as entradas diagonais ou acima da diagonal pelo que a matriz resultante
é triangular superior. O mesmo dito matricialmente: existem matrizes triangulares
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superiores Ej, ..., Ey (correspondentes as operagoes do método de Gauss-Jordan)
tais que Ey---ElA=1=A=E"--. Ek’1 ¢ um produto de matrizes triangulares
superiores, logo triangular superior.

(¢) Se nao ha troca de linhas, durante a aplicacao do método de Gauss multiplicamos A
sucessivamente por matrizes elementares Fy, Es, . .., E}. correspondentes a operagoes
sobre as linhas da forma L; — al; com ¢ > j. Estas matrizes sao triangulares
inferiores e tém todas as entradas na diagonal iguais a 1; isto é, sao da forma

: —a 1 0
0 1

com « na linha 7 e coluna j. No final do método de Gauss obtemos uma matriz
triangular superior U. E portanto satisfeita uma equacao matricial da forma

Ey---E,E/A=U

As matrizes E; sdo invertiveis (a inversa obtém-se trocando o sinal da entrada nao
nula fora da diagonal) logo a equagao anterior é equivalente a

A=E'EyN - E'U

Pela alfnea (a) a matriz L = By 'Ey " -+ E_ ' é triangular inferior. Tem 1s na di-
agonal porque quando multiplicamos duas matrizes triangulares (do mesmo tipo)
as entradas diagonais do produto obtém-se multiplicando as entradas diagonais cor-
respondentes dos fatores. Vemos assim que A se pode escrever na forma LU como
pretendido.

Suponhamos que A = L'U’ é outra fatorizacao da mesma forma. Notamos que pela
alinea (b) L e L' sdo invertiveis e portanto U e U’ também sao invertiveis. Entao

LU=LU <1L'L=UU"

Pela alinea (b) L'~! ¢ triangular inferior e U~! é triangular superior. Temos assim
uma matriz triangular inferior com 1s na diagonal do lado esquerdo e uma matriz
triangular superior do lado direito. Isto s6 pode acontecer se todas as entradas fora
da diagonal forem 0 (e as da diagonal tém que ser 1 claro) isto é, se

' L=I1=UU'sL=LeU=U

Conclui-se que a decomposicao A = LU é tnica.

12. Se A é invertivel entao tem de haver um pivot em cada coluna no final
da aplicacao do método de Gauss. Em particular, o mesmo tem que acontecer a B
(porque ao aplicarmos o método de Gauss a A estamos também a fazé-lo a B) logo B
é invertivel. Sendo B invertivel, apds colocar as linhas correspondentes a B em escada
de linhas resta-nos aplicar o método de Gauss a D pelo que se A é invertivel D tera de
ter um pivot em cada coluna e ser portanto invertivel.
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Queremos achar uma matriz T tal que AT = TA = I. Podemos decompor T em
blocos do mesmo tipo que A e efetuar o produto das matrizes por blocos: escrevendo

X Y
-2 W
temos
AT — B C||X Y| |BX+CZ BY+CW
|0 D||Z W| DZ DW
TA— X Y| |B C| _ |XB XC+YD
- |\Z W||0 D| |ZB ZC+ WD
As equacgoes AT =1 = [é ?] e T'A = I traduzem-se nos sistemas matriciais:
BX+CZ=1 XB=1
BY +CW =0 XC+YD=0
DZ =0 ZB =0
DW =1 ZC+WD =1

Uma vez que D é invertivel, o primeiro sistema diz-nos que Z = 0 e W = D71, A
primeira equacao fica entio BX = < X = B! easegunda BY + CW =0& Y =
—B71CD™!. E imediato verificar que estes valores para X,Y, Z, W satisfazem também
o segundo sistema logo A é invertivel com inversa dada pela expressao:

B! —-B7'CD™!

(74) 0 D—l

Reciprocamente, se B e D sao invertiveis verifica-se imediatamente que a matriz dada
pela expressao é uma inversa para A logo A é invertivel.
13. Se A = AI, entao sendo X uma matriz n x n qualquer temos AX = A\, X =
AX = X(A,) = XA e portanto A comuta com todas as matrizes n X n.
Se A comuta com todas as matrizes entao em particular para todos os 1 < i,7 < n

temos
"0 0
0 -+ 0 a; 0 --- 0 :
: Coges : 0 0
AE’U = EUA = ’ .21 ' = |Qj1 G2 - Qjp
: : : 0 . 0
0 - 0 ay 0 -+ 0 :

onde do lado esquerdo do sinal de igual as entradas nao nulas ocorrem na coluna j e do
lado direito na linha i. A igualdade significa que ay; = 0 para k # i (logo A é diagonal)
e que a;; (a entrada ¢j da matriz da esquerda) ¢ igual a a;; (a entrada ij da matriz da
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direita). Isto significa que todas as entradas diagonais de A sao iguais, ou seja que A se
pod escrever na forma A[,.

14. Quando k, [ sdo positivos é facil mostrar por inducdo em [ que A*+ = A+ AL
Se um dos expoentes for nulo entao, como A° = I,, é evidente que a férmula se verifica
(por exemplo A0 = AF = AF[, = A*A%). O caso em que ambos os expoentes sao
negativos é uma consequéencia da definicao e do caso em que ambos sao positivos: dados
k,l < 0 temos, aplicando a definicao e depois o caso em que ambos os expoentes sao
positivos,

AkJrl — <A71>7kfl — (A71)7k<A71)7l — AkAl

Resta considerar o caso em que os expoentes tém sinais contrarios. Fazemos o caso
em que £ > 0 el < 0 sendo o caso oposto inteiramente analogo. Consideramos trés
sub-casos:

o k= —1I: Entao A* = A% = AF(A~1)F = AFA!

e k> —[ (portanto k + 1 > 0): Entao A = AMA-Y (AT = AF(A1)~l = ARAL

o k < —I (portanto k + 1 < 0): Entao A*! = (A71)7F = AF(A- k(AT =

Ak(A—l)—l — AkAl

15. [Enunciaddl
(a) Suponhamos que AB = I, e CA = I,. Note-se que tanto B como C' s@o neces-
sariamente matrizes n X m. Entao pela associatividade do produto de matrizes

temos

C = ClI,, = C(AB) = (CA)B = I,B = B

(b) E claramente impossivel achar um exemplo com matrizes 1 x 1. O caso mais simples
que se segue é o de matrizes 2 x 1 (ou 1 x 2). Considerando as equagoes

[a b] [ﬂ = [1] Sar+by=1
vemos que uma matriz 1 X 2 ndo nula tem um inverso a direita (por exemplo, os

. < e ~ . 1 ,
inversos a direita de [1 0} sao as matrizes da forma [az}) e que as matrizes 2 x 1

nao nulas tétm um inverso a esquerda. No entanto uma matriz 1 x 2 nunca tem um

inverso a esquerda:
a _lazr ay
UL

Para que este produto seja a identidade temos ay = 0 e bz = 0 e em conjunto
estas condigoes implicam que a matriz produto nao pode ser a identidade. Por
exemplo, se a = 0 e x = 0 todas as entradas exceto possivelmente a 22 anulam-se.

Analogamente, uma matriz 2 X 1 nao pode ter um inverso a direita.

(¢) Mostramos que cada afirmagao implica as restantes:
(i) = (ii): Seja B um inverso a direita para A. Entao tomando X = BC temos AX =
A(BC) = (AB)C =1,C =C.

(ii) = (iii): Provamos a afirmagao contra-reciproca. Suponhamos que a caracteristica de
A é menor que m. Entao aplicando o método de Gauss a A obtemos uma
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matriz cuja ultima linha ¢é nula. Isso significa que existe uma matriz invertivel
L (o produto das matrizes elementares correspondentes as operagoes sobre as
linhas efetuadas durante a aplicagdo do método) tal que LA tem tltima linha
nula. Portanto a equacao

0
LAX =
1

¢ impossivel. Esta equacao é equivalente a
0

AX =L7"
1

logo existe uma matriz m x 1 C' tal que a equacao AX = C' nao tem solugao.
(iii) = (i): Uma vez que a caracteristica de A é m, pelo método de Gauss, todo o sistema
AX = C tem solucao. Se FE; for a i-ésima coluna de I,,, e X; uma solugao da
equagao AX = FE; entdao a matriz n x m B que tem por i-ésima coluna X;
satisfaz a equacao AB = I,, e é portanto uma inversa a direita para A.

(d) Nao, porque a caracteristica nao pode ser maior do que o niimero de colunas, que é
n, e é portanto inferior a m.

(e) Se A tem inversa a direita, pela alinea anterior m < n. Se A tem inversa a esquerda
B, entao B, que é uma matriz n X m tem uma inversa a direita (nomeadamente A)
e portanto, pela alinea anterior temos n < m. Conclui-se que n = m. Pela alinea
(a) as inversas a direita e esquerda sao iguais (quando existem) logo quando uma
matriz tem inversa a esquerda e a direita é invertivel.

(f) Suponhamos que A é uma matriz n X n com uma inversa a direita. Entao a carac-
teristica de A é n pela alinea (c) e como tal a matriz é invertivel. Se A tem uma
inversa a esquerda B, entao B tem uma inversa a direita e portanto B é invertivel.
Como BA = I temos A = B~! logo A é invertivel (com inversa B).

8.3. Espacos Vetoriais.

1. [Enunciado| Nesta resolucao vamos usar a numeracao dos axiomas usada nos apontamen-
tos
(i) Nao é um espago vetorial. Os axiomas (i) e (ii) ndo se verificam: Por exemplo

(1,0) ® (0,1) = (1,-3) # (=2,1) = (0,1) ® (1,0)

(1,0)® ((1,0) @ (0,1)) = (1,0) ® (1, -3) = (—1,9)
que ¢ diferente de

((1,0)® (1,0)) @ (0,1) = (=1,0) ® (0,1) = (—1,-3)
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Os restantes axiomas verificam-se (embora os axiomas (iii) e (iv) - a existéncia de
elemento neutro e simétrico - teriam uma formulagao diferente para uma operacao
nao comutativa como esta e nessa formulacao natural também nao seriam verifica-
dos). De facto as igualdades

(z,9) ©(0,0) = (z,y)  (2,9) ®(5,5) = (0,0)

mostram que (iii) e (iv) se verificam. Os axiomas (v),(vi) verificam-se porque
envolvem apenas a multiplicagdo por escalar, que é a usual. O axioma (vii) também
se verifica:

a((z,y) @ (2y)) = alz—22"y—3y)
= (ax — 202’ ay — 3ay)
= (az,ay) @ (ax’, o)
= a(z,y) ®a(y)
mas o axioma (viii) nao:
2.(1,0) = (14+1)-(1,0) #1-(1,0)& 1-(1,0) = (~1,0)

Trata-se de um espago vetorial. Os axiomas (i)-(iv) verificam-se porque a operacao
de soma é a usual em C". O elemento neutro para este produto por escalar continua
a ser 1 € C uma vez que 1 = 1 logo o axioma (v) é verificado. Quanto ao (vi):

a®BO(21,...,2) = a®(Bz,...,HB%)
= (@Bz,...,abz,)

= (aBz,...,abz,)

(afB) - (z1,..., 2n)

A verificagdo dos axiomas (vii) e (viii) é inteiramente anéloga; (vii) usa apenas a
distributividade da multiplicacao usual dos nimeros complexos em relacao a soma
e (viii) o facto que a + B =@+ f3.

Nao é um espago vetorial. Os axiomas (i)-(iv) verificam-se porque a soma ¢é a usual.
O axioma (v) nao se verifica pois para v € R™ nao nulo temos 1 ® v =0 # v. Os
axioma (vi)-(viii) verificam-se trivialmente ja que todos os produtos por escalar
tem como resultado o vetor nulo.

E um espago vetorial. A operacao @ é comutativa e associativa porque é o produto
habitual de niimeros reais positivos, que tem estas propriedades. O elemento neutro
da operagao @ é 1 (o elemento neutro para o produto usual, que é um vetor de V)
e o simétrico de x para a operagao @ existe, sendo dado por % (o inverso para o
produto de nimeros reais, que é um real positivo porque = também é). O axioma
(v) é também verificado ji que 1Gx = 2 = x e os axiomas (vi)-(viii) sao verificados
porque sdo as regras habituais da exponencia¢ao. Por exemplo, no caso de (vii)
temos

aO@dy)=(2oy)*=(y)* =2"Y"=(a0r)(a0y) =(a0r)D(aOy)
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Nota: O logaritmo natural d4 uma bijecao log: R — R. Estas operacoes em
R* sdo simplesmente as operagoes usuais de soma e produto em R traduzidas
por meio deste ”dicionario”dado pelo logaritmo. Este espaco vetorial é portanto
essencialmente equivalente a R! (mais tarde introduziremos um termo para esta
no¢ao de equivaléncia - isomorfismo).

2. [Enunciadd

(i) Sim, a fungao 0 é continua logo W # () e uma vez que a soma de fungoes continuas
¢ continua e o produto de uma funcao constante por uma funcao continua é uma
funcao continua, W é fechado para a soma e para o produto por escalar.

(ii) W nao contém o vetor nulo (que é a fungdo constante igual a zero) uma vez que
esta nao satisfaz a condi¢ao f”(0) = 1. Logo W nao é fechado para o produto por
escalar e portanto nao é um subespaco vetorial de V.

(iii) W nao é um subespago vetorial porque nao é fechado para a soma. Por exemplo
2 + 2 e —t3 pertencem a W mas a sua soma t? nao pertence.

(iv) Sim, W é um subespaco vetorial de V. O polinémio nulo satisfaz p”(1) = p(3) =0
logo W # 0. Se p,g € W e a € R temos

(p+9)"(1) =p"(1) +4"(1) = p3) +4q(3) = (p+q)(3)

(ap)”(1) = ap”(1) = ap(3) = (ap)(3)
logo W é fechado para a soma e para o produto por escalar.
(v) A matriz nula é simétrica logo W # (). Dadas A,B € W e « € R temos

(A+B!=A"+B"=4+B  (aA) =aAdA’ =aA

logo W ¢ fechado para a soma e para o produto por escalar e é portanto um
subespago vetorial de V.

(vi) W nao é um subespagco vetorial porque nao é fechado para o produto por escalar:
se A € W é uma matriz nao nula qualquer entao (—1) - A tem alguma entrada
negativa e portanto nao pertence a W.

3. [Enunciadd

(a) O vetor v pertence a L(S) se existem a, 3,7 € R tais que
(1,2,1) = a(1,0,1) + 5(2,1,3) + (-1, -1, -2)

A equacao anterior é equivalente ao sistema

12 -1 |1 12 -1 |1 12 -1 1
01 -1 | 2/=f0o1 =12 =l01-1] 2
13 -2 |1 01 -1 10 00 0 | —2

Uma vez que o sistema é impossivel conclui-se que v € L(S).
(b) O vetor v pertence a L(S) se existirem «, 5,7 € R tais que

o R R R R Y
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e a equacao anterior traduz-se no sistema

1 -1 1 | 2 1 -1 1 | 2 1 -1 1 | 2
1 2 1 |5 0 3 0 | 3 . 0o 3 0 | 3 _
2 0 1 | 4 0 2 —-11]0 0 0 -1 | -2
0 3 -1 ] 1 0 3 -1 ] 1 0 0 -1 | -2
1 -1 1 | 2
0o 3 0 | 3
0 0 -1 | -2
0O 0o 0 | O
Como o sistema é possivel, vemos que v € L(S), sendo os coeficientes da combinagao

linear vy=2,=1,a=2+1—-2=1.
(¢) Uma vez que
azr + Bsenz + vy + dcosx

lim =
T—+00 er

para quaisquer «, (3,7, d, a funcao e* nao pode ser expressa como combinagao linear
de elementos de S; se tal fosse o caso, existiria uma escolha dos coeficientes para a
qual o limite daria 1. Conclui-se que v & L(.5).

(d) Igualando os coeficientes na equagao

l+z—-2"=a(l—z+2°) +B@* = 1) +y(x +2) +0(a* + )

obtemos o sistema

1 -1 20| 1 1 -1 2 0| 1 1 -1 20| 1
-1 0 1 1] 1|—=1]0 -1 3 1] 2|—=1]0 -131]/]2
1 1 01 | =2 0o 2 -21 | -3 0 0 43 |1
Este sistema é possivel pelo que v € L(S). H4 infinitas possibilidades para os

coeficientes uma vez que o sistema ¢é indeterminado. Tomando por exemplo § = 0

obtemosvz}l, :—2—1—%:—é a=1-32-2=-3

17 172 1
4. [Enunciaddl

(a) O nucleo é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo associado a A. Temos
1 1 1 . 1 1 1 . 1 0 5
-1 -2 3 0 -1 4 0 -1 4

N(A) ={(—bz,42z,2): z € R} = {2(-5,4,1): z € R}

Podemos portanto tomar, por exemplo, S = {(—5,4,1)}.
(b) Analogamente & alinea anterior temos

logo

1 1 0 2 11 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2
-10 1 1| =101 1 3] —10 1 1 31 =011 3| —
-1 1 -2 0 0 2 —2 2 00 —4 —4 0011
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1 10 2 1 000
0102 —=1]010 2
0011 0 011

logo
N(A) ={(0, 2w, —w,w): w € R} = L(S) com S = {(0,-2,—1,1)}

5. [EnunciadoDeterminar uma matriz cujo nicleo ¢ um dado subespago é o mesmo do que
encontrar um sistema homogéneo cujas solugoes sejam os vetores do subespaco, ou seja,
¢é encontrar equagoes cartesianas que definam esse subespaco.

(i) Procuramos condigdes sobre (x,y, z) que sao satisfeitas pelos vetores «(1,0,2) +
B(—1,1,0). Podemos obté-las resolvendo o sistema

r=a—[ r+y—5=0
y=0 S9B=y
2 =2« a=3=%2

2

A equivaléncia mostra-nos que os vetores de L({(1,0,2),(—1,1,0)}) s@o precisa-
mente as solugoes da equagao homogénea = + y — 2 = 0, que formam o nicleo de

(por exemplo) ’
A=1[1 1 —4]

2
(ii) Vamos usar o método de Gauss para resolver o sistema equivalente & equagao

(x,y,z,w) =a(l,1,1,1) + 5(—1,1,0,1)

Temos
1 -1 | = 1 -1 | = I -1 | x
1 1 |y 0 2 | y—= 0o 2 | y—x
1 0 | =z o 1 | z—=x 1o o0 | z—3y— iz
1 1 | w 0 2 | w—z 0 0 | w—y
logo os vetores (z,y, z,w) que pertencem ao plano dado (isto é, para os quais o

sistema anterior é possivel) sdo exatamente os que satisfazem as condigoes

Podemos portanto tomar, por exemplo,

119 9
— |72 T2
A‘[o 101
6. [Enunciaddl
(i) Os vetores de L(S) sao os vetores (x,y, z,w) para os quais existem «, 5 € R tais
que

(x7yaz7w) = 06(1,0, 2) 1) + 6(_1737270)
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Pensando em «, 8 como incognitas vemos que estes vetores sao aqueles para os
quais o seguinte sistema tem solugao

1 -1 | = 1 -1 | = 1 -1 | =
0 3 | vy 0 3 | Yy 0 1 | w—=x
2 2 | z| 7o 4 | z—22| "o 3 | y |~
1 0 | w 0 1 | w—u 0 4 | z—2z
1 -1 | x
0 1 | w—x
0 0 | y—3w+3z
0 0 | z+42z—4w

Logo L(S) é descrito pelo sistema de equagoes

r+y—3w=0
20+ z—4w =0

(i) Um polinémio a+ bx + cx? + dz® +ex* pertence a L(S) se e s6 se o seguinte sistema
homogéneo tem solugao:

1 0] a 1 0] a 1 0 | a
-1 1| b 01 ] b+a 01 ] b+a
0O 1 | e¢l—=101 ]| ¢ |—=1]100] c—b—a
1 0] d 00| d-a 00| d-a
0 0 | e 00| e 00 | e
logo
c=a+b
L(S) ={a+bx+cx’ + da’ +ex’: {d=a }
e=0
(iii) Analogamente as alineas anteriores, é suficiente ver quando o sistema
1 2 | 2] 2 | r ] 1 2 | x ]
1 0 | y 0 =2 | y—u 0 1 | w4+
1 1 | =z 0 -1 | z—= 00 | y+z+2w
1 -1 | w| 70 1 | w+z| 7|00 | z+w
-1 =2 | wu 0 0 | u+tzx 00 | u+x
[ 3 3 | v 10 =3 | v—3z] 0 0 | v+ 3w
donde
r+y+2w=0
Ty z z+w=0
L(S) = ;
R { A ER A

v+3w=0
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7. Suponhamos que ae® + fe** + ve3* = 0. Entao
oe” + et + yed”

. o . —2x —x _ _
IEIEOO p=n —Oﬁxgrfwae +0e " +7y=0&7v=0
Portanto ae® + fe** = 0. Da mesma forma lim,_, O‘eze‘zfeh =0=f=0eentao aé

também necessariamente 0.
Alternativamente podiamos substituir trés valores de = distintos na igualdade ae® +
Be*® + ye3® = 0 e resolver o sistema resultante para «,3,v. A tnica solucao serd
a=0p=v=0.
8. [Enunciaddl
(i) Pelo axioma (iv) existe um elemento ¢ € V' tal que ¢t + v = 0. Somando ¢ a ambos
os membros da equacao v + v = u + w obtemos

t+u+v)=t+@ut+w) < (t+u)+v=t+u)+wel+tv=0+twev=w

onde a primeira equivaléncia é vélida pela associatividade da soma (axioma (i)),
a segunda pela definicao de ¢t e a terceira pela comutatividade e definicao de 0
(axiomas (ii) e (iii)).

(ii) Pelo axioma (viii) temos Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov. Pelo axioma (iii) podemos
escrever esta igualdade na forma

Ov+0=0v+0v

e entao pela lei do corte (a propriedade (i) demonstrada acima) temos 0 = 0v como
requerido.
(iii) Pelo axioma (vii) temos ov-0 = - (04 0) = - 0+ «- 0. Aplicando a lei do corte
a equacao
a-0+0=a-0+a-0
vemos que « -0 = 0.
(iv) Sejam w,w’ simétricos de v. Entao

w=w+0=w+ @v+w)=(w4+v)+uw =@w+w)+w =0+uw =u'
(v) Queremos ver que (—1)-v é o simétrico de v. Pelo axioma (v) temos 1-v = v. Logo
v+ (=1)-v=1-v4+(-1)-v=(1+(-1)-v=0-v=0

onde na segunda igualdade usdmos o axioma (viii) e na quarta a alinea (ii).
(vi) A afirmagao é logicamente equivalente a: Se & # 0 e av = 0 entdo v = 0. Se a # 0
temos

1 — (1 Ve — 10y —
“(av) = (Ca)v=1v =
onde usamos o axioma (vi) e depois o axioma (v). Mas se (av) = 0 temos que o
termo a esquerda nas igualdades acima é

10=0

(03

(pela propriedade (iv) acima) logo v = 0.
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(vii) Temos
av = v = av + (=(bv)) = fv + (=(Bv)) =0
Como
—(Bv) = (=1)(Bv) = (=P)v
onde na primeira igualdade usdmos a alinea (v) e na segunda o axioma (vii), obte-
mos

av+ (=f)v=0= (a—PB)v=0
(pelo axioma (viii)). Finalmente, dado que v # 0, a alinea (vi) diz-nos que a—f = 0,
isto é, a = f.

. [Enunciado[Vamos resolver este exercicio sem usar a nogao de dimensao (que tornaria a

resolugao mais rapida) uma vez que este exercicio é normalmente atribuido antes de este
conceito ter sido coberto nas aulas.

Uma possibilidade para subespaco é o subespaco nulo {(0,0)}. Se W C IFZ% ¢ um
subespago e contém um vetor v # 0 entao contém todos os seus miltiplos escalares e de
facto

Lv) ={ v: X eF,}
é claramente um subespaco de IFIQJ (a "reta”gerada pelo vetor v no ”plano”]Fz). Uma
possibilidade é a "reta vertical”{(0,y): y € F,} que é gerada por qualquer vetor (0, b)
com b # 0. Se L(v) contém um vetor (a,b) com primeira coordenada nao nula entao
contém um vetor %(a, b) com primeira coordenada igual a 1 e dois vetores desta forma
distintos (1, A\) # (1, 1) nao sao colineares e portanto geram retas distintas.

Conclui-se que ha p + 1 subespagos da forma L(v): a reta vertical com ”declive
infinito”e uma reta L((1, \)) para cada possivel "declive”\ € F,,.

Finalmente se W é um subespaco que contém um vetor nao nulo v mas nao é da
forma L(v) entdao W = F2: dado v € W\ {0}, o subespago W tem que conter um vetor
v" que nao é multiplo de v. Se v = (0, A) entdo v = (1, u) para algum p. Se v = (1, \)
para algum \ entao ou v' = (0, ) com p # 0 ou, multiplicando por um escalar podemos
assumir que v’ = (1, u) com p # A de forma que v —v' = (0, A — ) € W com A — p # 0.
Claramente dois vetores da forma (1, ) e (0, 8) com 8 # 0 geram F; donde se conclui
que W =F2.

Vemos assim que ]FZ% contém exatamente 1+ (p+ 1) + 1 = p 4 3 subespagos vetoriais
distintos.

Seja {W,}aca uma familia de subespagos vetoriais de V' indexados por um
conjunto A (o primeiro caso do exercicio é o caso em que A = {1,2}). Consideremos a
intersecao de todos os subespacos da familia

d
NacaWa e {veV:veW, paratodoo a € A}
Temos a verificar que Nyeca W, € nao vazio, fechado para a soma e para o produto por
escalar.
e Sendo a € A, o conjunto W, é nao-vazio e fechado para o produto por escalar, logo
contém o vetor nulo de V. Conclui-se que 0 € N, W, e portanto N, W, é nao vazio.
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Sejam v, w € NgeaW,. Entao para cada a € A temos que v,w € W,. Como W,
¢ um subespaco vetorial de V' temos entao v +w € W,. Como isto acontece para
todo o o € A, conclui-se que v + w € NaeaW.

Sejam v € NaeaW, € A € R. Para cada a € A temos que v € W,. Como W,
¢ um subespaco vetorial vemos que A\v € W,. Isto acontece para todo o a logo
AV E NaeaWs.

11. [EnunciadoOs axiomas sao todos consequéncias imediatas dos mesmos axiomas para V;
e V5 e a definicao das operacoes. A titulo de exemplo verificamos alguns:

(1)

(iii)

(vii)

Sejam (vq,v), (wy,ws), (u1,uz) € V4 x V3. Entao

(v1,v9) + (w1, w2) + (ur,u2)) = (v1,v9) + (w1 + Uy, wo + us)

v1 + (w1 + uy), va + (we + uz))
(v1 +wr) + ur, (V2 + ws) + ug)
V1 + wy, v + we) + (ug, uz)
(v1,v2) + (wy,we)) + (u1, usz)

(
(
(
(

Sendo 0; € Vj e 0y € V5 os elementos neutros para a soma temos para todos os
V1 € ‘/1, Vg € ‘/2:

(v1,v2) 4 (01,02) = (v1 + 01,02 + 02) = (v, v2)

logo (01, 02) é um elemento neutro para a soma em Vj x V5.
Dados a € R(ouC), (v, v2), (wy,ws) € Vi x Vo temos

a- ((vr,v2) + (wy,we)) = a- (v +wy,ve + ws)
= (a-(v1+wr),a- (vg + wy))
(v +a-wy,a- v+ a-ws)

= (a v, v)+ (- wy,a-ws)

= a-(v,v2) +a- (wy,ws)

12. [Enunciaddl

(a)

Se v+W = v +W entao v’ € v+W e portanto existe w € W tal que v' = v+w, pelo
que v — v’ = —w € W. Reciprocamente se v — v’ € W entao dado qualquer w € W
temos v +w = v + ((v — V') +w) € v + W logo v+ W C v’ + W e, analogamente
V4w =v+(w—(v—-2")) € v+Wlogo v +W C v+ W. Concluimos que
v+ W =v+W.

Suponhamos que v + W = v’ + W. Entdo, pela alinea anterior, v — v € W. Dado
a € R temos a(v —v') = av — av’ € W portanto, novamente pela alinea anterior,
(aw) + W = (av) + W. Isto mostra que o produto por escalar estd bem definido.
Para ver que a soma estd bem definida, suponhamos que v + W = v + W e
u+W =o' + W, de forma que v —v',u —u' € W. Entao (v+u) — (v +u') =
(v—=2")+ (u—u') €W eportanto (v+u) + W = (v + ') + W, o que mostra que
a soma estd bem definida em V/W.
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(c) Os axiomas sao uma consequéncia imediata dos mesmos axiomas para V' desde que
as operagoes estejam bem definidas como verificaAmos na alinea anterior. Verificamos
apenas alguns dos axiomas a titulo de exemplo:

(ii) Sejam u+ W,v+ W € V/W. Entao

(u+W)+w+W)=(u+0)+W=@w4+u)+W=>w+W)+ (u+ W)

(ili) Vejamos que 0+ W =W ¢é o elemento neutro de V/W: dado v+ W € V/W
temos

v+EWH+O04+W)=@w+0)+W=0v4+W
(vii) Sejam o, € Re v+ W € V/W. Entao
a-(B-(v+W))=a-((Bv)+W)=(a(fv)) + W = ((aB)v) + W = (af) - (v + W)

(d) O vetor (1,—1,1) + W pertence a expansao linear de S quando existem «, 5 € R
tais que

(1, =1,1) 4+ W = a((0,1,2) + W) + B((1,2, =1) + W)

De acordo com a alinea (a) isto acontece se (1, —1,1) —a(0,1,2) — 3(1,2,—-1) € W.
Umavez que W = {A(1,1,1): A € R} a afirmagcao anterior é equivalente a existéncia,
de a, B, A € R tais que

(1,-1,1) — a(0,1,2) — B(1,2,—1) = A(1,1,1)
& (1,-1,1) = a(0,1,2) + B(1,2,—1) + A(1,1,1)

A igualdade anterior corresponde ao sistema

0 1 1| 1 1 2 1] -1 1 2 1 | -1

1 2 1] -1]l—>1fo 1 1] 1]|=1]o 1 1 | 1]|=—

2 -1 1] 1 2 -1 1| 1 0 -5 —1 | 3
121 | -1 121 | -1 120 | -3 100 | —1
01 1] 1|=>f0o11] 1|=010] —1]=]010] -1
0047 8 001 ] 2 001 ] 2 001 ] 2

Concluimos que
(17 —1, 1) + W = <_1) ’ ((Oa 172) + W) + (_1) ' ((17 2, _1) + W)
Nota: A ideia do espaco quociente por W é que estamos a considerar o espaco vetorial

V mas ”desprezando” os vetores (ou diregdoes) de W no sentido em que nao distinguimos

dois vetores de V se a diferenca entre eles pertencer a W. E uma maneira de pensar
nos vetores de V' com "menos detalhe”, que é frequentemente util.

13. [Enunciadd

(a) Temos que verificar se a equagao

a(1,0,-2,1) + 8(2,2,1,0) + 7(0,1,2,1) + 6(0, —1,-3,3) = (0,0, 0,0)
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para as incégnitas a, (3,7, 0 tem alguma solucao além da trivial. A equacao anterior
corresponde ao sistema homogéneo

1 20 0 12 0 0 12 0 0 12 0 0
0 21 —1 0 2 1 -1 02 1 -1 02 1 -1
212 =3 "fo 5 2 =3 7]oo -t -1 7loo -1 -1
101 3 0 -2 1 3 00 2 2 00 0 0

Conclui-se que o conjunto nao é linearmente independente. As solugdes do sistema
verificam v = =9, 8 = %5 — %'y =dea=—-20= —20 pelo que uma combinacao
linear nao trivial que se anula é por exemplo

—2(1,0,-2,1) + (2,2,1,0) — (0,1,2,1) + (0, -1, —3,3)

(b) Queremos resolver a equagao

a(l+t+1)+B(—t+°) +7(2+1) =0

Igualando os coeficientes dos polinémios dos dois lados do sinal de igual obtemos o
seguinte sistema homogéneo para «, [3,:

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
1 -1 1 0 -1 —1 0 -1 —1 0 -1 —1
1 0 0] 7o o =2 7Jo o =2 7lo 0 -2
0 1 0 0 1 0 0 0 —1 00 0

Este sistema tem apenas a solucgao trivial pelo que o conjunto de polinémios dados
é linearmente independente.

Alternativamente podiamos notar que uma combinacao linear dos polinémios dados
corresponde a uma combinacao linear das linhas da matriz

1 1 10
0 -1 0 1
2 1 00

e que estas sao obviamente linearmente independentes (se trocarmos a primeira com
a segunda linha a matriz fica "em escada de linhas da direita para a esquerda”).
Resolvemos o sistema homogéneo

1 1 0 1 a2 0
¢t =1 0] —= 10 0 0
0 1+7 22 0 1+7 2

A linha de zeros diz-nos que ird haver combinagoes lineares nulas nao triviais. Os

. . . _ _ltip _ —14i s
c.oeﬁc1entes a, B, satisfazem o = —if3,y = =58 = =53 logo uma combinacao
linear que se anula é, por exemplo,

1
Ci(1,4,0) 4+ (i, 1,1+ ) + ZT(O, 0,2i)
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(d) A equagao

110 2 1 20 3 1102
a{4 1 =2 J+5{4 0 1 J+7{4 —11(4—0

corresponde ao sistema homogéneo

1 1 17 11 1 1 1 17 1 1 17
1 2 1 0O 1 0 01 0 01 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 =2
2 3 2 0 1 0 0 0 O 00 O
-1 -1 -1 0 0 0 0 0 O 00 0
1 0 -1 0 -1 -2 0 0 =2 0 0 O
-2 1 1 0o 3 3 0 0 3 00 0
0 0 0 0 0 0 10 0 O | 0 0 0 |
que tem apenas a solucao nula. Conclui-se que o conjunto dado é linearmente
independente.
14. [Enunciadd

(a) Temos que resolver a equagao
1—t?=a+B01+t)+y(1+t+1t?)

E imediato quey = —leque f+v=0= g =1. Finalmente a++7=1=a = 1.
Conclui-se que as coordenadas de 1 — ¢* nesta base sao (1,1, —1).
(b) Para achar as coordenadas («a, 3,7, 0) temos que resolver o sistema

1 1 1 1 |1
0O 0 1 0 | 4
0O -1 0 0 | 3
1 0 1 -1 | 2
Claramente temos § = —3,7 = 4. A primeira e ultima equagoes ficam portanto

a+d= N a=-1

logo as coordenadas sao (—1,—3,4,1).
(¢) Sendo («, 3,7,0) as coordenadas, é evidente que a = 1 e § = —1. As restantes
duas coordenadas satisfazem as relagbes (que vém de igualar as entradas 12 e 21

na equagao matricial)
=2
B+ o )8
f—y=-1

Conclui-se que as coordenadas sao (1, %

15. [Enunciadd

2
I
MW N~

[NJIY)

Y

—_
~—

)
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Aplicando o método de Gauss temos

1 1 0 1 1 0 11 0
-12 1|—=|0 3 1|—=|03 1
1 0 -1 0 -1 -1 00 -2

logo o nicleo da matriz é {0} sendo uma base o conjunto vazio. Uma base para
o espago das linhas é dada pelas préprias linhas da matriz (ou equivalentemente
pelas linhas da matriz no final, ou em qualquer passo, do método de Gauss).

Mais tarde iremos ver que os espacos das linhas e das colunas tém sempre a mesma
dimensao. Portanto o espaco das colunas desta matriz tem dimensao 3. Sendo
assim as colunas tém necessariamente que formar uma base. Sem usar este resultado
podemos simplesmente aplicar o método de Gauss a matriz transposta para verificar
que as colunas da matriz sao linearmente independentes e portanto formam uma
base.

As linhas da matriz nao sao colineares logo sao independentes e portanto formam
uma base para o espaco das linhas. O espaco das colunas é claramente R? e uma
base é, por exemplo, formada pelas duas ultimas colunas. Para achar uma base
para o nucleo podemos usar o método de Gauss:

1102_>1102
-1 -1 10 001 2

Vemos que o nicleo é definido pelas condi¢oes

T =—y— 2w
z = —2w
Um elemento tipico do niticleo escreve-se portanto na forma

(—y —2w,y, —2w,w) = y(—1,1,0,0) + w(—2,0,—2, 1)

e uma base é dada, por exemplo, por {(—1,1,0,0),(—2,0,—2,1)}.
Aplicando o método de Gauss temos

1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2
-1 -1 1 0, —=1]0 01 2] =10 0 1 2
0O 0 2 4 00 2 4 00 0O
Assim, uma base para o espago das linhas é {(1,1,0,2),(0,0,1,2 } eo nucleo que

é igual ao calculado na alinea anterior, tem base {(—1,1,0,0),(—2,0, -2, 1)} Se
nos permitirmos usar que o espaco das colunas tem também dimenséo 2 podemos
escolher para base quaisquer duas colunas nao colineares. Caso contrario podemos
aplicar o método de Gauss:

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
1 -1 0 0 0 0 0 1 2
01 2 71o 1 2 7]o 0 o0
2 0 4 0 2 4 0 0 0



ALGEBRA LINEAR 235

e concluir que {(1,—-1,0),(0,1,2)} forma uma base para o espago das colunas da
matriz.

16. [Enunciaddl

(a)

Dado p(t) = a + bt + ct? temos p/(t) = b+ 2ct,
Y1) =0 b+2e =0

logo U = {a — 2ct + ct?*: a,c € R} = {a-1+c- (=2t +t*): a,c € R} tem
{1, —2t+t?} como base. Esta base de U pode ser completada a uma base do espaco
dos polinémios de grau < 2 adicionando por exemplo o polinémio t: o conjunto
{1,t, =2t + t?} é claramente linearmente independente (por exemplo, quando os
coeficientes dos polindémios sao escritos nas linhas de uma matriz ela esta em escada
de linhas) e portanto constitui uma base para este espago de dimensao 3.

As duas matrizes sao linearmente independentes (porque nao sao colineares) e por
definicao geram U logo constituem uma base para U. Para completar este conjunto
numa base de Msyo(R) podemos notar que a matriz

1 2 -1 -1
01 1 1
00 1 0
00 0 1

estd em escada de linhas, logo as suas linhas constituem uma base de R*. Uma vez
que as operacoes em Mo,y o(R?) se identificam com as operacoes em R* isto diz-nos

ae 4 2000000

é uma base para Msyo(R).

17. [Enunciadd

(a)

(b)

Impondo a equacao que define U a um elemento a(1,3,4)+ 3(0,1,1) de V' obtemos
a+ Ba+p)+ (da+p) =0« = —4a
Portanto
UnV ={a((1,3,4) —4(0,1,1)): « € R} = L({(1,-1,0)}

pelo que uma base para U NV é {(1,—1,0)}.
O espaco U NV é o conjunto das solugoes do sistema

1 0 1 -1 1 0 1 -1

[1 ~1 2 —1]_{0 ~1 1 0}
logoUNV = {(—z+4w, z,z,w): z,w € R} ={z(-1,1,1,0)+w(1,0,0,1): z,w € R}
tem {(—1,1,1,0),(1,0,0,1)} como base.
Alternativamente poderiamos ter achado uma base para um dos espacos e usado o
método da alinea anterior.
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(c) Para intersetar os dois espagos é conveniente expressar um deles em termos de
equagoes cartesianas. Um vetor (x,y, z,w) estd em U se e s6 se é uma solugao do

sistema
-1 0 | =z -1 0 | x -1 0 | x
3 3|y 0 3 | y+3z 0 3| y+3
1 3 2| 7o 3| 242 0 0| z—y—22
0 1 | w 0 1| w 0 0| w—%—x

logo U = {(x,y,2,w) € R 2 —y — 20 =0,3w —y — 3z =0}, e
UnvV =Un{«a(0,1,1,0)+4(1,1,3,1): o, B e R} =UN{(B,a+ B,a+35,8): a, f € R}
é determinado pelas equacoes
a+38—(a+p8)—28=0
{35—(a+(ﬂ)—3)5=0 G f=-a
Logo
UNnvV ={a((0,1,1,0) — (1,1,3,1)): « € R} = L({(—1,0,-2,—1)})

e uma base para UNV é {(—1,0,—2,—1)}.
Alternativamente, podemos encarar como um sistema linear a equacao que expressa
um ponto ser comum aos dois planos:

a(—1,3,1,0) + 5(0,3,3,1) = ~(0,1,1,0) + 6(1,1,3,1)

Esta traduz-se no sistema homogéneo

-1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1
3 3 -1 -1 0 3 -1 —4 0O 1 0 -1
1 3 -1 =30 70 3 -1 4] 7|0 0 -1 -1
0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 O
Conclui-se que um vetor pertence a intersecao quando § = —vy o que reproduz o

resultado obtido anteriormente.
(d) Sep(t) = a(1+t)+Bt>+y(t+t?) ¢ um elemento de V entao p/(t) = a+28t+y(1+4t3).
A condigao para pertencer a U expressa-se entao através do sistema

a=0 o a=0
a+28+5y=0 6:—%7
Logo UNV = {y(=3t* + t + t*): v € R} e uma base para U NV ¢ {t — 3t* + t*}.
18. Recorde-se da demonstracao da Proposicao que o subespaco W é neces-
sariamente finitamente gerado. Uma base de W é um conjunto linearmente independente
em V e portanto tem no maximo dim V' elementos. Isto mostra que dim W < dim V'
para qualquer subespaco W C V. Se dimW = dim V' entdao uma base para W é um
conjunto linearmente independente em V' com dim V' elementos e portanto necessaria-
mente uma base para V pelo que W = V. Da nossa hipétese que V # W conclui-se
portanto que dim W < dim V.
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19. [Enunciadd

(a)

A dimensao do espago das linhas de A é igual a caracteristica da matriz e portanto
igual ao nimero de colunas com pivot numa matriz em escada de linhas que se
obtenha de A por aplicacao do método de Gauss.

O nucleo de A é o conjunto das solucoes do sistema homogéneo com matriz dos
coeficientes igual a A. Este sistema pode ser resolvido exprimindo as variaveis
correspondentes as colunas com pivot em termos das restantes variaveis que ficam
livres. As variaveis livres parametrizam univocamente os vetores do ntcleo pelo
que a dimensao do nucleo é igual ao nimero de colunas sem pivot.

Portanto dim FL(A) + dim N(A) = ntmero total de colunas de A=n.

Versao mais formal (e portanto mais dificil de seguir) do segundo pardgrafo: N(A) =
{X: AX =0} é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo com matriz de co-
eficientes A. Sejam 1 < i1 < iy < ... < i, < n os indices das colunas com pivot e
1 <J1 <...< Jni <nos indices das colunas sem pivot na matriz B obtida ao
final do método de Gauss-Jordan. Entao o sistema AX = 0 é equivalente a BX =0
que, resolvido em ordem as varidveis correspondentes as colunas com pivot, toma

a forma i
e
Tiy = =D b,
n—=k
Ty, = — Zl:l bk’jlle

n—k
N(A) = {ijlvl: Tj, € R}
=1

em que as componentes dos vetores v; € R™ sao

Conclui-se que

1 se a = J
(0)a =140 se a = j, com p # [
—bpj, sea =1,
Claramente os vetores {vy,...,v,_} geram N(A). Mas eles sao também linear-
mente independentes pois sendo

)\12}1 + ...+ )\n_kvn_k =0
a componente j; desta equagao em R"™ é
)\10“‘---+)\l—10+)\ll+)\l+10+~-‘l')\n—kO:O@)\l:O

Pela alinea anterior, se dim N(A) = 3 entao dim FL(A) = 1 e portanto as linhas
da matriz sdo colineares com (2,0, 3, —1). Para determinar a constante de propor-
cionalidade basta-nos uma das coordenadas, logo

(1,a,b,¢) =3(2,0,3,-1) & a=0,b=3,c=—3

(de, f,3) = —3(2,0,3,—-1) & d=—6,e =0, f = —9
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20. V' é naturalmente um espaco vetorial real porque a multiplicacao por escalar
complexo se restringe a uma multiplicacao por escalar real e os axiomas que tém de
se verificar para que V com estas operagoes seja um espaco vetorial real sao casos
particulares dos axiomas que se verificam por V' ser um espaco vetorial complexo.

Vou responder apenas no caso em que V' é finitamente gerado (que era o que eu
tinha em mente na pergunta) embora o resultado seja verdade em geral, com a mesma
demonstragao (entendendo-se que 200 = 00).

Seja B = {v1,...,v,} uma base para o espaco vetorial complexo V. Vamos verificar
que BR = {vy,ivy,...,v,,iv,} é uma base para o espago vetorial V encarado como um
espago vetorial real:

e BR gera V enquanto espaco vetorial real: Seja v € V. Entao existem escalares

at,. .., ap € C tais que

V=V + ...+ a,vu,
Escrevendo «; = a; +ib; com a;,b; € R temos entao que
v =(a; +ib)vy + ...+ (an + iby)v, = aqvy + b1 (iv1) + . .. + apvy, + by(ivy,)

logo BR é um conjunto de geradores do espaco vetorial real V.
e BR ¢ linearmente independente: Sejam cq, ..., ¢y, € R tais que
vy + co(ivy) + ...+ Con_10p + Cop(ivy,) =0
Entao
(c1 4+ ico)vy + ...+ (Cop_1 + ic2y)v, =0
Uma vez que {vy,...,v,} sao linearmente independentes sobre C, os escalares com-
plexos ¢1 + ico, ..., Co,_1 + 1Co, sao todos nulos. Mas isto significa que os escalares
reais ¢y, ..., Co, sao todos nulos. Logo BR ¢ linearmente independente.
21. [Enunciaddl

(a) U+ V é nao vazio porque 0 = 0+ 0 € U + V. Dados u; + vi,us + vy € U +V
com u; € U ev; €V temos uy +us € U e vy +vy € V 1ogo (ug +v1) + (ug + vg) =
(up + uz) + (v1 +v2) € U+ V o que mostra que U + V' é fechado para a soma.
Finalmente dado um escalar « e vetores u € U,v € V temos a(u + v) = au + av.
Como U e V sao fechados para o produto por escalar, au € U e av € V logo
alu+wv) € U+V eportanto U + V' é fechado para o produto por escalar. Conclui-
se que U + V é um subespaco vetorial de WW.

(b) A operagao é comutativa uma vez que {u+v: u € Ujv € V} = {v+u: v e V,u e U}
pela comutatividade da soma em W. Exatamente o mesmo argumento mostra que
a operacao ¢ associativa. O espago vetorial trivial é um elemento neutro para esta
operagao: U 4+ {0} ={u+0: uw € U} = U. O tnico subespago para o qual existe
um inverso para esta operacao é o espago nulo (que é o seu préprio inverso). De
facto, se U # {0} entdo como U +V D U, U + V nao pode conter apenas o vetor
nulo.

(¢) Uma vez que W é finitamente gerado, o mesmo se aplica aos seus subespagos
UV,UNV eU+V (cf. demonstracao da Proposicao [3.40(iii)). Seja {z1,..., x4}
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uma base para U NV (de forma que £k = dimU N V). Uma vez que U,V sao
finitamente gerados podemos completar esta base a bases

{z1,.. ., xp,u1,...,uynt paral e {xy,..., 2% 01,...,0,} para V

de forma que dim(U) = k+m e dim(V') = k +n. Queremos ver que dim(U + V') =
k + m + n pelo que é suficiente verificar que o conjunto

B ={x1,..., &5, U1y Uy, U1,y ey U}
¢ uma base para U + V.
e B gera U+ V: Dados u € U,v € V existem escalares ay,...,a, 81,...,0m €
/ / s
oy Oy Y1, - -, Y talsS que

U=a12]+ ... +oprp + Brug + ...+ Bl

v=04T1+ . e+ v+ Y,
Entao
u+v= (1 +a))r+ ...+ ( + ap)x, + frus + ...+ Bl + 7101 + - .+ YU

e B ¢ linearmente independente: Suponhamos que o, 3;, 7% sao escalares tais
que

1Ty + ..o+ apxy + frur + .o Bl 101+ Vv, =0

Entao

YU+ et YUy = — (1 F oA g+ frug e F Bt)

pertence a U e também a V, logo existem escalares o, ..., a}, tais que
YMULF oo F YUy = Q4T+ o QT S~ T — = QT 10 YU, =0

Como {x1,...,Zk,v1,...,V,} é um conjunto linearmente independente conclui-
se (em particular) que 7, = --- =7, = 0. Portanto

0=aaix1+ ... +apxp + Brug + ... + Bm
Mas {zi,..., 2k, u1, ..., up} é também um conjunto linearmente indepen-
dente, logo a; = -+ = ap = [, = --- = [, = 0, 0 que mostra que B é

linearmente independente.
(d) Temos a verificar que U NV = {0}. Dada A € U NV temos

A= AT
{A— AT = A=-A=A=0

U é o subespaco das matrizes simétricas e V' o das matrizes anti-simétricas. Vimos
ja na ficha sobre matrizes que dada A € M, «,(R) temos a decomposigao tnica
A+ AT N A— AT

2 2
de uma matriz como soma de uma matriz simétrica e uma anti-simétrica.

A:




240 ALGEBRA LINEAR

(e) Seja {uy,...,ur} uma base para U e sejam wy,...,w,, vetores de W (distintos)
tais que {uq,...,ug, wy,...,w,} é uma base para W. Seja V = L({wy,...,wn}).
Entao claramente W = U+ V. Por outro lado se w € UNV entao existem escalares
a; e 3 tais que

w=oau+...+tapur e w=PFw+...+ Bpwn
(respetivamente porque w € U e porque w € V). Entao
041U1—|—...+Oékuk—(61w1+...+6mwm) =0

e uma vez que {uy,...,Uug, Wi,..., Wy} é um conjunto linearmente independente,
isto significa que a; = ... = ap = 1 = ... = B, = 0, 0 que implica que w = 0.
Portanto UNV =0elogo UV =W.

22. [EnunciadoUma vez que o espago dos polindmios de grau < n tem dimensao n + 1, para
ver que estes n + 1 polindomios formam uma base basta verificar que sao linearmente
independentes. Note-se que o polindmio p; se anula em ¢ = ¢; sempre que j # i (porque
o numerador da fracdo se anula) e que p;(t;) = 1 (0 numerador e denominador ficam

iguais).
Suponhamos que agpy + ... + a,p, = 0. Entao avaliando esta igualdade em ¢t =

to, ..., 1, sucessivamente obtemos
ap-1l+a7-04+...4a,-0=0 ag =0
050'0+051'1—|—...+Oén'020 a1:0
: 9.
ayp-0+a7-0+...4a,-1=0 a, =0

donde se conclui que {po,...,p,} é um conjunto linearmente independente. Podemos

usar o mesmo argumento para achar as coordenadas nesta base de um polinémio qual-
quer: para achar «; tais que agpg + ... + a,p, = p podemos novamente avaliar esta
igualdade em t = t; obtendo agora o sistema

0601+0610++04n02p(t0> Oé():p<t0)
ap-04ar-1+... +a, 0=p(t) oy = p(t1)
. @ N

Oé0'0+051'0+~~+an'1:p(tn) an:p(tn)

portanto as coordenadas de um polinémio p(t) nesta base sao precisamente os valores
que p assume nos pontos t, ..., t,. Note-se que isto significa que um polinémio de grau
< n é completamente determinado pelos valores que assume em n + 1 pontos distintos
- generalizando o caso bem conhecido quando o grau é 1 que diz que uma reta (nao
vertical) é determinada por dois pontos (com abcissas distintas).

Interpolar significa ” passar por pontos”. Esta base permite rapidamente escrever uma
férmula para um polinémio de grau n que passa por n+ 1 pontos dados do plano (desde
que nao haja dois na mesma reta vertical claro).
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23. [EnunciaddSeja V' o espago vetorial de todos os polinémios reais e B o conjunto do
enunciado. B é um conjunto de geradores porque L(B) contém t* =1+t + ... +tF —
(1+t+...+t1) para todo o k e portanto L(B) D L({t*: k € Ny}) = V. Resta ver
que B é linearmente independente. Sejam v, ...,vy € B vetores distintos e aq,...,ay
escalares tais que

(75) oqvl—l—...—l-ozNUN:O

Sem perda de generalidade podemos assumir que v; = 1,..., vy = 1+t+...+tV "1 (caso
contrario podemos simplesmente acrescentar vetores a {vy, ..., vy} e reordenar de forma
a que isso suceda e se um conjunto é linearmente independente todo o seu subconjunto
é também linearmente independente). Igualando os termos de grau N —1,N —2,...,0
sucessivamente em obtemos o sistema

OéN:O

an—1+any =0

ap+...+ax=0

que tem apenas a solugao nula. Isto mostra que o conjunto B ¢ linearmente independente
e portanto é uma base para V.

24. Se a dimensao fosse finita (digamos n) entao existiria uma bijegdo entre R
e Q" que associaria a um numero real as suas coordenadas numa base qualquer fixada.
Mas Q" é um produto finito de conjuntos numeraveis, logo é numeravel, enquanto que
R nao é numeravel.

25. A fungao constante igual a 0 é continua logo C'(R) é nao vazio. Como a soma
de funcoes continuas é continua e o produto de um escalar por uma funcao continua é
uma funcdo continua, C'(R) é um subespaco vetorial de F(R,R).

Sejam g, ..., qq reais distintos, que supomos ordenados de forma crescente. Supo-
nhamos que ¢; sao escalares tais que

e + ...+ e =0
Entao

lim e”**(c1e™® + ...+ cxe™®) =0 < lim creldrem)T 4o eliman)T 4 o)
Tr—+00 r——+00

Para ¢ < k temos «; — oy < 0 logo todos os termos do limite anterior excepto o tltimo
anulam-se. Obtemos assim
O4+...40+c¢c =0
donde
c1e® + ..+ 11T = 0.
Prosseguindo da mesma forma, ou argumentando por indugao concluimos que o conjunto

{e®1* ... e**} élinearmente independente. Uma vez que ay, . . ., ay sa0 arbitrarios, isto
significa que {e** : a € R} é linearmente independente.
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Nota: Por palavras, as fungoes e** sao linearmente independentes porque ”cres-
cem”todas de forma distinta quando x — +4-o00.

26. [EnunciadofSeja {wy,...,wr} uma base para W e vy,...,v, vetores de V tais que
{wy, ..., wg,v1,...,0,} é uma base para V. Vamos verificar que B = {v;+W, ... v, +

W} é uma base para V/W pelo que dim(V/W) =m = (m+k) —k = dim(V) —dim(W).
e B gera V/W: Sejav+ W € V/W. Entao existem escalares ay,...,ag, 01, .., On
tais que v = aqwy + ... + apwg + frvr + ... + B, € portanto
v—ﬁlvl—...—ﬁmvaW
Portanto

v+ W= (Bt Bvm) + W= Bi(on + W)+ B (o + W)

pelo que L(B) = V/W.

e B élinearmente independente: Suponhamos que 51 (vi+W)+.. .45, (v, +W) = 0.
Entao (f1v1 + ...+ Bnvm) + W =0 < oy + ... + Bnu, € W. Isto significa que
existem g, ..., tais que

Givr + ...+ By = cqwy + ...+ awy

Uma vez que {wy,...,wy,v1,...,0,} é linearmente independente, isto s6 pode
acontecer se todos os escalares forem nulos. Em particular g; = --- = §,, = 0
pelo que B é linearmente independente.

27. Comegamos por achar as coordenadas do vetor (3,4) na base By:

a+pB=3 @{a:%

a(1,1)+6(1,-1) = (3,4) & {@ _B=

S 2 1) -1t 2 17,3 1] .8 1
BimB =0 4|2 3| |2 4|5|-2 1| 5|-2 6

29. [EnunciadolUma vez que B; é a base canonica é imediato obter a matriz Sp,,p, que
podemos depois inverter para achar Sp,_,p,. Nao se justifica no entanto efetuar estes
calculos porque é imediato escrever diretamente os elementos da base By na base Bs:

e Rt R R I R R R
R R K I R R R
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Logo
3 00
01 1 O
Smom = g 1 1 0
b0

30. [EnunciadolA matriz Sg,_,p, tem por i-ésima coluna as coordenadas do i-ésimo vetor da
base B; na base By. Isto da-nos um sistema para achar os vetores vy, vy, v3 da base Bs:

(17070>:U1_U2 U1:(17070)+U2:<%7%7%)
(1’1’O>:U1+U3 Ang U3:(171>0)_v1 = (_%7%7_%)
(1,1,1) = 2u5 o =111

portanto BZ = ((%’ %’ %)7 (%’ %7 %)7 <_%a %7 _%))

Alternativamente, podemos achar a base By pensando que os vetores desta base for-
mam as colunas da matriz Sp,,5.,,. Uma vez que

SBQ_>Bcan SBI_>B2 = SBl_>Bcan

temos
11171 10"
SB2‘>Bcan = SBlﬁBcan 5511%32 = 0 1 1 _1 O 2 =
0 01 0 10

1 1 1] [t 0o -1 s 11
_ IO E
=1{0 1 1{]0 0 1| = :
oo 1| (L L _1 O
2 2 2 2 2 2

o que reproduz o resultado obtido anteriormente.
31. [Enunciadd

(a) Se p(x) é um polinémio de grau 2 entdo, para qualquer ¢ € R temos p(z) =
p(t) +p'(t)(z —t) + #(x — t)%. Isto mostra que L(B;) = V. Uma vez que a
dimensao de V' é 3 e By contém uma base, By é necessariamente uma base.

(b) As coordenadas de p(x) na base By calculam-se avaliando o polinémio e as suas
primeiras derivadas em t como indicado na alinea anterior. Aplicando este proce-
dimento aos trés elementos da base B; obtemos

1t t2
Sp,p, = |0 1 2t
00 1

32. [EnunciadolA matriz Sg._,p, ¢ a inversa de Sg,_,R.:
3 2 2 3

01 0] 100 2 -1 1]010 2 -1 1] 0 10
2 -1 1010/ =|0 1 0]100/ =01 0] 1 00—
0 1 1]001 0 1 1]001 00 1] -101
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1 =2 3] 0 %20 1 -2 0| 3 & -3 100 ] 1 5 —3
o1 0| 1 00 —=1{0 1 0] 1 0 O|—=(01O0] 1 0 O
0O 0 1| -1 01 0 0 1] —-10 1 001 ] —-10 1
logo
g
Spssp, =11 0 0
-1 0 1
Por outro lado
1 3 =4l [1 1 0 : 31
SBl*)BQ = SBSHB2SBlﬁBS = 1 0 0 -1 0 2] = 1 1 0
-1 0 1 0 -1 0 -1 -2 0

33. [EnunciaddOs dois sistemas de coordenadas estao relacionados por
U 1 1] |z u=x+Yy
= &
v I 2] |y v=1a+ 2y
2] 1] W] 2 -1 u]  Jr=2u—v
Yy B 1 2 v o —1 1 v Y= —Uu + v

Uma expressao transforma-se de umas coordenadas nas outras substituindo as relagoes

dadas.

(a) Uma vez que z = 2u—v e y = —u+v, um vetor de R? é tal que as suas coordenadas
(z,y) na base Bj satisfazem z? + y? = 1 se e s6 se as suas coordenadas (u,v) na
base B, satisfazem

(2u —v)* + (—u+v)?* =1 & 5u? — 6uv +20° = 1

(que é portanto a equagao da circunferéncia nas coordenadas (u,v)).
(b) Podemos argumentar como na alinea anterior ou alternativamente notar que

P42yt +r+2y=0s (2+y)>P+(@+2)=0cu’+v=0
(portanto a curva indicada é uma pardbola no novo sistema de coordenadas).
(¢) O valor da fungao f no vetor com coordenadas (u,v) na base By é
(2u — v)? + cos((2u — v)(—u + v))
o que normalmente (apesar de ser um pouco abusivo) se escreve
flu,v) = (2u — v)? + cos((2u — v)(—u +v)) = 4u* — duv + v* + cos(—2u® + 3uv — v?)
(d) Uma vez que z = 2u — v,y = —u + v temos
de _ydu_dvdy __du_ do
dt dt dt dt dt — dt
logo a equagao diferencial nas coordenadas (z,y) é transformada na nova equagao
du dv du dv du dv

2l Y o)~y — oyt (- 2 2ut0) 2 4 (Qu—v—1)Z =
I dt+<u v)( dt+dt) u—v+(—u+v) & ( u~|—v)dt+(u v )dt u
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34. Seja S = [ay};—, uma matriz invertivel com inversa S™' = [by] ¢ B; =
U1,y ..

., U,) uma base ordenada de V. Procuramos uma base By = (wy,...,w,) tal que
Sp, B, = 5. Isto significa que procuramos vetores w; € V' que constituam uma base de
V e satisfacam as seguintes relagoes:

V1 = G11W1 F a1W2 + ..+ AWy

VUp = QoW1+ AopWo + ... + GppW,

Estas relacoes podem ser vistas como um sistema de equacoes para as incégnitas w;.
Vamos ver que a invertibilidade da matriz S garante que este sistema tem uma solugao
tinica e as entradas da matriz S~! permitem escrever a solucao (os vetores w;) a custa
dos v;.

Para tal convém escrever as relagoes acima na seguinte forma:

n
(76) v = E i Wy i=1,...,n
k=1
Note-se que a afirmacao que S e S™! sdo inversas equivale as condicoes
n n
E ;b = 0; g baay; = 045 para todos os i, =1,...n
k=1 1=1

onde
5 1 sei=y
ij = -
! 0 caso contrario
(chamado o simbolo de Kronecker) nos da as entradas da matriz identidade.
Combinando as equagoes ([76)) usando como coeficientes as entradas da matriz inversa

obtemos
n n n n n n
E bijui = E bij E g Wg | = E E agibij | wy = E OjWr = Wj
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1 k=1

(onde na segunda igualdade trocdmos a ordem da soma e dos fatores). Deduzimos que
os vetores w; que procuramos tém necessariamente que satisfazer as relacoes:

w, = bllvl + b21U2 4+ ...+ bnlvn

Wp = blnvl + b2nv2 +...+ bnnvn

Na realidade este sistema € equivalente ao inicial, uma vez que podemos obter o sistema
inicial a partir deste se combinarmos as equagoes usando os coeficientes da matriz S (as
contas sao inteiramente andlogas as anteriores).



246

ALGEBRA LINEAR

Vemos assim que existe exatamente uma solucao possivel para o sistema (76|, dada

pela férmula
'LU]' = Z bijvi
i=1

Resta-nos apenas justificar que {wy, ..., w,} constitui uma base de V. Mas diz-nos
que {v1,...,v,} C L({wy,...,wy}) logo {wy,...,w,} é um conjunto de geradores para
V. Uma vez que um conjunto de geradores contém sempre uma base e que as bases de
V tém todas n elementos, vemos que {wy,...,w,} é necessariamente uma base.

Resolugao alternativa: Seja S = [a;;]};—; uma matriz invertivel com inversa S =
[bij] € By = (v1,...,v,) uma base ordenada de V. Procuramos uma base By =
(wy,...,w,) tal que Sg,,p, = S. Isto significa que procuramos vetores w; € V que
constituam uma base de V' e que sejam tais que as seguintes relacoes sejam satisfeitas:

V1T = 41w + Qa21W2 + ...+ Ap1 Wy,

VUp = QoW1+ AW + ... + GppW,

Estas relacoes podem ser vistas como um sistema de equacoes para as incégnitas w;.
Vamos resolver este sistema matricialmente, traduzindo-o em coordenadas numa base
auxiliar B de V' (arbitraria). Escrevendo [v]p para a matriz coluna das coordenadas de
v € V na base B, o sistema acima é equivalente a

[U1]B = a11[w1]B + azl[w2]3 + ...+ a1 [wn]B

(nlp = an|wi]p + ag[wa]p + ... + appn[wn]s

que se pode escrever matricialmente como

= [w‘l]B ['LU|2]B [wT]B = [U1|]B [1}2‘]3 [UT]B S_l

Novamente, a segunda equagao matricial é equivalente a

w, = bnvl + b21'112 + ..+ bnlvn
W, — blnvl + bgnvg + ...+ bnnvn
e vemos assim que existe exatamente uma solucao (wy, . . ., w,) do sistema que queriamos

resolver. Podemos facilmente justificar que os vetores w; formam uma base, como no
final da primeira resolucao.
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8.4. Transformacoes lineares.

1. [Enunciadd
(i) Temos
f((@1,y1,21) + (22,42, 22)) = flan +@2,91 + Y2, 21 + 22)
= (21 + 22— 2(y1 +12),0, 21 + 22 + Y1 + 2 — 3(21 + 22),0)
= (v1—2y1,0,21 + 91 — 321,0) + (w2 — 22,0, 22 + Yo — 32, 0)
f(@1y1,21) + f(22, Y2, 22)

fla(z,y,2)) = [floz,ay,az)
= (az —2ay,0,azr + ay — 3az,0)
= a(x—2y,0,z+y—32,0) =af(x,y,2)

logo f é uma transformagao linear.
(ii) Dadas matrizes A, B e um escalar o temos
o f(A+B)=(A+ BT = AT + BT = f(A) + f(B)
o f(aA) = (aA)T = aAT = af(A)
logo f é uma transformacao linear.
(iii) Uma vez que f(0,0) = (0,1) ndo é o vetor zero do espaco vetorial de chegada,
conclui-se que f nao é uma transformacao linear.
(iv) Temos

a b a v (a+d b+
f(lc d}Jr{c’ d’D = f< c+c d+d’]>

= a+d+b+b =(a+b)+ (d+7)

= o) (e )
(el ) = ()

= aa+ab=a(a+Db)

- (i)

logo f é uma transformacao linear.

(v) T nao é uma transformagao linear porque 7°(0,0,0) # (0,0) (também nao preserva
a soma nem o produto por escalar).

(vi) T nao é uma transformagao linear porque nao preserva o produto por escalar. Por
exemplo T'(2I) = 41 + 21 = 61 ¢é diferente de 27(1) = 2({ + 1) = 41. T também

nao preserva a soma.
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(vii) Temos

T(f+9) = ((f+9)0),(f+9)2) = (f(0) +9(0), f(2) + 9(2))
= (f(0), £(2)) + (9(0),9(2)) = T(f) + T(g),
T(af) = (af)(0),(af)(2) = (af(0), af(2)) =
)

= a(f(0), f(2)
logo T' é uma transformacao linear.
(viii) Temos

T(v1 + v9) = avy + v2) = vy + ave = T(vy) + T'(vg)

T(pv) = a(pv) = B(aw) = fT(v)
logo T' é uma transformacao linear.
2. [Enunciaddl
(a) Podemos escrever (2,5) como combinagao linear de (1,1) e (1,2):
a+ =2 R g=3
a+26=5 a=—1
Uma vez que T é uma transformacao linear temos portanto que
T(2,5)=-T(1,1)+37(1,2) = —(2,0,1) + 3(1,4,6) = (1,12, 17)

(b) Comegamos por observar que o segmento de reta que une dois vetores v; e vy num
espaco vetorial é parametrizado por

v+ t(ve —v1) = (1 — t)vg + tog com t € [0, 1]

(2,5) = a(1,1) + 5(1,2) & {

Em particular, o segmento de reta que une (0, 1) a (1, 2) é descrito pelas combinagoes
lineares (1 — ¢)(0,1) + ¢(1,2),¢t € [0,1]. O triangulo do enunciado é a uniao dos
segmentos de reta cujas extremidades sao a origem (0,0) e um ponto do segmento
(1—-1¢)(0,1) +t(1,2),t € [0,1] ou seja, é o conjunto dos pontos

S={r(1—=1)(0,1)+1¢(1,2):0<r<1,0<t <1}
Uma vez que T preserva combinagoes lineares, a imagem 7'(S) é o conjunto
T(S)={r((1-0)T(0,1)+tT(1,2)): 0<r<1,0<t <1}

que é o triangulo dado pela uniao de todos os segmentos de reta que vao de 7'(0,0) =
(0,0,0) ao segmento de reta de 7°(0,1) = 7'(1,2) — T(1,1) = (—1,4,5) a T'(1,2)
(1,4,6), ou seja, o triangulo com vértices (0,0,0),(—1,4,5) e (1,4,6).

(¢) Javimos que T'(0,1) = (—1,4,5) e temos que 7'(1,0) = T'(1,1)-7(0,1) = (2,0,1)—
(—1,4,5) = (3,—4, —4) logo

3 -1
AT7BC(Z’VL7BCETL = _4 4
-4 5
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A expressao para T'(x,y) é portanto

T(z,y) = (3 —y, —4z + 4y, —4z + by)

3. [Enunciadd

(a) O retangulo [0,2] x [0, 1] é o conjunto
{a(2,0)+5(0,1): 0 <, 5 <1}

Uma vez que f é uma transformacao linear e portanto preserva combinacoes line-
ares, a imagem do retangulo é o conjunto

{O‘f(270)+ﬁf(071): Ogauﬁag 1}

que é um paralelogramo com vértice na origem e arestas f(2,0) e f(0,1) (pela
interpretacao geométrica das operacoes com vetores de R?). Para que este parale-
logramo seja o quadrado com os vértices indicados temos que escolher para imagem
dos vértices (2,0) e (0,1) os vectores (1,2) e (—2,1) (numa ordem qualquer). H4
duas maneiras de o fazer, tomando por exemplo f(2,0) = (1,2) < f(1,0) = (3,1)
e f(0,1) = (—2,1) obtemos a transformagao linear

fle,y) =2 f(1,0) +yf(0,1) = 2(5,1) + y(=2,1) = (§ = 2y, + y)

(b) Como na pergunta 2(b), a imagem do triangulo pela transformagcao linear é dada
pela uniao de todos os segmentos de reta que unem a origem a um ponto da forma

Para que a imagem esteja contida no segmento de reta dado precisamos que f(1,0)
e f(0,1) pertencam ao segmento; para que a imagem seja todo o segmento que vai
de (0,0) a (2,2) precisamos que pelo menos um dos pontos f(1,0) ou f(0,1) seja
(2,2). Tomando, por exemplo, f(1,0) = (2,2) e f(0,1) = (0,0) obtemos

flz,y) =xf(1,0) +yf(0,1) = (27, 2z)

4. Escrevendo (1,3),(1,1) e (0,3) como combinagoes lineares de (1,0) e (0,1)

d.

e usando que f é uma transformacao linear, a segunda condicao escreve-se

f(1,0)+3£(0,1) =2(f(1,0) + £(0,1)) + 3f(0,1) & —f(1,0) — 2f(0,1) =0

o que contradiz a independéncia linear de f(1,0) e f(0,1). Conclui-se que nao existe
nenhuma transformacao linear satisfazendo as duas condigoes.

Se a primeira condicao for omitida existe uma tal transformacao linear. Por exemplo
a transformacao linear identicamente nula. Mais geralmente, vimos que a segunda
condigao é verificada se e s6 se f(1,0) = —2f(0,1) pelo que as transformagoes lineares
que satisfazem a segunda condicao sao determinadas por uma escolha arbitraria de

= f(1,0), sendo que f(0,1) é necessariamente igual a —3v.

(a) Dados polinémios p,q € V' e um escalar a temos

fle+9@) = @+9"1t) —200+q) =p"(t) +
(p

q"(t) — 2p(t) — 2q(t)
= p"(t) = 2p(t) + ¢"(t) — 2q(t) = f(p(t

)+ fa(t))
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e

f((ap)(t)) = (ap)”(t) — 2(ap)(t) = ap”(t) — 2ap(t) = a(p”(t) —
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2p(t)) = af(p(t))

logo f é uma transformacao linear.
(b) A base canénica no espaco dos polinémios é B = (1,t,t%,¢%). Uma vez que

f1y=0-2="-2,

f@#)=0—2t=-2t, f(t*)=2-2t% f(t*) =6t — 23

temos que a representacao matricial de f é

6. [Enunciadd

-2 0 2 0
0 -2 0 6
Arpe=19 o 2 o

o 0 0 -2

(a) As bases candnicas sao By = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e By = (1). Uma vez que

T(1,0,0) = 1,

temos

7T(0,1,0) = —2, T(0,0,1)=6

Arpop, =[1 —2 6]

(b) Temos T'(1,1) = (—1,0,2,—1) e T(0,1) = (—2,0,1,0) logo

0
0

-1 -2
0

—1

(c) Sendo B; = (1,t,1%) e By = (1,t,t%,t3,t%) temos

T(1)=1-1#,

logo

(d) Tomando By =

mos

IR () E

T)=t—t*, T =t*—t*

1 0 0
0 1 0
ATa31732: _]. 0 ].
0 -1 0
0 0 -1

1] [o] [o
0 1} [0 0] [0 OD

, , e By = O],|1],10 te-
0 0[’|1 ol’|0 1 ol 1o |
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()=l (-]

logo
4 =2 4 =2
AT»BLBQ: -4 2 0 0
12 -6 8 —4
7. [Enunciaddl
(a) Temos
3 1]\ 10 11 1 0]\ o L
T<_1 0_)_T({0 ODJFT([O oD*qu 0D—1+t+(t 21%)=31% = 142151
(b) Uma vez que
T<8 (1))—(15_2152)—(1”)——1—2752, T([(l) 8})——3t2—(1+t)——1—t—3t2

obtemos para By = ([(1) 8] , [8 (1)] , [? 8] , [8 ?]) e By = (1,t,1?)

1 -1 -1 4
Arp =11 0 -1 0
0 -2 -3 0
8. [Enunciadd
(a) As fungdes e~27, ..., e sdo linearmente independentes (ver Exercicio 3125) logo

formam uma base para V. Temos T'(e™%*) = 472 — 2¢7% — 2¢72 =0, T(e™®) =
—2e7%, T(1) = =2, T(e*) = 0 e T(e**) = 4e*. Uma vez que T envia uma base de
V para V', envia todo o V para o subespago V' das funcgoes reais de variavel real,
logo esta bem definida.

(b) Pelos calculos da alinea anterior temos

00 0 00
0 -2 0 00
Arpp=10 0 =2 00
00 0 00
00 0 04

(¢) Em coordenadas, a equagao T'(f) = 0 traduz-se na equagao matricial

0 0 0 0 0] |a 0
0 =2 0 0 0f |0b 0
0 0 =2 0 0Of [c| =10
0 0 0 0 0] (d 0
0 0 0 0 4| |e 0
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que tem solucao definida por b = ¢ = e = 0. Conclui-se que
T710) = {ae™* + de”: a,d € R}

(d) Em coordenadas, a equacao T'(f) = e fica

0 0 0 0 0] |a 0

0 -2 0 0 Of |0b 1

0 0 =2 0 0| |c| =10

0 0 0 0 Of |d 0

0 0 0 0 4| |e 0
que tem solucao definida por b = —%, c=0,e =0 logo

T 'e™)={ac™ — e +de": a,d € R}

9. [EnunciadofSejam v,w € V e a um escalar. Podemos escrever de forma tnica v =
a1 + ...+ apv, e w = B+ ..+ B, Entao v+ w = (ag + F1)vr 4. -+ (g + Br)vn
e av = (aay)vy + ... + (aay,)v, logo

ar + By o7 Io
flo+w) =v+wlp = : = ||+ ]| =f)+flw)
n + B U, B
e
(67671 (03]
flav) =law]p=| ¢ | =a| | =als
ooy, o,

logo f é uma transformagao linear.
10. [Enunciadd

a) V tem dimensao 3 porque Sp,_,p ¢ uma matrix 3 X 3 e analogamente W tem
1 1 g
dimensao 2.
(b) A matriz Ar BB, ¢ a Unica matriz que satisfaz

[T'(v)]y = Az, (V]

para todo o v € V. Uma vez que

SBy—By AT B, BB B, [V B = BBy AT, By B, [V]B, = SByBy [T'(V)]B, = [T'(v)] By
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vemos que Ar g g = Sp, B, A1 By B, SB B € portanto

-1

(1 —2][1 1 0 L1l
Arp By, = 3 10121 3 2 01 2
i 00 1
SR EE —-1 1
=19 ¢ of |V 1 2
i 0 0 1
3 -8 9
~ |2 4 -8

11. Se S é linearmente dependente entdo T'(S) nado ¢é necessariamente linear-
mente dependente. Esta afirmacao é bastante surpreendente pois seria natural pensar
que dados vy, ...,v, vetores distintos de V' e «aq,...q, escalares nao todos nulos tais
que vy + ... + v, = 0 entdo, como a;T(vy) + ... + a,T(v,) = 0 e os vetores
T(v1),...,T(v,) pertencem a T(S), o conjunto T'(S) é linearmente dependente. Este
argumento nao esta correto porque os vetores T'(vy), ..., T (v,) podem nao ser distintos
e essa condicao é fundamental na definicao de dependéncia linear.

De facto a transformagao linear T': R? — R? definida por T'(z, y) = (x,0) (que projeta
no eixo dos zz) leva o conjunto linearmente dependente S = {(1,1),(1,2),(1,3)} no
conjunto T'(S) = {(1,0)} que é linearmente independente.

Se S é linearmente independente nao hé qualquer razao para que T'(S) seja. Por
exemplo a transformagao linear identicamente nula leva qualquer conjunto linearmente
independente em {0} que ¢ linearmente dependente.

12. L(R?* R3) ¢ isomorfo ao espago Mszyo(R) por exemplo pelo isomorfismo que
leva f € L(R*R?) em Afg,., ... Como tal, uma base de L(R? R*) é dada (por
exemplo) pelas transformagoes lineares que correspondem pelo isomorfismo a base

1 0] [o 1] [o o] [o o] [o o] [o 0
B=1|1l0o ol,lo o|,|t ofl,|o 1]|,|0o of,|0 O
oo/ (0ol [0oo] 0o [1to] |01

de Msyo(R). Estas sdo, respetivamente,
fl(xay):<x7070)v f2($ay):(y>070>7 fS(may):(()?an)

f4(x7y):(07y70)7 f5($,y>:(070,$), fﬁ(xay) :(0707y)
Uma base para L(R? R?) é assim, por exemplo, (f1,..., fs).

13. [Enunciaddl
(a) Usando as bases B; = (1,t,t?) e By = (1) para V e R respetivamente, e notando
que
¢o(1) =1, @o(t) =0, ¢o(t*)=0
temos

Apopip,=1[1 0 0]
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e analogamente, uma vez que ¢1(1) = 1,¢1(t) = 1,01(t?) = 1 e ¢o(1) = 1, (t) =
2, ¢o(t?) = 4, obtemos

Apipip, =1 1 1] AgomiB, = [1 2 4]

As trés matrizes linhas acima sao claramente uma base de M;«3(R) (pois sdo um
conjunto de trés vetores linearmente independentes num espago de dimensao 3) e
correspondem a ¢y, ¢1, ¢2 pelo isomorfismo L(V,R) — Mj,3(R) dado pelas bases
By e B,. Conclui-se que {¢g, 91, ¢2} é uma base.

Uma vez que (1) = 0,9(t) = 1 e ¥(t?) = 2 temos

Ayppip, =0 1 2]

Portanto Ay g, 5, = 3 (Ags.B1,8, — Apo,B1,B,) € consequentemente 1) = — 1o + 1.
Conclui-se que

1
-5
WJ] (#0,91,02)

= O

14. [Enunciadd

(a)

Uma vez que ser linearmente independente é a negacao de ser linearmente depen-
dente as afirmacoes relativas a preservacao por f da dependéncia e independéncia
linear sao logicamente equivalentes.

Seja S C V um conjunto linearmente dependente. Vamos comecar por ver que
f(S) é linearmente dependente. Sejam vy, . .., v, vetores distintos de S e oy, ...,
escalares nao todos nulos tais que ayv1+. . .+a,v, = 0. Entao f(aqvi+. . . +a,v,) =
arf(v) + ...+ anf(v,) = 0. Como f é uma fungado injetiva f(vy),..., f(v,) sao
vetores distintos de f(S) e portanto a igualdade anterior mostra que f(S) é um
conjunto linearmente dependente.

Reciprocamente se f(.5) é um conjunto linearmente dependente em W, entao, dado
que f~! ¢ também um isomorfismo, o pardgrafo anterior permite-nos concluir que
f7Yf(S)) = S é um conjunto linearmente dependente em V.

Suponhamos que S gera V' e vejamos que f(S) gera W. Temos a mostrar que
todo o w € W pode ser expresso como uma combinacao linear de elementos de
f(S). Seja w € W. Uma vez que f é uma funcao sobrejetiva, existe v € V' tal que
f(v) = w. Como S gera V, existem vy,...,v, € S e escalares ay, ..., q, tais que
v =V + ...+ a,v,. Entao

w=f(v) = arf(vr) + ...+ anf(va) € L(f(5))

Isto mostra que W = L(f(S)) conforme pretendido.

Reciprocamente, suponhamos que f(S) gera W. Entao aplicando o paragrafo an-
terior ao isomorfismo f~': W — V vemos que f~1(f(S)) = S gera V.
Suponhamos que V é finitamente gerado. Entao existe um conjunto finito S C V
tal que V' = L(S). Pela alinea (b) temos que W = L(f(S)). Uma vez que S ¢ finito,
a sua imagem f(S) é também um conjunto finito logo W é finitamente gerado. A
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afirmacao reciproca obtém-se como acima aplicando a implicagao ja demonstrada
ao isomorfismo f~!.

Se B é uma base para V entao B é um conjunto linearmente independente que gera
V. Logo pela alinea (a), f(B) é um conjunto linearmente independente de W e,
pela alinea (b) f(B) gera W, logo f(B) é uma base para W. Como V ¢ finitamente
gerado, B é necessariamente um conjunto finito e, uma vez que f é uma funcao
bijetiva, B e f(B) tém o mesmo nimero de elementos. Conclui-se que V' e W tém
a mesma dimensao.

f(U) é a imagem da restricao de f a U, fiy: U — W logo é um subespaco vetorial.
Por definicao fiy: U — f(U) é sobrejectiva. Como f é um isomorfismo, f é injetiva
e portanto fjy ¢ também uma fungao injetiva. Conclui-se que fiy: U — f(U) é um
isomorfismo.

Finalmente, se f(U) é um subespaco de W entao f~(f(U)) = U é um subespaco
de V.

15. [Enunciadd

(a)

O conjunto R - S é nao vazio uma vez que a fungao constante igual a 0 tem suporte
vazio e portanto pertence a R - S.

Sejam f, g elementos de R-S e a € R. Temos a verificar que as fungoes f +g e af
estao em R - S, isto é, que tém suporte finito.

Uma vez que se f(x) = 0 entdo (af)(x) = af(x) = 0 vemos que o suporte de
af estd contido no suporte de f (na realidade, supp(af) = supp(f) se o # 0 e
supp(af) = 0 se @ = 0). Portanto supp(af) é também finito, ou seja af € R- S.
Analogamente, se f(z) = 0 e g(x) = 0 temos que (f + g)(x) = 0 e portanto, se
(f + g)(x) # 0 entdo, ou f(x) # 0 ou g(x) # 0. Isto mostra que supp(f + g) C
supp(f) Usupp(g). Como supp(f + g) estd contido numa uniao de dois conjuntos
finitos é um conjunto finito e portanto f +¢g € R-S.

Temos a ver que o conjunto {¢,: z € S} gera R - S e é linearmente independente.
Seja f € R- S e suponhamos que supp(f) = {x1,...,zx} (com x; € S distintos).
Entao existem «; € R nao nulos tais que

o;  sexr =x;
f(x)_{o Se$¢{m1a""xk}

Vejamos que f = o194, + ...+ agd,, . Paraisto basta calcular o valor de cada uma
das duas fungoes em x € S: Se x = x; temos

10p, (1) + o 4 i, (1) + oo e, () =1 -0+ ;- 1+, - 0=a; = f(13)

Se x & {x1,..., 21} entdo ¢,,(z) = 0 para todo o7 =1,...,k logo

Conclui-se que f e a1¢,, +. ..+ @, tomam o mesmo valor em todos os elementos
x € S, logo sao iguais. Portanto {¢,: = € S} geraR - S.

Para ver que o conjunto B = {¢,: = € S} é linearmente independente, suponhamos
que ¢, ..., ¢, sao elementos distintos de B, ou seja, que os elementos x4, ..., x, €
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S sao distintos. Sejam aq, ..., a, escalares tais que ay¢,, +. .. + @, 0., = 0. Entao
avaliando a combinacao linear ay¢,, + ...+ a,¢,, no ponto x; obtemos

1Py, () + oo+ @iy, () + oo+ s, () =1 -0+ ...+ 14+ ...+ a, - 0=0q

()

Logo a1y, + ... + ax¢,, = 0 = o, = 0 para cada ¢ = 1,...,n e portanto B é
linearmente independente.

O isomorfismo natural é a transformacao linear ¥: R- B — V que envia o elemento
¢, € R- B no elemento b € B em V. Mais precisamente definimos

v (a1¢b1 + ...+ Qk¢bk) = Oélbl + ...+ Oékbk

onde a; € R e b; sao elementos distintos de B. Esta funcao associa a uma funcao
f € R- B com suporte {by,...,b;} o elemento f(by)by + ... f(br)br € V e pode por
isso escrever-se
U(f) =) f)b
beB
(onde na soma os termos com coeficientes nulos sdo ignorados). Em termos desta

expressao € claro que ¥ é uma transformacao linear: dados «, 5 escalares e f, g €
R - B temos

U(af+Bg) = > (af+Bg)b) =Y (af(b) + Bg(b))

beB beB
= > af(b)+Y_ Bg(b) = a¥(f) + BU(g)

Uma vez que B gera V e estd contido na imagem de W (note-se que b = ¥U(¢y)) a
funcao ¥ é sobrejetiva. Uma vez que B é linearmente independente, o ntcleo de
¥ é constituido apenas pela fungao nula. Conclui-se que ¥ é também injetiva e
portanto um isomorfismo.

Uma transformacao linear é determinada pelo efeito que tem numa base e vimos na
alinea (b) uma base de R - S que se identifica naturalmente com S. Seja ®: L(R -
S, V) — F(S,V) a fungao definida por

(®(T))(z) = T(¢,)  (onde T € L(R-S,V),z € S)

Entao é imediato verificar que ® é linear por defini¢ao das operagoes em L(R-S, V)
e F(S,V). Se ®(T) = 0 entdo T anula-se na base {¢,: v € S} e é por isso a
transformacao linear nula. Conclui-se que ® € injetiva. Dada uma funcao f: S — V
seja T: R- S — V a transformacao linear definida por

T(g) =Y _g(s)f(s)

onde g € R- S (como antes, a soma estd bem definida porque o suporte de g é
finito). Entao, como na alinea (c¢), T: R-S — V é uma transformacao linear, e
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para todo o x € S temos
O(T)(z) = T(¢s) = ) ¢x(W)f(y) = bal) f(x) = f(2)
yes

Assim ®(T') = f, o que mostra que ® é sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

16. [Enunciadd
(a) Temos

1 2

Af7BCa7L7BCan = 0 O

-2 -4

O nucleo desta matriz é determinado pela equagao x + 2y = 0 pelo que {(—2,1)} é
uma base para o nticleo. Como o nticleo é nao trivial f nao é injetiva. Claramente
também nao é sobrejetiva (por exemplo (0, 1,0) nao estd na imagem). Na realidade
nunca poderia ser sobrejetiva, a imagem de qualquer transformacao linear f: R? —
R? tem no méximo dimensao 2 como se vé por exemplo aplicando o Teorema da
caracteristica-nulidade. Neste caso especifico, o Teorema da caracteristica-nulidade
diz que a imagem tem dimensao dim(R?) — dim N(f) =2 — 1 = 1. Uma base para
a imagem ¢é por exemplo {f(1,0)} = {(1,0,—2)}

A representagao matricial de f com respeito as bases candnicas é

1 100

0011
Claramente f é sobrejetiva (o espaco das colunas da matriz é R?). Uma base para
a imagem ¢é por exemplo {(1,0),(0,1)}. Pelo Teorema da caracteristica nulidade a
dimensao do nucleo é 4 — 2 = 2 pelo que f nao é injetiva. Uma base para o nucleo

é por exemplo {(1,—1,0,0),(0,0,1, —1)} uma vez que estes vetores estao no nicleo
e nao sao colineares.

Temos
1 0 1
A-ﬁBCan’Bcan - 0 ]- _1
2 2 0
Aplicando o método de Gauss temos
Lo 1 10 1 10 1
01 =1 =01 =1 =1]0 1 -1
220 02 -2 |00 0

logo o nicleo é definido pelas equagoes © + z = 0, y — z = 0 e uma base é dada
por {(1,—1,—1)}. Como o nicleo nao ¢é trivial a fun¢do nao ¢ injetiva. Pelo
Teorema da caracteristica-nulidade a imagem de f tem dimensao 2 (e portanto f
nao ¢ sobrejetiva). Uma vez que f(1,0,0) = (1,0,2) e £(0,1,0) = (0,1, 2) nao sao
colineares, constituem uma base para Im f.
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(d) A representacao matricial de f com respeito as bases canonicas é

0 1 0
AvacanyBcan = 1 0 1
_1 -1 0
Aplicando o método de Gauss obtemos
0 1 0 1 0 1 1 0 1 10 1
1 0 1| —-(0 1 Of—=(0 1 O] —=101 O
1 =10 1 -1 0 0 —1 —1 00 —1

logo a matriz é invertivel e portanto f é injetiva e sobrejetiva. Sendo assim a
base para o ntcleo é o conjunto vazio e uma base para imagem ¢é por exemplo a
base candnica de R3. Seria facil aplicar o método de Gauss-Jordan para calcular
a matriz inversa e portanto a transformacao inversa mas neste caso é ainda mais
rapido aplicar a definicao de fungao inversa:

u=y y=u y=u
v=r+z ©v=x+z Sz=v—(wtu)=v—w-—u
w=x—1Y r=w-+u r=w+u

A transformagao inversa é portanto dada pela expressao f~!(u, v, w) = (w+u, u, v—
w—u).

17. [Enunciaddl

(a) A matriz que representa f é
[1 1 0]
0 -1 1
_1 2 3_
Usando o método de Gauss obtemos
1 1 0 [1 1 0] 1 1 0
O -1 1| =0 -1 1| =0 -1 1
1 2 3 _O 1 3_ 0 0 4

Uma vez que a matriz Ay p g tem caracteristica 3 ela ¢ invertivel. Logo f ¢ invertivel
e portanto um isomorfismo.

(b) Uma vez que f(1,—1,—1) = (0,0,0) o nicleo de f nao é trivial e portanto f nao é

um isomorfismo.

(c) Aplicando o método de Gauss a matriz que representa f com respeito as bases

candnicas obtemos

1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1
-1 2 0 1 0 o 1 1 2 1 0 1 1 2 1
o o0 1 1 -2|—=(0 0 1 1 =-2({—=10 0 1 1 =2
1 4 0 1 O o 5 -1 0 -1 0 0 -6 —-10 —6
0 -2 3 -2 -1 0 -2 3 -2 -1 0 0 5 2 1
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1 -1 1 1 1

0 1 1 2 1
- 10 0 1 1 =2

0 0 0 —4 -18

0 0 0 =3 11

Uma vez que a matriz tem caracteristica 5, f é um isomorfismo

(d) Temos
=g o= g =[5 se={ g

1 0 0 1 0 0 0 0
o _ 2 43 _
logocomrespe1toasbasesBl—(1,t,t,t)eBQ—([0 0],[0 O]’[l O]’[O 1})
temos

1
0
Af731,32 = 1
0

O~ —= O
_w OO
IR OO

E imediato verificar que esta matriz tem caracteristica 4 pelo que f é um isomor-
fismo.

(e) Nao, a dimensao do espago das colunas de uma tal matriz tem dimensao no méximo
3 logo a matriz nao ¢é invertivel.

(f) Nao porque os polinémios constantes pertencem ao nicleo da transformagao.

(g) A transformacao linear é injetiva por que o dnico polinémio que é igual a sua
derivada é o polinémio constante igual a zero. Uma vez que T(—t* — kt*~! — k(k —

1)th=2 — .. —k!) = t*, a imagem de T contém uma base do espaco dos polinémios.
Logo T é sobrejetiva e portanto um isomorfismo.
18. [Enunciadol

(a) 2 e 3 respetivamente, dadas as dimensées da matriz que representa h.

(b) Apenas f pois é representada por uma matriz de caracteristica 2 que é portanto
invertivel. A matriz que representa g tem caracteristica 1 e h nao pode ser um
isomorfismo uma vez que os espagos de partida e chegada tém dimensoes diferentes.

(¢) A representagao matricial de ho (f + 3(go g)) é dada por

2 1 1 1 1 2]?
AhvBhBQ (Af7Bl7Bl +3A3’Bl731) - 3 O |:_2 1:| +3 |:2 4:| >
-1 1
[ 2 1] - 60 123
= 3 0 ;g 21}: 48 93
-1 1]t 12 30

A transformacao f~! é representada pela matrix

1 —1]
Af717B1731 = % |:2 1
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logo a representagao matricial de (f + f~!) o g é dada por

) v x5 o2
(Af,B1,B1 +Af,1B1,Bl) Angl’Bl - (|:—2 1:| * |:§ 3:|) |:2 4:|

19. [Enunciadd
(a) Uma vez que 1+t = (1 —¢2) + (t + ¢?) temos f(1+1¢t) = f(1 —t*) + f(t +¢*) =
(1,0) +(0,—1) = (1,-1).
(b) Achamos as coordenadas dos vetores da base canénica na base B;. Temos

0
[t]Bl = |1
0
Como t* = —t + (¢t + %) temos
0
[t2]31 =|-1
1 =
e finalmente
1] 0 1
[1]31 = [1 _tQ]Bl + [tz]Bl = 0| + [-1]| = [-1
0_ 1 1
Conclui-se que
1 0 O
SBeun—B1 11 -1
1 0 1

(S

1 0 0

11 0 0 1 -1

Af’BcanyBcan = AvalyBcanSBcan‘)Bl = |:0 2 1‘| _1 1 _1 = {_3 2 _3:|
1 0 1

(C) TemOS Agof,BlyBcan = Ag,BcanyBcanAf,Bl’Bcan' Uma vez que

o.0 =g -ga.0 = |} -1 8 =10 ]

o =s0n-g0.0=[4 - [ 1)< ]

temos

1 -1
AgyBcanyBcan = _1 3

-4 7
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Agovathan =
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-1 2 -1 3 =2
1 -1p/1 1 o0of |1 -1 1
-1 3 02 -1 |-1 5 =3
-4 7 -4 10 -7

(a) f(1,0)=2f(1,1) — f(1,2) =4+ 2t — (1 — 3) = 3+ 2t + #* logo
(g0 £)(1,0) = g(3 + 2t +*) = {g g}

(b) Temos f(0,1) = f(1,2) — f(1,1) = =1 — ¢t — t? logo

e portanto

(9o 1)w) = a(go HLO+alge N0 =2 [3 5 +u]

(c) Pela alinea anterior (go f)(1,1) = {2 1} e(gof)(1,-1)=

(g © f>(07 1) = __01 :zl)’:|

0 3
0 0
39
Agof»BlyBcan = 2 4
1 3

=3 0 6r — 3y
1| Bz—y 2z-—y

0 9],
4 3| 08°

(d) Uma vez que as duas colunas da matriz da alinea (b) nao sao colineares, formam
uma base para o espaco das colunas. Uma vez que o espaco das colunas ¢ a traducao
em coordenadas da imagem de uma transformacao linear vemos que

(1% )

é uma base para W = (g o f)(R?).
(e) A aplicagdao go f: R? — W é um isomorfismo ji que é uma transformagao linear

sobrejetiva entre espacos de dimensao 2. Uma vez que By =

((go f)(1,1),(go

)(1,—1)) temos que (go f)~! envia esta base em (1,1) e (1, —1) logo

21. [Enunciadd

1 1
A(gof)717B2vBcan = |:1 _1:|

(a) Pelo Teorema da caracteristica-nulidade temos

dim N(f) + dim f(R") =7

Como f(RT) C R* este subespaco tem dimensao < 4, logo
(dim N (f),dim f(R)) € {(3,4),(4,3),(5,2),(6,1),(7,0)}
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Todos estes valores sao de facto possiveis: podemos por exemplo tomar as trans-
formacoes

fl(azl, Ce ,SL’7> = <$C1,$2,I3,$4), fg(.Tl, RN ,.’137) = (%1,372,333,0),
fg(ﬂfl, P ,l’7> = (l’l,IEQ,0,0), f4($1, P ,ZL‘7) = (IL‘l,0,0,0)

fa(z1,...,27) =(0,0,0,0)
(b) Pelo Teorema da caracteristica-nulidade temos

dim N(f) + dim f(R*) = 3
logo
(dim N (f), dim f(B?)) € {(0,3),(1,2), (2,1),(3,0)}
Todos estes valores sao possiveis. Podemos por exemplo considerar as transformacoes
fl(xly T, 1'3) = (mla T2, T3, Oa O)a f2(171, T, IL‘3) = (1'1, T, Oa 07 0)7
f3('x17 T2, 513'3) = (3717 07 07 07 0)7 f4(CE1, L2, $3> = (07 07 07 07 O)

22. Para V = R?, pelo Teorema da caracteristica-nulidade temos necessariamente
dim N(f) = dim f(R?*) = 1. Se (a,b) # (0,0) for um gerador da imagem, f serd
representada por uma matriz da forma

aa  fa

ab (b
para alguns a, § € R (pois a imagem de f corresponde ao espago das colunas da matriz).
Para que (a,b) esteja no nicleo de f é necesséario que

aa Pa| a| a(aa + Bb) =0 B
[ab ﬁb} [b]_o{:){b(aa—l—ﬂb):O S aa+ pPb=0

Podemos assim tomar por exemplo (a,b) = (1,1) e« = 1,3 = —1 obtendo f: R* — R?
dada pela expressao
(z—y,z—y)

23. [Enunciadol Consideremos a base B = <[ } , [ } , [(1) 8] , [0 O}) para Myy.o(R).

Temos

D e e B () A
AR i e B ()

Claramente a imagem de f é gerada pelos dois vetores nao colineares 0 _01 e [8 (1)]

e}

O =

logo tem dimensdo 2. Pelo Teorema da caracteristica-nulidade, o ntcleo de f tem
também dimensao 2.
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1 1 . , - . :
Uma vez que [0 } e [ 0] estao no nucleo e sao linearmente independentes conclui-

00 0 1
se que
roma@) =2 ([g ) 0 o) vo=2(f3 o Jo 1))
24. [Enunciadd

(a) Uma vez que S™' = Sp, ,p,, dado v € V temos
SAS™'[v]p, = SA[vls, = S[f(v)]5 = [f(V)],

logo SAS~! representa f com respeito a base Bs.
(b) Usando a alinea anterior com By = Bea, € By = B temos

10 -1
St=Sp,5 =101 0
11 1
logo
10 —1]" 1 -1 1
S=101 0 =-10 2 o0
11 1 -1 -1 1
e
1'1 —1 1] 1 =2 0] [1 0 =1
Af,B,B:§020101010
-1 -1 1|0 1 1] |1 1 1
1'0 —1 0] [1 0 —1] Lo —10
= ~-12 o0 2/lo1 o|l==4 2 0
22 3 o] 11 1] 2|2 3 2

(c) Nao. Sendo A a primeira matriz e B a segunda, se representassem a mesma trans-
formacao linear em bases distintas terfamos SAS™! = B para alguma matriz in-
vertivel S. Mas A, e portanto SAS™! é uma matriz invertivel, enquanto que B tem
caracteristica 1.

25. [Enunciadd
(a) Dado v € V temos
(Id —P)*(v) = (Id—P)o(Id—P)(v) = (Id—P)(v — P(v))
= v—P(v) — P(w)+ P?(v) =v— P(v) — P(v) + P(v)
= v—P(v)=(Id—-P)(v)
logo (Id —P)? = (Id —P) e portanto Id —P é uma projecao.

(b) Para estabelecer a igualdade P(V) = N(Id —P) vamos verificar as duas inclusoes.
Dado w = P(v) em P(V) temos

(Id =P)(w) = (Id =P)(P(v)) = P(v) = P*(v) = P(v) — P(v) =0
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logo w € N(Id—P), o que mostra que P(V) C N(Id —P). Reciprocamente se
v € N(Id—P) entdo (Id—P)(v) =0 < v—P(v) =0 < Pv) = v logowv é a
imagem de si préprio por P. Conclui-se que N(Id—P) C P(V), e portanto que
P(V) = N(Id —P).

Uma vez que Id —P também é uma projecao (pela alinea (a)), o pardgrafo anterior
mostra que (Id —P)(V) = N(Id —(Id —P)) = N(P).

Recorde da Proposicao que temos a mostrar que V = P(V) + (Id—P)(V) e
que P(V)N(Id —P)(V) = {0}. A primeira afirmagao é imediata uma vez que, dado
v € V temos

v=P)+ (v — P(v)) = P(v) + (Id—P)(v) € P(V) + (Id—P)(V)

Pela alinea (b) resta mostrar que P(V) N N(P) = 0. Seja w = P(v) um elemento
de P(V). Se w pertence a N(P) entao temos P(w) =0« P(P(v)) =0« P(v) =
0< w=0. Logo P(V)NN(P)=0.
Se V = U@®W cada elemento v € V pode escrever-se de forma tinica como v = u+w
comuecUeweW. Se P: V— V for uma projecao satisfazendo as condicoes do
enunciado entdo P(v) = P(u)+ P(w) = P(u) +0 = P(u) (uma vez que w pertence
ao nucleo de P. Por outro lado, como u € Im(P) temos u = P(z) = P(u) =
P?(x) = P(x) = u logo P(v) = u (isto é, P associa necessariamente a v o tinico
vetor u € U tal que v = u+w com u € U e w € W). Vejamos que esta féormula
define a projecao requerida:

e P é uma transformacao linear: Sejam «, [ escalares e vy, vy € V. Escrevendo

V1 = Uy + Wi, V9 = Uy + we com u; € U e w; € W temos

avy + Bug = a(ur +wr) + Bug + wa) = (auy + Pug) + (qw; + Bw,)

que é uma decomposicao de av; + fvs como uma soma de um vetor em U com
um vetor em W. Conclui-se que P(awv;+fvs) = auy + Pus = aP(v1)+FP(vs)
pelo que P é uma transformacao linear.

e P é uma projecao com imagem U e ntcleo W: Por definicao, para todo
ov € V temos P(v) € U. Portanto a decomposicao de P(v) como uma
soma de um vetor em U com um vetor em W é P(v) = P(v) 4+ 0, donde
P(P(v)) = P(v). A imagem de P estd contida em U por definigao e se u € U
temos P(u) = w logo P(V) = U. Finalmente escrevendo um vetor v € V
como v = u + w vemos que P(v) =0< u=0< v=wlogo N(P)=W.

Vimos na alinea anterior que uma projecao P permite decompor um vetor v € V'
de forma tnica na forma v = u+w com u = P(v) € P(V) e w =v— P(v) € N(P),
e, descrevendo v nestes termos, a projegao ¢ dada por P(v) = u.
Geometricamente, a projecao de v é o inico elemento do plano P(V') que pertence
ao plano v+ N(P), pelo que P projeta um vetor de V' no plano P(V') ao longo das
diregdes contidas no plano N(P).

Para calcular uma projecao podemos usar uma base adaptada a situacao, em que
os vetores da base pertengam todos a N(P) ou a P(V) (cf. Proposigao [3.40)). Claro
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que P tem de enviar os vetores de N(P) para 0. Quanto aos vetores de P(V'), tém
de ser necessariamente enviados para si mesmos.
(i) Uma base para a reta (que serd a imagem da projegao) é (—2,1) e a diregao
de projecao é uma base para o nicleo de P. Conclui-se que a projecao é
determinada por

P(=2,1)=(-2,1), P(1,1) = (0,0)

Uma vez que P(1,0) = 3(P(1,1) — P(=2,1)) = 3(2,—1) e P(0,1) = P(1,1) —
P(1,0) = 5(—2,1) vemos que P(z,y) = (22 — 2y, —x + y).

(ii) Uma base para o plano é dada por (1,1,0) e (0,1,1) j& que estes sao dois
vetores nao colineares que pertencem ao plano. A projecao P é portanto
determinada por

P(1,1,0) = (1,1,0), P(0,1,1) = (0,1,1), P(1,3,-2) = (0,0,0)
Na base B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,3,—2)) a representacao matricial de P é

dada por
1 00
Appp= |0 1 0
0 00
Na base canénica, de acordo com o Exercicio (a)7 a projecao ¢ dada por
10 17ftoo0lfto 17"
ApBonBen = |11 3 [0 1 0] |1 1 3
01 =210 0 0] [0 1 =2
(10 1][10 0], 5 —1
= |1 1 3 010
01 =200 0_
Jfro 1][s —11
= 7 11 3 -2 2 2
01 =210 0 0
[5 -1 1
1
= 1 3 1 3
-2 2 2

logo P(xz,y,2) = (52 — y + 2,3z + y + 3z, =2z + 2y + 2z).

26. [EnunciadolConsideremos as transformagoes lineares T: R* — R™ e S: R* — R” repre-
sentadas nas bases canodnicas relevantes respetivamente pelas matrizes A e B. Entao
AB representa a transformacao T o S e portanto car(AB) = dim(7T o S)(R¥)

Uma vez que (T'oS)(RF) C T(R") temos dim(ToS) (R*) < dim T(R") = car(A). Pelo
Teorema da caracteristica nulidade aplicada a restrigao de T a S(R¥) temos dim(T o
S)(R¥) + dim N (Tjs(rr)) = dim S(R¥) pelo que dim(7T o S)(R¥) < dim S(R*) = car(B).

Conclui-se que car(AB) < min(car(A), car(B))
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Podemos obter uma férmula para a caracteristica do produto aplicando o Teorema da
caracterfstica-nulidade & restricao de T ao subespaco S(R¥) como no pardgrafo acima:

car(AB) = dim(T o S)(R*) = dim S(R*) — dim N(T|s(gw))
= car(B) — dim(N(T) N S(R¥))
= car(B) —dim(N(A) N EC(B))

27. A expressao matricial pretendida é essencialmente a expressao com respeito
as bases construidas na demonstragao do Teorema da Caracteristica-Nulidade. Sejam
n=dimV em = dim W, de forma que k <n e k < m. Pelo Teorema da caracteristica-
nulidade dim N(f) = n — k. Seja {vx41,...,v,} uma base para N(f) e {vy,..., v} um
conjunto de vetores que completa esta base de N(f) numa base para V.

De acordo com a demonstragao do Teorema da Caracteristica-Nulidade, os vetores
f(v1), ..., f(vy) formam uma base para a imagem de f. Tomamos w; = f(v;) para
j < ke paraj=k+1,...,m escolhemos vetores w; tais que {wy,...,w,} formem
uma base para W.

Uma vez que

(o) = {wi se1 <k

0 caso contrario,
com respeito as bases By = (vy,...,v,) € By = (wy,...,w,,) obtemos a representagao
matricial do enunciado.
28. [Enunciadd

(a) Temos T(1) = a+bi e T(i) = (a+ bi)i = —b+ ai logo

a —b
AT, 1,0),0,0) = {b a}

(b) Temos
Z ajkWr = Z Tjk + Y)W Z Tjkw; + Yk (1w;)
Jj=1 j=1
T(wk) = Ziajkwk = Zl(l’]k + @'yjk)wj = Z( Yk + ZZL’jk Z YWy + ijk(le)
j=1 j=1 Jj=1 j=1

Isto signfica que as colunas 2k—1 e 2k da matrix A (que sao dadas pelas coordenadas
de T'(vx) e T(ivy) na base Bj) sao dadas por

Tk  —VYik
Yk Tk
Tmk  —Ymk
Ymk Tk

conforme pretendido.

29. [Enunciadd
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(a) ggij;) # () uma vez que (0,0) = (0, f(0)) € G(f). Dados (vy, f(v1)), (va, f(vs)) €

) temos

(v1, f(v1)) + (va, f(v2)) = (v1 +v2, f(v1) + f(v2)) = (v1 + v2, f(v1 +v2)) € G(f)

e, para um escalar o,

a(v, f(v)) = (av,af(v)) = (av, f(av)) € G(f)
Logo G(f) é nao vazio, fechado para a soma e produto por escalar, e portanto um

subespago vetorial de V' x W.
(b) ¢ é uma transformacao linear uma vez que

o((v1,w1) + (va,wa)) = (01 + vo, w1 + wa) = (v1 +v2) + (w1 + ws)
= (v1 +w1) + (vg + wq) = P(vy,w1) + P(va, we)

o(a(v,wr)) = ¢lavy, awy) = avy + aw; = avy + wy) = ad(vy, wy)
Uma vez que dim(W + V) = dim(W) + dim (V') — dim(W NV') temos que dim (W +
V) = dim(U) e portanto o subespaco W + V C U é na realidade igual a U.
Isto mostra que a transformacao linear ¢ é sobrejetiva. Se ¢(v,w) = 0 temos
v+w =0« v =—w. Portanto v € VNW = {0}, o mesmo sucedendo com
w. Conclui-se que N(¢) = {(0,0)} logo ¢ ¢é injetiva, e portanto um isomorfismo.
Alternativamente, podemos concluir que ¢ é um isomorfismo pelo facto de ¢ ser
sobrejetiva e os conjuntos de partida e chegada terem a mesma dimensao.
(c) Suponhamos primeiro que ¢~ *(Z) é o gréifico de f: V — W. Entao
ZOW =6(¢~(ZNW)) =o(¢~(Z) N~ (W)
(uma vez que ¢! é uma bijecao e portanto preserva intersecgoes). Uma vez que
oY (W) ={0} x W e G(f) N ({0} x W) = {0} x {0} vemos que
Z0W = 6({0} x {0}) = {0},
Reciprocamente, suponhamos que Z N W = {0}. Entao ¢~1(Z) N ({0} x W) =
dHZ)NeH (W) = o H(Z W) = {(0,0)}. Seja p: ¢~ *(Z) — V a restrigao a
¢~ Y(Z) da projegao w1 : V x W — V definida por 7(v,w) = v. Entao
N(p) = {(v.w) € $71(Z): v =0} = 67 (Z) N ({0} x W) = {(0,0)}
Isto mostra que p é injetiva. Uma vez que dim ¢~1(Z) = dim Z = dim V concluimos
que p é um isomorfismo. Como p é sobrejetiva, para cada v € V existe w € W com
(v,w) € $~1(Z); como p é também injetiva este elemento é tinico. Isto significa que
f(v) = tinico w € W tal que (v,w) € ¢~ (2)
é uma fungao de V para W e que ¢~'(Z) é o gréifico de f. Resta ver que f é
linear. Sendo q: ¢~*(Z) — W a restricdo a ¢~1(Z) da projegao my: V. x W — W
(definida por ma(v, w) = w), temos f = gop~! logo f, sendo a composigao de duas

transformacoes lineares, é uma transformagao linear.

30. [Enunciadd



268 ALGEBRA LINEAR
(a) Temos z 4 2y + 3z = 0 & z = —3(x + 2y) logo

V={(z,y,—3(x+2y)): (z,y) € R?*} = G(f)

quando f: R? — R ¢ definida por f(z,y) = —5(z + 2y).
Analogamente, 4+ 2y + 32 =0y = —%(w + 3z) logo

V = {(5,—3(r+32),2): (z,2) € R} = Glg)
para g: R* — R definida por g(z, z) = —3(z + 3z).

(b) Temos
— = e — 2 = —
r—y+z+w=0 N rtw=y—vw o 1% 3r +y
20+ z—w=0 z—w=—2x

logo V' é o gréfico da funcao (z,w) = f(z,y) = 5(—3z +y,z +y).
Analogamente,

—y+z+w=0 —y=—z— =z+z+w=3(2+3
r—y+z+w L yl pmw | Jy=rhatw 5 (24 3w)
2e+z—w=20 r=3 x

logo V' é o gréfico da funcdo (z,y) = g(z,w) = 3(—z + w, z + 3w).

(¢) Temos
r+y+v=0 T=—Yy—0v=-3u+0v—v=—3u
y—3u+v=0 < Jy=3u—v
z—u+v=0 Z=u—"v
Portanto

V ={(-3u,3u —v,u —v,u,v): u,v € R} = G(f)

para f: R? — R3 definida por (z,y,2) = f(u,v) = (=3u,3u — v,u — v).
31. [Enunciadd

(a) Podemos simplesmente tomar U = T'(V'), p: V. — T(V) a aplicagao definida por
p(v) = T(v) ei: T(V) — W a inclusao do subespago T(V) em W. Claramente
i(p(v)) = p(v) = T(v) logo T =iop e, certamente p é sobrejetiva e i injetiva.
No entanto, para mostrar a unicidade da fatorizacao é 1util pensar nela da seguinte
forma. Uma vez que ¢ € injetiva, temos necessariamente, em qualquer fatorizagao,
N(p) = N(T). H4 uma aplicacdo canonica a partir de V' que tem este ntcleo,
nomeadamente a projeccao

7V = V/N(T)

definida por m(v) = v+ N(T') (ver o Exercicio 3[12|da ficha sobre espagos vetoriais).
Verifiquemos que 7 é uma transformacao linear: dados vy,v2 € V e a € R temos

(v +ve) =v1+ vy + N(T) = (v1 + N(T)) + (vo+ N(T)) = w(vy) + m(v2)
7(av) = (aw) + N(T) = a(v + N(T)) = ar(v)
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Claramente 7w é sobrejetiva e v € N(w) < w(v) = 04+ N(T) & v+ N(T) =
0+ N(T)<ve NT). Sejai: V/N(T) — W a aplicacao definida por

i(v+ N(T)) = T(v)

Vejamos que i esta bem definida: se v + N(T') = v + N(T') entao v —v' € N(T) e
portanto T'(v) =T (v —v' +v") =T(v =)+ T(v') =0+ T (V') = T(v'). E imediato
verificar que 7 é uma transformacao linear e claramente

i(m(v)) = i(v+ N(T)) = T(v)

pelo que i o = T. Resta ver que ¢ é injetiva: i(v + N(T)) = T(v) =0 < v €
N(T) & v+ N(T) =0+ N(T), logo N(i) = {0+ N(T)} e portanto i é injetiva.
Uma vez que a aplicacao 7 é sobrejetiva, se T existir, ela é tinica e dada pela férmula

T+ Z)=T(r(v)) = T(v)
A férmula acima define de facto uma funcio T: V/Z — W: se v+ 2Z = v + Z
entdo v —v' € Z, portanto T(v' + Z) = T(v') = T(V') +0 =T + T(v — ') =
T(W+w—1")) = T(v) = T(v+Z). E imediato verificar que T é uma transformacéo
linear e, por definicdo, T =T o .
E suficiente demonstrar o resultado para p = w: V — V/N(T) e i: V/N(T) = W
as aplicagoes candnicas definidas na segunda parte da resposta a alinea (a).
Uma vez que i e i’ sdo injetivas e iop =i op/, temos N(p) = N(p') = N(T'). Pela
alinea (b) existe uma unica transformagao linear ¢: U = V/N(T) — U’ tal que
¢pop =y, que é definida por ¢p(v+ N(T)) = p'(v). A aplicacdo ¢ é necessariamente
sobrejetiva porque p’ é sobrejetiva. Uma vez que N(p') = N(T)

plv+ N(T)=0&p(v)=0veNQPp)eveNT)s v+ NT)=0+ N(T)

logo ¢ ¢ injetiva e portanto um isomorfismo.
Finalmente uma vez que p é sobrejetiva, para verificar que ¢’ o ¢ = i basta ver que
"ogpop=riop, o que é verdade porque ' opop =i op' =iop.

32. [Enunciadd

(a)

Seja j < k e ¢: R* — R/ a projegao nas primeiras j coordenadas. Entdo 7; =
q o, logo m;(EL(A)) = q(mx(EL(A))) e portanto, pelo Teorema da caracteristica
nulidade aplicado a g, (pr(4)) temos

L(j) = dimm;(EL(A)) = dimg(m.(EL(A)))
= dim Wk(EL(A)) — dim N(Q|7Tk(EL(A))) = L(k) — dim N(q‘ﬂk(EL(A)ﬂ

Conclui-se que L(j) < L(k).

O espaco das linhas é invariante mediante operacoes elementares pelo que basta
verificar a afirmacao para matrizes A em escada de linhas, onde ela é imediata: Seja
A, a matriz que se obtém da matriz em escada de linhas A considerando apenas as
primeiras i colunas. Entao dim m;( EL(A)) = car(A4;). A matriz em escada de linhas
A tem um pivot na coluna i se e sé se car(A4;) = car(A;_1)+1< L(i) = L(i—1)+1.
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Ou seja, os pivots estao nas colunas em que a dimensao da projecao nos eixos
aumenta e o j-ésimo pivot ocorre na primeira coluna i tal que L(i) = j.

Se os pivots estdo nas colunas iy, . . ., i entdo usando para base de FL(A) as linhas
nao nulas da matriz em escada de linhas obtida no final do método de Gauss e
para base de R* a base canénica, a matriz que representa Ty, s BPL(A) — R*
¢ triangular inferior com entradas nao nulas (os pivots!) na diagonal (é a matriz
quadrada que se obtém de A descartando todas as linhas nulas e todas as colunas
que nao contenham pivot e depois transpondo). Logo a restricao de m;, ; € um
isomorfismo.

Isto significa que FL(A) é o grafico de uma funcao das coordenadas iy, ..., para
as restantes pelo Exercicio R9(c), pois a intersec¢do de EL(A) com o niicleo de
Tiy....i, (que é o plano formado pelas restantes coordenadas) é {0}.

Se ji, ..., ji € um qualquer conjunto de coordenadas tal que 7, ;, : EL(A) — RF ¢
um isomorfismo (note-se que tém que ser k coordenadas uma vez que dim EL(A) =
k), vamos ver que j; > i1,...,Jr > ix. Sejam € {1,... k} e considere-se o
diagrama comutativo:

Uma vez que ;. j, ¢ um isomorfismo e m, ¢é sobrejetiva, a composta 7, ;.
é sobrejetiva, logo a imagem de 7, : FL(A) — R’™ tem dimensdo > m. Isto
significa, na notacao da alinea (a), que L(j,,) > m. Pela alinea (b), i,, é o mais
pequeno indice no qual L atinge o valor m, portanto j,, > i,.

Isto conclui a demonstracao.

Vamos descartar os casos triviais de planos EL(A) com dimensao 0 ou iguais a todo
0 espago.

(i) Seja A uma matriz com 2 colunas e com caracteristica 1. A tem o pivot na
primeira coluna se e s6 se a projecao no eixo dos zz de EL(A) é nao trivial.
Nesse caso EL(A) é o gréfico de uma fungao y = ax para algum a € R. Se A
tem o pivot na segunda coluna entao FL(A) é a reta vertical.

(ii) Seja A uma matriz com 3 colunas e com caracteristica 1. A tem o pivot na
primeira coluna se a reta £ L(A) é um grafico sobre o eixo dos zz, isto é pode
ser descrita por equagoes da forma y = ax, z = bx com a,b € R. Tem o pivot
na segunda coluna se estd contida no plano z = 0 (isto é no plano yz) e é
dada por z = ay para algum a € R. Finalmente A tem o pivot na tultima
coluna se FL(A) coincide com o eixo dos zz.

Suponhamos agora que A tem caracteristica 2, entao se os pivots estao nas
primeira e segunda coluna, o plano FL(A) é um grafico sobre o plano zy, da
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forma z = ax + by. Se os pivots estao na primeira e terceira coluna entao
a projeccao sobre o plano xy é uma reta, ou seja, o plano contém o eixo
dos zz mas nao coincide com o plano yz (pois a projegao no eixo dos zz é
sobrejetiva). Finalmente, se os pivots estdo nas segunda e terceira colunas
EL(A) é o plano yz.

(iii) Seja A uma matrix com 4 colunas. Se car(A) = 1 e A tem um pivot na
primeira coluna, é um grafico sobre o eixo dos xx. Se o pivot estd na segunda
coluna EL(A) esta contido no plano yzw e é um gréfico sobre o eixo dos yy,
etc.

Os restantes casos sdo andlogos (lamento mas acabou-se me a paciéncia...).
Indiquemos apenas um par de exemplos. Se os pivots estao nas colunas 2 e
4 isso significa que EL(A) esta contido no plano yzw e que se projeta numa
reta no plano yz, ou seja, contém o eixo dos w.

Se os pivots estao nas colunas 1,2 e 4, o plano FL(A) (de dimensao 3) projeta-
se num plano de dimensao 2 da forma z = ax + by no plano xyz e contém o
eixo dos ww.

33. [Enunciadd

(a)

(77)

A funcao f* esta bem definida porque a composicao de duas transformacoes lineares
¢ uma transformacao linear. Dadas 11,7, € L(W,U) e escalares «,  temos para
todoov eV

[Ty + BT3)(v) = (11 + B13) o f(v)
= (a1 + BT3)(f(v)) = oT1(f(v)) + BTa(f(v))
= af*(T)(v) + Bf(T2)(v)

logo f*(aT7 4 1) = af*(Th) + Bf*(T3). Conclui-se que f* é uma transformagao
linear.

Seja f um elemento de V* entao as transformagoes lineares f e > " | f(v;)¢; tomam
os mesmos valores na base B e portanto coincidem. Isto mostra que B* gera V*.
Vale a pena registar esta formula:

[ = Z f(vi)gi

Se > | a;¢; = 0 entao avaliando esta expressao em v; obtemos a; = 0 , logo B* é
linearmente independente e portanto uma base para V*.

Uma vez que ¢i(2?:1 a;v;) = a;, ¢; € a i-ésima fungdo coordenada com respeito a
base B.

Suponhamos que dim(V) = n. Seja W = N(¢). Uma vez que ¢ nado é o ele-
mento identicamente nulo, ¢: V' — R é sobrejetivo e portanto, pelo Teorema da
caracteristica-nulidade dim(W) = n — 1. Seja {va,...,v,} uma base para W e
v1 € V um vetor tal que ¢(v1) = 1 (que existe porque ¢ é nao nulo e linear). Entao
vy € W = L({vs,...,v,}) logo B = {v1,v9,...,v,} é linearmente independente e
portanto uma base para V. Uma vez que ¢(v1) = 1 e ¢(v;) =0 parai > 2, ¢ éo
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primeiro elemento da base dual de B e portanto é a primeira fun¢ao coordenada
com respeito a base B.
(d) Seja By = (v1,...,0,), By = (w1,...,wn), Bf = (¢1,...,0n) € Bs = (U1, ..., 0n).
Seja A = Ay p, B, de forma que
F) =" ayw
i=1
(a coluna j de A contém as coordenadas de f(v;) na base By). Para calcular f*(v)
podemos usar a expressao . Por defini¢ao de f* temos

Fr@)(vg) = il f (7)) = 4 awjwr) = ay;

logo, por (77),
Fr) =Y (@) ) =D ayo;

J=1 J=1

Isto mostra que As- g g = AT conforme pretendido.
(e) Para ver que ¢ é uma transformacao linear, sejam vy,v € V e «, 5 € R. Entao
para todo o ¥ € V* temos

(P(avy + Pua)) () = Y(avy + Pug)

arp(vr) + By (ve)
(a®(v1))(¥) + (BP(v2)) ()
= (a®(v1) + BP(v2))(¥)

e portanto ®(av; + [vg) = ad®(vy) + fP(vs) e P é linear.

Se ®(v) = 0 entdo ¥ (v) = 0 para todo o ¥ € V*, o que s6 acontece se v = 0 (de
outra forma, v é o primeiro vetor de uma basﬂ de B e tomando para 1 o primeiro
elemento do conjunto B* temos ¥ (v) = 1). Conclui-se que N(®) = 0 logo ¢ é
injetiva.

Se V' é finitamente gerado, digamos com dimensao n entao V* tem também di-
mensao n (uma base para V determina um isomorfismo de V* com My, (R)).
Logo (V*)* tem também dimensao n e sendo ¢ uma transformacao linear injetiva
entre espacos da mesma dimensao, é um isomorfismo.

(f) Se V é o espago dos polinémios reais, um elemento de f € V* é dado por uma
sucessao arbitrdria de nimeros reais f(t") (na realidade V* é isomorfo ao espago
das sucessoes reais com as operagoes habituais de soma de sucessoes e produto por
escalar). O espago V* nao tem uma base contdvel. De facto o subconjunto de
sucessoes {(e"¥): a € R} é um subconjunto linearmente independente nao contével

40Agora que escrevo a solugao noto que sé provamos isto quando V ¢ finitamente gerado pelo que sé
este caso devia ser considerado nesta alinea...
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e esta contido numa basﬂ para V* pelo que V* tem uma base B nao contavel.
Podemos agora definir um conjunto linearmente independente nao contavel B* em
(V*)* pelo que (V*)* também nao tem uma base contével, e portanto nao pode ser
isomorfo a V.

34. [Enunciadd
(a) Seja B = (v1,..., Uk, Vks1,- - -,V,) uma base para V tal que (v1,...,v;) é uma base
para W. Seja B* = (¢1,...,¢,) a base dual. Um elemento 1) € V* pertence ao
aniquilador de W se e 86 se ¥(vy) = --- = ¥(vg) = 0. Isto é equivalente a dizer

(b)

()

que as primeiras k coordenadas de ¢ na base dual sao nulas (cf. (77)). Logo W° =
L({pk+1,--.,¢n}) tem dimensao n—k e portanto dim W+dim W° = k+(n—k) = n.
Temos

¢ € N(f)

Temos

dim f*(V*) = dimV* —dim N(f*) pelo Teorema da caracteristica-nulidade aplicado a f*

(d)

= dimV —dim f(U)° pela alinea (b)
= dimV — (dimV — dim f(U)) pela alinea (a)
= dim f(U)
Vejamos primeiro que (W) C (W?)% dado w € W temos que ver que ¥(w)
aniquila o subespaco W° de V*. Seja ¢ € W°. Entao
(Y (w))(¢) = d(w) =0

(pois w € W e ¢ € W?) conforme pretendido.

Note-se agora que, pela alinea (a), os espagos W e (WW°)° tém a mesma dimensao:
dimW° = dimV — dim W e portanto dim(W?°)° = dim V* — dim W° = dim V* —
dimV +dimW = dim W. Uma vez que a restrigao

ZZJ‘WZ W — (WO)O

é uma transformagao injetiva (é a restricao de um isomorfismo) entre espagos da
mesma dimensao, conclui-se que ¢y, ¢ um isomorfismo, logo ¢ ¢ sobrejetivo, o
que significa que (W) = (We)°.

Para verificar que ¢y o f = (f*)* o ¢y temos a verificar que para cada u € U os
elementos ¥y (f(u)) e (f*)*(¢Yu(u)) de (V*)* coincidem: seja ¢ um elemento de V*,
entao

(v (f(u)))(@) = ¢(f(u))
() (o (u)(@) = o) ([ () = [(#)(w) = o(f(u))

41N0vamente, nao demonstramos isto no caso de dimenséo infinita.
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conforme pretendido.

35. [EnunciadogAplicando o método de Gauss obtemos

1 -3 1 4 0 1 -3 1 4 0 1 -3 1 4 0
-2 6 0 3 -1 —=(0 O 2 11 —-1{—=|(0 O 2 11 -1
1 -3 -1 0 4 0 0 -2 —4 4 o 0 0 7 3

Uma base para o espago das linhas é {(1,-3,1,4,0),(0,0,2,11,—1),(0,0,0,7,3)} (as
trés linhas da matriz inicial ou de qualquer das matrizes intermédias também sao bases
uma vez que sao conjuntos linearmente independentes com 3 elementos distintos num
espago de dimensao 3).
Uma base para o espaco das colunas é dada pelas colunas da matriz inicial correspon-
dentes as colunas com pivot na matriz final: {(1,-2,1),(1,0,—1),(4,3,0)}.
36. [Enunciaddl

(a)

37. [Enunciadof m 16(a): Uma solucao particular da equagao f(v ) =
(1,0). Vimos nesse exercicio que o nucleo de f é L({( 1)}

Se f é uma solucao de f" = \f entdo

(1) = —AE) 4 ) = A 0) + AT (D) = 0

Logo existe uma constante ¢ € R tal que e M f(t) = ¢ & f(t) = ce=*. Por outro
lado é imediato verificar que as funcoes desta forma satisfazem f' = \f logo

Tf=M\f & feL({M})

Esta equacao diferencial é um exemplo de uma equacao linear uma vez que é da
forma S(z) = b com S uma transformagao linear. Neste caso, a transformagao linear
S tem como dominio o subespago de F(R,R) formado pelas fungoes diferencidveis
e toma valores em F'(R,R), sendo definida pela expressao S(f) = f' — f e o termo
independente ¢ a fungao b(t) = t + 2.

Tentamos entao encontrar uma solucao particular e é natural procurar uma que seja
um polinémio. Claramente termos de grau > 2 nao irdo ajudar (pois contribuirao
do lado esquerdo do sinal de igual com termos de grau > 2). Substituindo f(¢) =
a + bt + ct? na equacao obtemos

b+2ct—a—bt—ct? =t+t* < b—a+ (2c—b)t —ct® =t +

e portanto ¢ = —1,b = —3,a = —3. Logo —3 — 3t — t? é uma solucao da equacao.
Pela alinea (a), a solugao geral da equagao homogénea f'— f =0 é f(t) = ce’ com
¢ € R. Logo, pelo principio da sobreposicao, a solucao geral é

f#)=-3-3t—t*+ce',ceR
(1,0,—2) é por exemplo

) logo pelo principio da
sobreposu;ao o conjunto das solugoes desta equacao é {(1, O) +a(—2,1): a € R}
A equacao f(v) = (1,1,4) ndo tem solugao uma vez que (1 ,1, 4) nao pertence a

imagem de f.



ALGEBRA LINEAR 275

16(c): A equagao f(v) = (1,0, —2) ndo tem solucao uma vez que a imagem de f é gerada
por (1,0,2) e (0,1,2) e o sistema

a(1,0,2) + 5(0,1,2) = (1,0, —2)

nao tem solugao (das duas primeiras coordenadas obtemos o = 1,5 = 0 e a equagao
para a terceira coordenada fica impossivel).
Uma solugao particular de f(v) = (1,1,4) é por exemplo (1,1,0). Uma vez que
o nicleo de f é L({(1,—1,—1)}) conclui-se que o conjunto das solugoes é {(1,1,0) +
a(l,—1,-1)}.
38. Considerando a base By = (1+t,2+t%t—13,2+t) para V e a base candnica

B, para as matrizes, a matriz que representa 7' com respeito a estas bases é

M1 0 1 27

1 2 1 0

0 2 20

Arps =117 1 ¢ ¢

-1 —1 0 0

| 0 0 1 1]

Podemos calcular o nticleo usando o método de Gauss:
M1 0 1 27 1 0 1 27 n o0 1 27 1 0 1 27
1 2 10 0o 2 0 =2 02 0 -2 02 0 =2
0 2 20 . 0 2 2 0 . 00 2 2 . 00 2 2
1 1 00 0o 1 -1 =2 00 -1 -1 000 O
-1 =1 0 0 0o -1 1 2 00 1 1 000 O
| 0 0 1 1] 0 0 1 1 ] 10 0 1 1 ] 0 0 0 0]

Portanto (a,b,c,d) € N(Arp, B,) se c=—d, b=de a+c=—2d < a = —d. Ou seja
o ntucleo da matriz é o conjunto dos vetores {(—d,d, —d,d): d € R}. Uma vez que o
nicleo desta matriz é a tradugao nas coordenadas da base By do nicleo de T vemos que

N(T) ={=d(1+t) +d(2+ 1) —d(t — ) +d(2+1): d € R} = L({3 — t + £* + 1*})

(a) O conjunto das solugbes é o nicleo de 7" indicado acima.

(b) Esta equagao é impossivel pois as matrizes na imagem de 7' tém necessariamente
entradas 22 e 31 simétricas, o que nao acontece com o termo independente desta
equagao. Alternativamente podemos tentar resolver a equacao em coordenadas:

r10 12 | 27 10 1 2 | 27 10 1 2 | 27
1 2 10 ] -1 02 0 -2 ] -3 02 0 -2 | -3
0 2 201 5 02 2 0 | 5 00 2 2 | 8
1 1 00] 3| o1 -1 =2 1] 700 -1 -1] 2
-1 -1 00 | —1 0 -1 1 2 | 1 00 1 1 | —3
L0 0 1 1] 0] 0o 0 1 1 | 0] 00 1 1 | 0

e dado que as tltimas trés equagoes do sistema sao claramente incompativeis, vemos
novamente que a equagao do enunciado nao tem solucao.
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(c) Observamos que o termo independente da equagao do enunciado ¢é a diferenga T'(1+
t)—T(2+1?) logo uma solucao particular desta equacao ¢ dada por 1+t —(2+1%) =
—1+t—1t2. Pelo principio da sobreposicao conclui-se que o conjunto das solucoes é
{~1+t-t*+aB—t+t*+t*): a e R}
39. [Enunciaddl

(a)
(b)

Te")=(e")"—e"=e"—e*=0eT(e*)=(ec") —e?=€e"—e"=0.

Um polinémio de grau > 2 nao pode satisfazer a equagao (pois substituindo na
equagao teriamos do lado esquerdo do sinal de igual um polinémio de grau > 2).
Tentamos encontrar uma solugao da forma f(r) = a + bz + cz?. Substituindo na
equagao obtemos:

2c—(a+br+cr®) =2+ v —cr® —br+ (2c—a) =2° + 2
pelo que c = —1, b= —1 e a = 2c = —2. Vemos assim que f(x) = -2 —x — 2% ¢
uma solucao particular da equagao.
Tendo em conta as alineas (a) e (b), pelo principio da sobreposi¢do o conjunto das
solucoes é

{2—2 -2+ ac®+Be": a,B €R}

As solugbes da primeira equagao sdo f(z) = ae®+ e~ com «, § € R. Substituindo
na segunda equagao obtemos

(oze”c + ﬂe‘w)/ + 2¢%® (ozez + Be_x) = 4e3®
ae® — Be T + 2ae3® + 2Be® = 4%
(a+2B)e" — Be ™ + (2o — 4)e*™ = 0

Uma vez que as exponenciais sao fungoes linearmente independentes (cf. Exercicio
3125)) a equagao anterior é equivalente ao sistema

a+28=0 a=-20
-B=0 < 418=0
20 —4 =0 a=2

Como este sistema é impossivel conclui-se que o sistema de equagoes diferenciais
dado é também impossivel.

8.5. O Determinante.
1. Seja P o paralelogramo com arestas (1,3) e (2,5). A funcao f é representada

pela matriz B _211 O modulo do determinante desta matriz é | — 1 — 6] = 7. Pela

aditividade da 4rea, a funcao f transforma um conjunto A C R? com &rea a num
conjunto f(A) com area 7a. Uma vez que a drea de P é

vemos que a area pretendida é 7.
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Alternativamente, P é a imagem do quadrado unitario pela transformacao linear
. |12 . ,
representada na base canodnica pela matriz [3 5]. Logo a imagem de P por f é a

imagem do quadrado unitdrio pela transformacao linear representada na base candnica

pela matriz
1 201 2] |7 12
3 —1|(3 5| |0 1

ou seja, o paralelogramo com arestas (7,0) e (12,1) que tem é&rea 7.

2. [Enunciado] As matrizes em questao sao invertiveis se e s6 se o determinante for diferente
de zero.

(a) (-1)-1—-2-3=-T#0.
(b) Usando a regra de Sarrus

12 1
—3 2 —1| = (=1)-2-341-2-(=1)+1-(=3)-4
1 4 3

—(1-2-14+2-(=3)-3+(—1)-(—1)-4)
= —20—(—-12) = -8

(c¢) Usando a regra de Laplace ao longo da primeira linha obtemos

2 -1 5 |-3 -15 |-3 25 |-32 -1
(-4 3 2/—-2/1 3 2[+1]1 4 2[-7|1 4 3|=-524+56—-60+56=0
2 1 7 |-1 1 7 |-127 |-12 1

(d) Usando a expansao de Laplace ao longo da tltima coluna obtemos

-3 0 -1 0 2 1
210 1 3|4+|-3 0 —1|=-2-144+15=-13
-1 2 1 0 1 3

(e) Usando repetidos desenvolvimentos de Laplace ao longo da primeira coluna, ou
notando que na formula para o determinante em termos de permutagoes o tinico
termo nao nulo é o da diagonal principal, vemos que o determinante de uma matriz
triangular (superior ou inferior) é o produto das entradas na diagonal. Neste caso,
esse produto é —42.

(f) Cada coluna ¢ uma combinagao linear das restantes (sendo os coeficientes da com-
binagao todos —1) logo a matriz tem caracteristica no maximo n—1 e nao é portanto
invertivel. Conclui-se que o seu determinante ¢é igual a 0.

3. Aplicando o método de Gauss obtemos

0 -1 1 1 0 11 -1 2 1 1 1 -1 2 1
1 1 -1 2 1 0o -1 1 1 0 o -1 1 1 0
-1 0 3 2 -3|—-(0 1 2 4 =20 0 3 5 =2(—
-2 1 0 1 1 0o 3 -2 5 3 o 0 1 8 3
1 0 2 0 -1 0o -1 3 -2 -2 0o 0 2 -3 -2
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11 -1 2 1 11 -1 2 1
0 -1 1 1 0 0 -1 1 1 0
0 0 1 8 3| —=10 0 1 8 3
o 0 0 -19 -11 0 0 0 —-19 -11
o 0 0 -19 -8 0 0 O 0 3

Nos passos 1 e 4 trocamos um par de linhas pelo que o determinante da matriz inicial
6 (=1)%-(1-(=1)-1-(=19)-3) =57
4. [EnunciaddTemos

det(A"B2ABTA2(A")?) = det(AT)det(B')*det(A)det(BT) det(A™)? det(AT)3
1 1
= det det(A) det(B)——— det(A)?
e1(4) g e et (4) det(B) o det(4)
det(A)*  (=3)° 2
detB 2 2
5. [EnunciadoSe existisse uma tal matriz terfamos (det B)? = det(A). Mas det(A) = —6 —
244—-2—-6—4=—16 < 0 nao é o quadrado de um numero real.

6. Aplicando a regra de Laplace ao longo da segunda coluna da matriz 4 x 4
vemos que

(78) 2 =6 <

S Q
EOplPS S b
~ . 0
S 2
EolRS RS
— . 0
I
w

Por outro lado, usando as propriedades do determinante temos

c 7 [ c 1 1 c 1 1
b—3c h—3 k-3l | = b h k |—=3|c¢c 1 I
2a 2g 27 2a 29 2j 2a 29 2j
c 1
= 2|b h k|-0
a g Jj

A dltima matriz obtém-se da matriz em transpondo e depois trocando a primeira
linha com a terceira logo

c 1 l a b c
b—3c h—3i k=3l |=2-(-1)-|g h i|=—6
2a 2g 2j g k1

7. |[Enunciado| O determinante é uma soma de termos que se obtém multiplicando todas as
entradas ao longo de um caminho que percorre todas as linhas e colunas sem repetir
nenhuma com o sinal dado pelo determinante da matriz de permutagao correspondente

(é este o contetido da férmula (30)).
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(a) Para obter um termo em z* temos que escolher a segunda entrada da primeira linha
e a terceira da terceira linha. Para que nao haja repeticoes na segunda linha temos
que escolher a primeira entrada. O termo correspondente no determinante é

x-x-(3x)

o = O

10
0 0|=32%(—1)=—32°
0 1

O coeficiente pedido é portanto —3.

(b) Para obter um termo em z*® temos que escolher uma entrada com x em todas as
linhas excepto uma. Escolhendo um caminho que passe pela primeira entrada da
primeira linha, o inico caminho que produz mais dois termos com x é o que passa
pelas entradas (2,3),(3,2), (4,4). Se o caminho passa por qualquer outra entrada
na primeira linha, terd que passar por trés x’s nas restantes linhas (sem repetigoes)
e a tnica hipdtese é entao a anti-diagonal. Conclui-se que os termo envolvendo z*
no determinante sao

1 0 0O 00 01
0010 0010

T :c~a:-10 10 0—1—(—2)4:-:6'(—1:)0 10 022:3'(—1)—1—21:3'(—1)2::53
0 0 01 1 0 0 O

onde os determinantes foram calculados vendo quantas linhas temos de trocar para
obter a matriz identidade a partir da matriz de 0Os e 1s. O sinal — do primeiro
termo corresponde a troca da segunda com a terceira linha enquanto que o sinal
(—1)? no segundo corresponde & troca da primeira com a quarta e segunda com
terceira. Conclui-se que o coeficiente de 23 no determinante é 1.
8. Subtraindo x,C,,_; a C,, 120, _> a C,_;, etc. sucessivamente nao alteramos
o determinante e obtemos

1 0 0 e 0

1 xe—14 To(zg — 1) - ah 3 (ag — 1)
1 2y — 21 Tpa(zpy —x1) - xz:%@vnfl — 1)
1 z,—m T (T — 1) e 2"z, — 1)

To — T1 xo(xe — 1) s xy T (g — 1)

Tt — 21 Tpa(Tpoy — 1) 0 20T H @0y — 21)
Ty — T1 T (T — 1) cee g2
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e pondo em evidéncia sucessivamente os fatores comuns (z; — 1) em cada linha

1 ':CQ e 1'3_2

(xg —x1) -+ (T — 1)
" Tn—1 T, %
1 =z, T, 2

Por hipétese de indugao o determinante a direita é o produto de todos os termos (z; —z;)
com 2 <1 < j <mn, o que conclui a demonstracao.

9. A entrada 23 é dada pelo quociente do cofator 32 da matriz pelo determi-
nante, ou seja, por

0 1 -2
(—1)3*2]-1 2 0
11 1] (2+4+1) =T
0o 1 1 —2| 1 1 =2 |11 =2 —-5—-6 11
-1 0 2 0 —(-1)-]1 0 1]|—=0 2 0
0 1 0 1 11 1 10 1
1 -1 1 1
10. [Enunciadd

(a) A entrada ij da matriz AB é dada pela expressao » ,_, a;by; logo

=Y D aibi =YY briai = tr(BA)

i=1 k=1 k=1 i=1
onde, na segunda igualdade trocamos a ordem da soma, o que ¢é vélido pelas pro-
priedades comutativa e associativa da soma.
(b) Temos tr(SAS™) = tr((SA)S™!) = tr(S7'(SA)) = tr(S~1SA) = tr(A) (onde na
segunda igualdade usdmos o resultado da alinea (a)).

11. [Enunciadd
(a) A derivada da entrada ij da matriz produto é dada por

% (Z i () b; (t)> = Z @ (1)brj (1) + ai ()b, (1) = Z (t)b;(¢) Z air(t)by;(t)

k=1 k=1 k=1

?r

que é precisamente a soma das entradas ij das matrizes A'(t)B(t) e A( )B'(t). Logo
i (A()B(t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t).
(b) Pela defini¢ao de derivada de uma funcgao real de varidvel real, cada entrada ij da
matriz A(t) pode escrever-se na forma
ai;(t) = ai;(0) + aj;(0)t + Ay (t)

A = 0. Uma vez que A(0) = I,, temos

1 sei=3
aij(o):{ . .

com lim,_,q =2~

0 sei#y
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Assim, todas as entradas fora da diagonal se anulam em 0 pelo menos tao rapido
como t. Quando escrevemos o determinante como uma soma de termos indexados
pelas permutacoes de n, todos os termos excepto o diagonal tém como fatores pelo
menos duas entradas fora da diagonal e portanto anulam-se pelo menos tao rapido
como t2. Como tal esses termos nao contribuem para a derivada em 0 e portanto

et Ay = g (an(B)a(t) a1y
_ % ((1+ @y (0)t + Ay (1)) - (1 4 a, (0)¢ + Aun(£))) 1
o (L a0 An(®) - (14, (0)t + Awn() — 1
t—0 t
o L)+ @, (0) 4 B() — 1
t—0 t

onde B(t) = Aui(t) + ... + Apa(t) + af;(0)taly(0)t 4+ ... é uma fungao tal que
B(®)

-~ = 0. Conclui-se que

lim;_,o

% (det A(t)) ;=g = a11(0) + ... + ay,,,(0) = tr(A'(0))

12. [Enunciado| Uma vez que o determinante é linear em cada linha e troca de sinal com uma
troca de linhas, aplicando estas propriedades apenas as linhas que envolvem a matriz C'

vemos que a fungao
=4 o
0 C
¢ multilinear e alternante. Vimos na demonstragao da unicidade da fungao determinante
que uma tal funcao é necessariamente da forma

f(C) = det(C)f(I)
pelo que resta mostrar que f(I) = det(A). Mas

e ;g‘ ﬂ

e este determinante é de facto det(A) como se pode ver aplicando sucessivamente a
férmula de Laplace a ultima linha, ou usando a féormula para o determinante como uma
soma de termos indexados por permutacoes (as Unicas permutagoes que contribuem
termos nao nulas sao a identidade no conjunto de indices correspondente as linhas de
).

Note-se que, indutivamente vemos que o determinante de uma matriz triangular por
blocos (com qualquer niimero de blocos na diagonal) é o produto dos determinantes dos
blocos na diagonal.
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21 =5 4 10
03 6 -1 -3
07 8 -2 3 —|2|‘§ gH—13 i":z(—m)-m:—%o
00 0 1 3
00 0 -3 1
(i)
21 -5 4 10 7
1 2 -1 -1 -3 8§
21 =5
100 -2 3 -3 2 1
00 0 -2 1 3 :} (2) —01 |—2|‘1 4':9 (—=2)-7=-126
00 0 0 2 1
00 0 0 1 4

13. [Enunciadad Temos
A BT X] [A AX+B
C D||0 I| |C CX+D

Uma vez que A é invertivel podemos resolver a equacao AX + B = 0 obtendo X =
—A~'B. Para esta escolha de X temos

A B| |A B||lI —A'B| |4 0
¢ D" |c D0 I |T|C —CA'B+D

‘ = det(A) det(—-CA™'B + D)

onde na primeira e na ultima igualdade usdmos o resultado do exercicio anterior, e na
segunda igualdade usamos a regra para o determinante de um produto.
14. [Enunciaddl
(a) Escrevendo v = aqvy + ... 4+ ...+ auu, e w = frog + ... + o, com qy, f; € K
e usando sucessivamente a linearidade na primeira e depois na segunda varidvel
obtemos

h(v,w) = h (i Q;v;, i 53’%‘)
i—1 =1
= Zaih <U¢,Zﬂjvj>
=1 =1
= Zz&iﬁjh(%%‘)

i=1 j=1
h(Uh ’Ul) s h(Ul, Un) b1
= |:Oé1 o e an] . . N .

h(’l}n', Ul) e h(vn‘7 Un) Bn



ALGEBRA LINEAR 283

pelo que podemos tomar para A a matrix [h(v;,v;)]. Por outro lado, se A = [a;]
for uma matriz satisfazendo a condicao do enunciado temos

0
h(UZ,U]):[O 1 O}A 1 :CLZ‘j

0

(onde o 1 estéd na posi¢ao ¢ do vetor da esquerda e na posi¢ao j do vetor da direita)
pelo que a matriz A é unica.

(b) A linearidade na segunda varidvel garante que para todo o v € V a func¢ao v
h(v,-) é um elemento de V*. Para verificar que h é uma transformacao linear temos
a mostrar que dados o, 8 € K e v1,v9 € V se verifica

h(aw; + Bug) = ah(vy) + Bh(vs)

o que podemos confirmar avaliando as duas funcoes num elemento w € V:

h(avy + Pvy)(w) = h(av; + Pug, w)
= ah(vi,w) + Bh(vsy, w)
= ah(v)(w) + Bh(vs)(w)
= (ah(v1) + Bh(vs))(w)

A entrada ij da representagao matricial de h com respeito as bases Be B*é¢a
coordenada ¢ de h(v;) na base B*, que se calcula avaliando o funcional h(v;) em v;:

h(v;)(vi) = h(vj,v;)

Conclui-se que a representacao matricial de h é a transposta da matriz da alinea
anterior.

(¢) h é ndo degenerada se e sé se h(v) = 0 = v = 0. Uma vez que V e V* tém a mesma
dimensdo esta condicdo (de o nticleo de h ser 0) é equivalente & condicdo de h ser
um isomorfismo.

(d) Quando expandimos a expressdo matricial [v]5A[w]p a i-ésima coordenada de v e
a j-ésima coordenada de w ficam a multiplicar por a;; logo

1 0 3| |u
xu+3xw—yv+2yw+5yu—32u—|—zw:[m Y z} 5 —1 2| |wv
-3 0 1| |w

Uma vez que a matriz é invertivel (tem caracteristica 3), a transformacao h que
é representada pela matriz transposta é um isomorfismo e portanto, pela alinea
anterior, esta forma bilinear é nao degenerada.
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15. [Enunciadd
1 2 -1
11 3
1 1 -2
Y 1 2 -1 11
1 -1 3
1 0 =2
16. [Enunciadd
€1 €2 €3
(i) 1 0 2 :(0,3,0)
2 0 1
€1 €2 €3
i) {1 -1 1 :(—6,—3,3)
1 2 4

(iil) (201 4 3vg) X (—v1 +vg) = 201 X (—v1 +v2) + 3vg X (—v1 +v3) = =201 X vy + 207 X
U2—3U2 X’U1+3U2 X’U2:0+2U1 XU2+3U1 XU2+O:5U1 X Vo
17. Uma vez que o plano é paralelo aos vetores (1,1,2) e (—1,0,1), um vetor

perpendicular ao plano é dado por

€1 €2 €3
(1,1,2) x (=1,0,1) = |1 1 2|=(1,-3,1)
-1 0 1

Logo o plano tem equagao x — 3y + z = C. Para que o ponto (0, 1,3) pertenga ao plano
temos 0 — 3 -1+ 3 = C logo a equacao do plano é x — 3y + z = 0.
18. [Enunciadol Uma vez que u x e; = (0,¢, —b), u X e3 = (—¢,0,a) e u x e3 = (b, —a,0) a

matriz que representa 1" é

0 —c¢c b
c 0 —a
-b a 0

19. [Enunciado] Ambas as expressoes sao tri-lineares e anti-simétricas em v, w pelo que basta
verificar que produzem o mesmo resultado quando u percorre a base canénica (eq, s, €3)
e (v, w) tomam os valores (ey, es), (e1,€3) € (ea,€3):

uwlv|w|ux(vxw)| (uwv— (uv)w
€1 ]€1| € —E€9 —E€9
€1|€1|€3 —€3 —€3

€1 | €2 | €3 0 0

€2 | €1 | €2 €1 €1

€y | €1 | €3 0 0

€2 | €2 | €3 —€3 —€3

€3 | €1 | €2 0 0

€3 | €1 | €3 €1 €1

€3 | €2 | €3 €2 €2
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20. [Enunciadd
(a) Por exemplo i = —(i,i)+ixi= —1+40; ij = —(i,j)+ixj = —0+k, e analogamente
para os restantes produtos.
Reciprocamnente aplicando as relagoes postuladas obtemos

(ataityi+ k) A+ XitYjr2Zk) = ad—aX —yY — 272+ (aX + A+ yZ
—2Y)i+ (aY +yA —axZ 4+ 2X)j +
(aZ + zA+2Y —yX)k

pelo que a parte real é de facto aA — ((z,v, 2), (X,Y, Z)) enquanto que a diferenca
entre a parte vetorial e a(X,Y, Z) + A(z,y, z) é dada por

"
r oy z|=wWZ—-2Y)i+ (=X —-22)j+ (Y —yX)i
XY Z

(b) Temos (a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)i pelo que a multiplicacdo coincide com
a multiplicacao nos complexos.

(¢) (t+v)-(140) =t—0+t0—1v+0xv = t+v e analogamente (1+0)(t+v) = (t+v).
A multiplicagdo nao é comutativa porque, por exemplo ij = i x j # j x i = ji.
Para verificar a associatividade, pela multilinearidade da multiplicacao, é suficiente
substituir na igualdade z(yz) = (zy)z os elementos da base i, j e k pois a verificacao
é imediata se z, y ou z forem iguais a identidade 1. Dois casos representativos (entre
os 27) sao:

i(jk) = ii = —1 = kk = i)k, J(jk) = ji = ~k = (~Dk = (j)k
(d) Temos
(i +v) t—wv (2 — (v, =) +t(—v)+tv—vxv t*+|v|?
v = — _
2+ [lo]]? t2 + [|v]? 2+ [

e analogamente para a multiplicacao na ordem inversa.

8.6. Endomorfismos.

1. [Enunciadd
(a) O polinémio caracteristico é (1 —A\)? — 9 e tem raizes 1 — A = £3 & A = —2 ou
A = 4. Os vetores proprios de A = —2 sao as solugoes nao nulas de

: J[]-ver--

ou seja a(l,—1) com a # 0. Os vetores préprios de A = 4 sdo as solugdes nao nulas

2 3]f]-venc

ou seja a(1,1) com a # 0. H& uma base para R? constituida por vetores préprios
logo A é diagonalizavel.
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(b)
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O polinémio caracteristico é (2 — A\)(1 — A) logo os valores préprios sdo A = 2 e
A = 1. Claramente os vetores proprios de A = 2 s@o os vetores da forma a(1,0)
com a # 0. Os vetores proprios de A = 1 sao as solugoes nao nulas de

b e

ou seja sao os vetores a(1, 1) com a # 0. Uma vez que hd uma base para R? formada
por vetores préprios, A é diagonalizavel.

O tnico valor préprio é 1 (pois ambas as entradas na diagonal sdo iguais a 1)
e claramente os vetores préprios de 1 s@o os vetores a(1,0) com a # 0. Uma
vez que nao hd uma base para R? formada por vetores préprios, a matriz nao é
diagonalizavel. Note-se que uma matriz diagonalizavel com um tnico valor préprio
é necessariamente um multiplo da identidade (é multiplicagdo pelo mesmo escalar
em todas as diregoes).

O polinémio caracteristico é (2—\)?+3 que tem apenas as raizes complexas 2++/3i.
Os vetores préprios de 2++/3i (quando a matriz é vista como uma matriz complexa)
sao as solucoes nao nulas de

(1 Ao

que sdo b(v/3i,1) com b € C\ {0}.

Os vetores préprios de 2 — v/3i sdo os vetores conjugados dos vetores préprios de
2 ++/3i, ou seja, a(—+/3i,1) com a € C\ {0}. Uma vez que ha uma base para C?
formada por vetores proprios, esta matriz complexa é diagonalizavel.

Os valores proprios sao as entradas diagonais —1,2 e 3. Os vetores préprios de
—1 séo os vetores da forma a(1,0,0,) com a # 0. Os vetores préprios de 2 sdo as
solugoes nao nulas de

-3 2 1 a _ 3
0 0 —1| |b :0<=>{b_2a
C

ou seja os vetores a(1, %, 0) com a # 0. Os vetores préprios de 3 s@o as solugdes nao
nulas de

4 2 1] 7Ta - o
0 —1 -1 b :O<:>{C— 2b + 4a <:>{C— 4da
0O 0 o0 c

ou seja os vetores a(1,4, —4) com a # 0. Uma vez que hd uma base para R? formada
por vetores proprios a matriz é diagonalizavel.

O polinémio caracteristico é (2 —A)((1 —=A)? —1) = (2—X)(A\? —2)) = —=A(\ —2)*.
Os valores proprios sao portanto 0,2. Os vetores préprios de 2 sao os elementos
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nao nulos do nucleo de

0 0 1
0 -1 1
0 1 -1

que sdo os vetores da forma (a,0,0) com # 0. Os vetores préprios de 0 sao os
elementos nao nulos do nicleo da matriz que sao as solugoes de

2a +c=0 c=—2a
54
b+c=0 b=—c=2a
Logo os vetores préprios sdo os vetores da forma a(1,2,—2) com a # 0. Uma vez
que nao ha uma base para R? formada por vetores préprios conclui-se que a matriz
nao é diagonalizavel.
A matriz é triangular logo os valores préprios sao (1 +14) e —i. Os vetores proprios

de —i s@o os vetores da forma (0,a) com a € C\ {0}. Os vetores préprios de 1+ ¢
sao os elementos nao nulos do ntcleo de

0 0
1 -1—-2

que s@o os vetores da forma b(1 + 2i,1) com b € C\ {0}. Uma vez que existe uma
base para C? formada por vetores préprios a matriz é diagonalizavel.

Consideramos a base B = ([§ 3], [94¢],[98],[59]) para Mayo(R). Temos

T(se) =1%ol TWsD=07%) TURD=[38], T(§9) =187
logo
-1 0 2 0
0O —-1 0 2
Arsp=109 o 1
0O 0 01

Os valores proprios sao portanto 1 e —1. Os vetores proprios de 1 sao os vetores
nao nulos cujas coordenadas estao no nicleo de

-2 0 20
0 -2 0 2
0 0 00
0 0 00

ou seja, com coordenadas (¢, d, ¢,d) com ¢, d ndo ambos nulos. Os vetores préprios
sao portanto as matrizes [¢ 4] com ¢, d nao ambos nulos.
Os vetores préprios de —1 sao os vetores nao nulos cujas coordenadas estao no

nucleo de

o O OO
OO OO
OO
N O N O
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ou seja, com coordenadas (a,b,0,0) com a,b ndo ambos nulos. Os vetores préprios
sao portanto as matrizes [ §] com a, b ndo ambos nulos. Uma vez que hd uma base
para Ms,»(R) formada por vetores proprios a transformagao 7' é diagonalizavel.

Consideramos a base B = (1, z, 2% z?) para V. Temos

32 32 x? 32
T()="—, T)=14+4="—, TE}H=22+—, T(2%) =3a>+"—
logo

0O 1 0 O
0O 0 2 O
Arpp= |3 3 1 13
10 20 10 40
0O 0 0 O

O polinémio caracteristico desta matriz é

-2 1 0 0

0 -\ 2 0 ( s 1., 3 6)

= A =N+ =N SN+ —
2 & s-x 1B 10 107 " 10
0 0 0o -

(onde aplicdmos a regra de Laplace ao longo da iltima linha e depois a regra de
Sarrus). O fator de grau 3 tem A\ = 1 como raiz e portanto aplicando o algoritmo
da divisao ou a regra de Ruffini vemos que o polindémio caracteristico é

6
= ~1 2
10)\ A(A )()\ +

9 6
1_0)\+E)

O fator quadratico nao tem raizes reais pelo que os tnicos valores préprios de T'
sao 0 e 1. Os vetores de coordenadas dos vetores préprios de 0 sao os elementos
nao nulos (a, b, ¢, d) do nicleo da matriz, ou seja as solugoes do sistema

4
P —
0 T

b=0
2c=0
12a +6b+4c+123d =0

que sao os vetores da forma (—%d, 0,0,d) com d # 0. Os vetores préprios de 0 sao
portanto os polinémios da forma d(—4 + 2*) com d # 0.

Os vetores das coordenadas dos vetores préprios de 1 sdao os elementos nao nulos
do ntcleo da matriz

-1 1 0 0
0 -1 2 0
3 3 _9 12
10 20 10 40



ALGEBRA LINEAR 289

que sdo as solugoes nao nulas (a, b, ¢, d) do sistema

a=1»b 5
a = 4ZC

b=2c
S<b=2
EEE N ‘
d—0 d=20

que sao os vetores ¢(2,2,1,0) com ¢ # 0. Os vetores préprios de 1 sdo portanto os
polinémios ¢(2 + 2z + z2) com ¢ # 0. Uma vez que nao existe uma base para B
formada por vetores proprios, 1" nao é diagonalizével

2. [Enunciadd| Consideramos a base B = ([§8],[881,[99],[39]) para Mayo(R). Temos

T{50D) =170 -[36l=1173) T3 =1071-1601=1% 71
D =601 - [0 =11 4], T8 =166 —-198] =126l
logo
0 -1 1 0
-1 -1 0 1
Arpp=11 o | _
0 1 -1 0

O polinémio caracteristico de T" é
—A -1 1 0
-1 —-1-=Xx 0 1
1 0 1—X —1
0 1 -1 =X

=\ =507 = M\ (\? - 5)

logo os valores préprios sao 0 e +v/5. O espaco préprio de 0 é o nicleo de T que, em
coordenadas, é o conjunto das solugoes do sistema

0 -1 1 0 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 —1
1 -1 0 1 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0
1 0 1 -1 7 |=1 =1 0 1|7]o =11 o "o 0o 0 o0
0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 0

O nrcleo consiste portanto nos vetores com coordenadas (a,b,c,d) tais que ¢ = b e
d=a+c=a+b,istoé, (a,b,b,a+b). O espago préprio de 0 é portanto

{[6a2s]: a0 e Ry = LE[GRL.[911})

Alternativamente podfamos ter observado que claramente as matrizes [§ 9] e [ ' §] estao
no nucleo de T e, sendo linearmente independentes, tém de gerar o espago préprio de 0.
Em coordenadas os valores préprios de v/5 sio os elementos do niicleo da matriz

—5 -1 1 0 1 0 1-v5 -1
-1 —-1—-+5 0 1 -5 -1 1 0
1 0 1—v5 -1 7| -1 —1=v5 0 1
0 1 -1 =5 0 1 -1 =5
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1 0 1—-+v6 =1 1 0 1—+v6 —1

0 —1 f—4—5_>0 1 -1 =5

0 —1—=+v5 1—=+5 0 0 -1 V5—4 —/5
0

_)
0 1 -1 -5 —1-v5 1—=v5 0
1 0 1-+5 -1 1 0 1—-v5 -1 1 0 1—-+v5 -1
Lo -1 V5 | 01 -1 —/5 —Sg_gfLsol -1 =5
00 V5-5 —2V5 00 V5-5 =2V 00 1 &5
00 —2v56 —5—+5 0 0 0 0 0 0 0 0
As solugoes sao da forma (—d, _1‘2“/5d, —1+2\/5d, d) com d € R. Conclui-se que o espago

préprio de /5 é

f({ )

Contas inteiramente andlogas (basta trocar o sinal em todas as ocorréncias de v/5!)
mostram que o espaco proprio de —v/5 é

3. [Enunciado| Para calcular os valores préprios de T' temos de usar uma representagao
matricial com respeito a mesma base no espaco de partida e chegada! Temos

1 0 1 01 1 1 2 3
AT,BC,BC = SBHBCAT,BC,B =12 2 =2 1 3 -1 =10 6 —4
-1 1 -1 1 1 2 01 —4

que tem polindémio caracteristico (1 — A)((6 — A\)(—4 — X) +4) = (1 — A)(\* — 2\ — 20).
Os valores préprios de T sao portanto A = 1 e \ = 2EvI+80 V24+80 =1+ +v21.

4. Na base B = ((1,0,1),(0,1,1),(—1,0,1)) a transformagao 7" é representada
por

10 0
Arpp=10 2 0
00 —1

logo a representacao com respeito a base candnica é dada por Ar g, Biun = SB—Bean AT.B,BS Boan—B
Temos

1 0 —1
SBﬁBcan: 0 1 O
11 1
e obtemos Sp,,, ,p calculando a inversa:
10 -1]100 10 -1 1 00 10 -1 1 0 0
o1 o0 | 010 —-j01 0| 0O 10 —=(01 01 0 10
11 1 | 001 01 2 | =101 00 2 | -1 -1 1
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10-11] 1 0 0 100 | 5 -4 3
—{01 0 | 0 1 0/=1]010] 0 1 0
00 1 | -5 =3 3 001 ] -5 -5 3
Logo

1o -1]fto o]l[s: -5 3

AT BonBon = (001 002 0[]0 1 0
11 1]]00 —1]|-% -3 2

10 1 : -1 3 0 -1 1

= |02 0|0 1 0f=1{0 2 0

1 1 1
12 1] |-3 -3 3 1 2 0

Conclui-se que T' é dada pela expressao T'(x,y, z) = (—y + 2,2y, + 2y).

5. A reflexao é completamente determinada por enviar o vetor perpendicular
ao plano no seu simétrico e os vetores do plano neles préprios. Isto significa que (1,1,1)
(um vetor perpendicular ao plano) é um vetor préprio de —1 e que uma base do plano,
por exemplo {(1,—1,0),(0,1,—1)} consiste em vetores préprios de 1. Na base B =
((1,-1,0),(0,1,-1),(1,1,1)) para R? temos portanto

10 0
Arpp= |0 1 0
00 —1
A representacao com respeito & base canénica de R? é portanto dada por
10 1111 0 O 1 o0 117" 10—112—1—1
ARvBC(LTlvBCan = [—1 1 1 01 0 —1 1 1 = | —1 1 -1 =11 1 -9
0 -1 1|00 —1||l0 -1 1 0 -1 —1|3|1 1 1
ou seja
1 1 -2 =2
AR7BcanyBcan =5 _2 1 _2
319 2 1

Logo a expressao geral para R é
R(z,y,z) = 3(x — 2y — 2z, =20+ y — 22, =2z — 2y + 2)
6. [Enunciadd

(a) Sim, uma vez que os espagos préprios correspondem a valores préprios distintos
estes planos sao distintos e tém intersecgao nula (como também se pode facilmente
verificar diretamente). Cada um dos subespagos tem dimensao 2 e uma vez que
nao se intersetam, a sua soma tem dimensao 4 e portanto consiste em todo o R*.
Tomando a uniao de bases de cada um dos planos obtemos uma base para R*
formada por vetores préprios, logo T' é diagonalizavel.

(b) Um vetor serd um vetor préprio de T se e s6 se pertencer a um dos planos dados.
De facto, qualquer vetor de R* se pode escrever de forma tinica como v; 4 v, com v;
pertencente ao i-ésimo plano. Sendo Aj, Ay os valores proprios correspondentes aos



292 ALGEBRA LINEAR

dois planos obtemos T'(vy +v3) = A\jvy + vy que s6 é igual a (v +vs) para algum
psevy =0epu=MNouvy=0epu=A (se vy e vy forem ambos nao nulos sao
necessariamente linearmente independentes e portanto duas combinagoes lineares
de vy e vy 86 podem ser iguais se tiverem os mesmos coeficientes).

Resta portanto ver se cada um dos vetores pertence a algum dos planos: comegando
com (1,1,—4, —1) temos

1 1| 1 11| 1 11| 1
2 3| 1 01| -1 01 ] -1
12| =4 7 lo3 ] =3 "]oo | o0
0 1| -1 01 | -1 00 0
Conclui-se que (1,1,—4,—1) € L({(1,2,-1,0),(1,3,2,1)}) e portanto é um vetor
préprio.
Analogamente para (3,2,1, —2) temos
1 1] 3 11 3
2 3| 2 01 | —4
12 1|7 ]o3 ]| 4
0 1| -2 01 | -2
O sistema anterior é impossivel pelo que (3,2,1,-2) € L({(1,2,—1,0),(1,3,2,1)}).
Finalmente
0 -1 | 3
1 2 | 2
00 | 1
1 0 | -2

é claramente um sistema impossivel pelo que (3,2, 1, —2) ¢ L({(0,1,0,1),(—1,2,0,0)}).
Conclui-se que (3,2,1, —2) nao é um vetor préprio de 7.

7. No Exercicio 439 vimos que as solugdes de y” —y = 0 sdo cie! + cpe™.
Isto diz-nos que 1 ¢ um valor préprio de D? e o espago préprio de 1 é L({ef, e '}).
No exemplo do oscilador harménico vimos que as solugdes da equagao 3" +y = 0
sao y(t) = cjcost + cysent logo —1 é um valor préprio de D? com espago préprio
L({cost,sent}).

Note-se que %2 (y(at)) = a*y(at) logo, por exemplo, y(t) é uma solugio de i’ +y = 0
se e 86 se z(t) = y(at) é uma solugao de 2" + %z = 0.
Desta forma vemos que, para A > 0 as solugoes de (D? + \)f = 0 sdo

F(t) = ¢1 cos(VAL) + ¢ sen(VAL)

e portanto todos os niimeros negativos sao valores préprios de D? e o espaco préprio do
ntimero real negativo —\ para D? é L({cos(v/At), sen(v/At)}).

Analogamente todos os nimeros reais positivos sao valores préoprios, sendo o espago
préprio de A > 0, L({eY, eV21}). Finalmente A\ = 0 também é um valor préprio: o
seu espaco préprio é o nticleo de D? que é o conjunto L({1,¢}) dos polindmios de grau
<1.
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8. [Enunciadd
(a) Temos (SAS™H)* = (SAS™H(SAS™Y) .- (SAS™!) = SA(STIS)A(S™t--- S)AS ! =
SA*S—1 logo
p(SAS™) = agl +a;SAS™ + ... +a,(SASTH"
= aoSIS™'+ @ SAS 4+ ... +a,SA"S!
= S(agl +aA+...+a,A")S™!
= Sp(A)S™!
(b) Seguindo a sugestao, diagonalizamos a matriz em questao. Os valores préprios sao

as solugoes de (1 —A\)(—4 —A) +4 =X +3X =0 que sio 0 e —3. O vetor (2,1) é
um vetor préprio de 0 e o vetor (1,2) é um vetor préprio de —3. Logo

e S e Y | AR

e portanto

p(l2 2 =D 2 b oo scorecan]s A 3]

9. [Enunciaddl Pelos célculos efetuados nesse [exercicia temos

S e s Y s Y s I A H

Logo, pela alinea (a) do exercicio anterior temos
AT 1 —1] [4™ 0o (111 1
1 1 0 -2 9|-11
10. [Enunciadd

(a) Podemos escrever o sistema na forma

d (lz)|\ |1 2| |=z(t)

(79) i (LA@D - [z 1] {ym]
Se mudarmos de coordenadas para uma base formada por vetores proprios da matriz
dos coeficientes, o sistema vai transformar-se em duas equagoes independentes, uma
em cada variavel:
Os valores préprios da matriz sdo as solugoes de (1 — A2 —4=0& A=142, ou
seja 3 e —1. O vetor (1,1) é um vetor préprio de 3, enquanto (1, —1) é um vetor
préprio de —1. Logo

BRI
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Nas coordenadas (u,v) da base dada pelos vetores préprios, que estao relacionadas
com (z,y) pelas férmulas

B 1R R

o sistema transforma-se em

#(Lio]) = b 5

dt
De facto, o sistema acima obtém-se do sistema fazendo a mudanca de variavel
indicada (isto é substituindo z(t) e y(¢) pelas combinagbes lineares relevantes de

u(t) e v(t)):

3 (e A et i
R D Y I
|

d (Tu®]\ _ [3 017 [u®)

@(_v(t)_> 0 -1 _v(t)]

que tem solucao

C1,Co € R

Dado que x(t) = u(t) + v(t),y(t) = u(t) — v(t) obtemos a seguinte solu¢ao para o
sistema inicial

c,c0 €R

z(t) = c13 + cpe!
y(t) = c1e¥ — coe!

Tal como na alinea anterior diagonalizamos a matriz dos coeficientes do sistema

.

Os valores préprios siao as solugoes de (1 —A)2 —1 =0« A =0,2. (1,1) é um
vetor préprio de 0 e (1, —1) é um vetor préprio de 2. Nas coordenadas (u,v) dadas
pela base dos vetores proprios o sistema escreve-se

du
{55 {u() c1
@ = 2v

'U(t) _ CQth c1,c0 €R
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A relagao entre as coordenadas é

x|l |1 11| |u
yl |1 —1| |v
logo a solucao do sistema é

{x(t) =1 + e

c1,c0 €R
y(t) = c; — coe® b2

11. Suponhamos que P é uma projegdo. Entao vimos no Exercicio 425 que o
espago vetorial V' se decompde na soma direta V = N(P) @ P(V') sendo os elementos
de P(V) vetores préprios de 1 (uma vez que P(P(v)) = P(v) = 1- P(v)) e os vetores
do nucleo vetores proprios de 0. Tomando a uniao de bases para o ntcleo e imagem
de P obtemos uma base de V formada por vetores proprios de 0 e de 1 pelo que P ¢é
diagonalizavel e tem como valores préprios 0 e 1.

Reciprocamente se P: V — V é uma transformagao linear diagonalizavel que tem
apenas 0 e 1 como valores préprios, seja B = (vq,...,v,) uma base ordenada de V'
formada por vetores proprios de P. Podemos escolher a ordenacao de tal forma que
vy, ..., 0 sejam vetores proprios de 0 e os restantes elementos da base sejam vetores
préprios de 1. Para ver que P é uma projecao temos que verificar a equacao P? = P,
para o qual é suficiente ver que P? e P tém o mesmo efeito na base B:

P0)=0=P(v;) sel<i<k

Pz(vi) = P(P(Uﬂ) = {P(l . ’U’) — P(U) sei >k

conforme pretendido.
12. [Enunciadd
(a) Seja A = a + bi com b # 0. Imaginemos por absurdo que v € M,;(C) era um
vetor préprio de A com todas as componentes reais. Uma vez que A é uma matriz
real temos que Av seria também um vetor real mas A\v = (a + bi)v tem pelo menos
uma entrada com parte imagindria nao nula (pois v é real e nao nulo e b # 0). E
portanto impossivel que Av = Av contrariamente a nossa hipotese inicial.
(b) Uma vez que a conjugacao preserva a soma e o produto por escalares o mesmo é
verdade para a soma e produto de matrizes. Como A é real temos A = A e portanto

Av = Av = Av
Por outro lado
Av =X v = \v
Conclui-se que se v é um vetor préprio de A entdo o é um vetor préprio de A (note-se

que T # 0 porque v # 0).
(c) Os valores préprios sao as solugoes de (1 —A)2+1 =0 X\ =144 Os vetores
proprios de 1 + ¢ sao as solugoes de

3] oer-e
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Conclui-se que (1, —i) é um vetor préprio de 1 + i e portanto (1,7) = (1, —i) é um
vetor proprio de 1 — 7. Temos portanto
1 —1] [t 1][1+i o ][t 177"
1 1| | —i 0 1—4| (2 —i
13. [Enunciaddl

(a)

Por inducao em n, sendo que o caso n = 1 é imediato. Assumimos que o resultado
é vélido para um conjunto de (n — 1) vetores como no enunciado.
Sejam vy, . .., v, como no enunciado (e portanto distintos). Sejam ay,...,a, € K
tais que
a11}1+a2@2+...+anvn:0
Aplicando a transformagao linear (7'— A; Id) a equagio anterior eliminamos o vetor
V1
(T — M) (aqvy + agua + ... + au,) =0

<~ Oél(T — )\1)(1}1) + ...+ Odn(T — )\1)(?]71> =0

& o -0+ OéQ(T — )\1)(1)2) + ...+ O{n(T — /\1)(7}71) =0
Notando que

(T — )\1)('111) = T(’UZ) — )\11)7; = )\ﬂ]i — )\1’Ui = ()\,L - /\1)’02‘
obtemos a equacao

CYQ()\Q — )\1)’02 + ...+ Oén(/\n — )\1)7}n =0

Uma vez que, por hipoétese de inducao v, ...,v, sao linearmente independentes
vemos que

042()\2 — )\1) =...= Oén<)\n — )\1) =0
Mas por hipétese dg — Ay £ 0,..., A\, — A1 # 0 logo as = ... = a,, = 0. Conse-
quentemente temos também «; = 0 o que mostra que vy, ...,v, sao linearmente
independentes (conforme pretendido).
Sejam A, ..., \; os vetores préprios de T (assumidos distintos). A alinea anterior

mostra que a soma dos espagos préprios F();) é direta. De facto, se x = v1+. .. +vg
com v; € E();) entdo os vetores v; sdo unicos: dada outra decomposi¢ao z =
v + ...+ v, com v, € E()\;) terifamos

0= (v; —v))+ (vg—vh) + ...+ (vp — vg)’

e se algum dos vetores v; — v} (que pertence a F();)) fosse ndo nulo terfamos uma
combinagao linear de vetores préprios de T' com valores proprios distintos que se
anulava apesar de os coeficientes da combinag¢ao nao serem todos nulos.

Se T ¢é diagonalizavel, existe uma base para V formada por vetores proprios.
Logo E(M\) + ...+ E(\g) = V. Uma vez que a soma é direta, uma base para
V' pode obter-se reunindo bases de cada um dos subespagos E();) e portanto
dim(V) = dim E(\) + ... + dim E(\g), isto é, dim(V') é a soma das multiplici-
dades geométricas.
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Reciprocamente se a soma das multiplicidades geométricas é dim(V') entao dim E(A;)&®
B EN) = dimE(\) + ... +dim E(\) = dim(V) pelo que o subespago
E(\)®...®FE(\) tem que coincidir com V. Reunindo bases de cada um dos E(\;)
obtemos uma base para V' formada por vetores proprios pelo que T' é diagonalizavel.
14. [Enunciado] A matriz de Markov que codifica a probabilidade de transi¢ao entre as paginas

e
0010
L0000
_ 2
M"o %0 1
3300

O vetor préprio de 1 que codifica o estado estacionario é a solugao do seguinte sistema
que tem soma das entradas igual a 1:

-1 0 1 0]/ e a
b0 0 bl gl
0 % -1 1 c|l T2 ) )

Os vetores préprios de 1 sdo os multiplos de (1, %,

normalizado é )

Y {1q12)_(6 3 6 4
1+%+1+§( 20 1,3) = (350 390 197 1)

Conclui-se que as paginas mais relevantes sao a 1 e a 3 igualmente (um(a) internauta
passeando ao acaso passa aproximadamente 1% ~ 32% do tempo em cada uma dessas
paginas).

15. Em geral, numa transformacao linear diagonalizdvel, em que temos V =
E(\) @ -+ ® E(\;) um subespago W C V é invariante se e s6 se W é a soma das suas
interseccoes com os espacos proprios, isto é, se

W=WnEM))®---&(WnE\))
De facto, uma soma de espacos invariantes é invariante e qualquer subespaco de E(\;)
¢ invariante por 7' (uma vez que T atua em FE/();) multiplicando pelo escalar \;). Por
outro lado, se W é invariante e escrevermos
w=w;+wy~+ ...+ W

com w; € FE()\;) entao, uma vez que W é invariante temos que (T'— \y) - -+ (T'— Mg ) (w) €
W. Mas

(T —X2) - (T —XNe)(w) = (T—=Xg)--- (T =X e)(wr)+ ...+ (T —=Xa) -+ (T — M) (wy,)
logo wy € W. Da mesma forma vemos que todos os termos w; € W. Portanto W é a
soma das suas intersecgdes com os E()\;).

No exemplo em questao temos portanto que além dos subespagos invariantes triviais
{0} e Myy»(R), os subespacos invariantes de dimenséo 1 sao F(v/5), E(—+/5) e qualquer
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reta que passe pela origem em F(0) = N(7T'). Os subespagos invariantes de dimensao
2 sdo E(0), B(v5) @ E(—/5) e a soma de qualquer reta que passe pela origem em
E(0) com E(v/5) ou E(—+/5). Finalmente os subespacos invariantes de dimensio 3 sido
E(0) @ E(V5), E(0) ® E(—+/5) e a soma de qualquer reta que passe pela origem em
E(0) com E(v/5) @ E(—/5).

16. Suponhamos que W, é uma familia de espacos invariantes. Dado w € N, W,
temos que w € W, para todo o « (por definigao de intersec¢ao de conjuntos). Uma vez
que W, é invariante vemos que T'(w) € W, para todo o a e portanto que T'(w) € N, W,.
Isto mostra que NW,, (que pelo Exercicio 3. ¢ um subespago de V') é um subespago
invariante.

Analogamente seja W = > W, o conjunto de todos os vetores de V' que se podem
escrever como somas (finitas) de elementos dos subespagos W,. Dado w € W existe um
conjunto finito ay, ..., a; de indices tais que w = wy + ... + w, com w; € W,,. Entao

T(w)=T(wys+...+wg) =T (w)+ ...+ T (wyg)

Uma vez que W, sdo invariantes, T'(w;) € W,,. Conclui-se que T'(w) é uma soma finita
de vetores que pertencem aos espacos W, e portanto pertence a W. Logo W é um
subespago invariante.

17. [Enunciadd
(a) O polinémio caracteristico é
2—-A 1 0
I 2=X =1 ][=02-21-X)—-140-0—(1=XN+2-X=(2-X*(1-2))
1 1 1—A

logo os valores proprios sao 2 e 1 com multiplicidades algébricas 2 e 1 respetiva-
mente. Os vetores préprios de 2 sao dados por

01 0 a -
10 =1/ |» :0@{6_0
11 1| |e a=c

Logo a multiplicidade geométrica de 2 é 1. Conclui-se que a forma candnica de
Jordan tem um tnico bloco com A = 2 na diagonal, de tamanho 2 e portanto

(2 1 0
J=10 2 0
0 0 1

Os vetores proprios de 1 sao as solugoes de

11 0] [a] h— —a
11 —1| [b :0@{
11 0 ¢=0

Sendo B = (v1,v2,v3) uma base com respeito a qual a matriz estd em forma
canénica de Jordan podemos tomar v; = (1,0,1),v3 = (1,—1,0) e para vy uma
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solucdo da equagao (A — 21 )vy = vy:

01 0 a 1
1 0 =1 16| =10
1 1 —1 c 1

Por exemplo vz = (0,1,0). Conclui-se que os espagos préprios generalizados sao
E(1) = E(1) = L({(1,-1,0)}),  E£7(2) = L({(1,0,1),(0,1,0)})

(b) O polinémio caracteristico é

2 0 0
8 (1) (1) = B=N(1=NB=N+1)=B=2*N—4r+4) = (A -2(A-3)
0 1 3

Os vetores préprios de 2 sdo os vetores da forma (0,0, ¢, c) com ¢ # 0 e os vetores
préprios de 3 sdo os vetores da forma (a,0,0,0) com a # 0. Uma vez que ambos
os vetores proprios tém multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade geométrica 1, a
forma canoénica de Jordan é

3100
03 00
S = 00 21
000 2
Sendo B = (vy,v2,v3,v4) uma base que coloca a matriz nesta forma podemos

tomar v; = (1,0,0,0) e v3 = (0,0, 1, 1), sendo vy e vy solugdes de (A — 31 )vy = vy €
(A — 21 )vy = v3 ou seja

0 2 0 O0f [a 1 12 0 0fla 0
00 0 Of]b] 10 01 0 O} (bl |0
0 0 -2 1 cl |0 00 —-1 1 cl |1
00 —1 0] |d 0 00 —1 1| |d 1
Podemos portanto tomar por exemplo vy = (0, %, 0,0) e vy = (0,0,0,1). Conclui-se

que os espagos proprios generalizados sao

E‘(3) = L({(1,0,0,0),(0,1,0,0)}) EY(2) = L({(0,0,1,0),(0,0,0,1)})
(c¢) O polinémio caracteristico é
a0 -

~-1 2-A % =2-NCE-NE-N+DH=2-NN—-4r+4)=(2-))

1
2 4
0

Os vetores proprios de 2 sao as solugoes de

1
2
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Portanto E(2) = {(a,b,a): a,b € R} tem dimensao 2. Uma vez que a multiplicidade
geométrica de A = 2 ¢é 2 a forma candnica de Jordan da matriz é (a menos de uma
possivel troca da ordem dos blocos)

J:

S O N
SN =
N OO

O espaco préprio generalizado de 2 é todo o R3. Apesar de nao ser pedido vamos
achar a base B = (vy, v9, v3) com respeito & qual a matriz fica nesta forma canénica.
Os vetores v; e v3 serdao uma base para o espago proprio de 3 e o vetor vy tem que
satisfazer a equacao (A — 2I)vy = v;. Para que esta equacao tenha solugao v; terd
de pertencer ao espaco das colunas de (A — 2I) que claramente é L({(3, -1, 3)}).
Podemos assim tomar v, = (%, -1, %) e achar vy resolvendo a equacao

1 1 1
3 0 —3]|a 3
-1 0 1 bl = |—1
1 1 1
3 0 —3] [c 3
Uma possivel solugao é vy = (1,0,0). Para v3 podemos tomar qualquer vetor

préprio de 2 que seja linearmente independente de v;, por exemplo vz = (0, 1,0).
O polinémio caracteristico é

2—-A 1 0 0
2—-A 1 0
-1 2-Xx 0
1 0 2-=2A

=@2-N] 1 2-Xx 1 |=(X-2)¢

oo |

O espaco préprio generalizado de 2 é todo o R* uma vez que sé hé um valor préprio.
Os vetores proprios de 2 sao as solugoes de

0 1 0 0] a
1010 (b _, {b:

0 -1 0 0 C cC= —q
0 1 0 0||d

Logo E(2) = {(a,0,—a,d): a,d € R}. Uma vez que a multiplicidade geométrica,
de A = 2 ¢ 2, hé dois blocos de Jordan logo temos as seguintes duas possibilidades
para a forma canénica de Jordan (a menos de troca de ordem dos blocos):

5100 51 0 0
02 0 0 02 1 0
T=10 0 2 1 ou - J=15 0 9 g
000 2 000 2
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No primeiro caso temos (J —2I)? = 0 e portanto (A —2I)? = 0, o que nao acontece
no segundo caso. Uma vez que

01 00]f0 1 00 1 0 1 0
e |t 0o 10|{1t 0o 10 0o o0 00
(A=20"=1o Z1 00| lo =1 00/ = |=1 0 -1 0

01 000 1 00 1 0 1 0

¢ nao nula concluimos que a forma candnica de Jordan é a segunda das opcoes
indicadas acima. Embora nao seja pedido vamos achar a base B = (v, vg, v3,4)
que coloca a matriz nesta forma. Os vetores v; e vy, formam uma base para o
espago proprio enquanto que v, e v3 tém de satisfazer as equagdes (A — 21 )vy = vy
e (A — 2I)vz = vy. Estas equagoes implicam que (A — 27)?v3 = vy logo v, terd de
estar no espago das colunas de (A — 2I)%. Desde que esta condicdo seja verificada
conseguiremos resolver estas equacoes.
Podemos portanto tomar v; = (1,0,—1,1) e entdao v3 = (1,0,0,0), por exemplo,
serd uma solucao de (A — 27)?v3 = v;. Para v, podemos entao tomar (A — 21 )vs =
(0,1,0,0). Para vy podemos tomar qualquer vetor préprio de 2 néo colinear com
vy, por exemplo vy = (1,0, —1,0).
18. [Enunciadd
(a) O polinémio caracteristico é
—1-X 2 9 9
RSN IR I
logo os valores préprios sao 4+/7 ambos com multiplicidade algébrica, e portanto
geométrica, igual a 1.
(b) O polinémio caracteristico é

1—A 0 0
7 =2-X 0 |[=(01-XN2+N?
1 9 —2—-A
logo os valores préprios sao A = 1 e A = —2. A multiplicidade algébrica e geométrica

de 1 éigual a 1. A multiplicidade algébrica de —2 é 2. Os vetores préprios de —2
sao as solugdes nao nulas de (A +27)v = 0. Uma vez que A+ 21 tem caracteristica
2, 0 espago proprio de —2 tem dimensao 1 e portanto a multiplicidade geométrica
de —2¢é 1.

(¢) O polinémio caracteristico é

“1-Xx 0 1
1 =X =1 =@ +NAMZ=A) =1 A+1+A=A1+A)(2-N)
—1 -1 2-—AX

Portanto os valores préprios sao 0,—1 e 2 todos com multiplicidade algébrica e
geométrica 1.
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(d) O polinémio caracteristico é

—“1-X -2 =2
0 2—=X 1 |=—=1+N((2-N*+1)
0 —1 2-2

logo os valores préprios (enquanto matriz complexa) sao —1 e 2 + i todos com
multiplicidade algébrica e portanto geométrica iguais a 1.
(e) O polinémio caracteristico é

~1-Xx -2 =2
I 2=X 1] = (A+N)2-N)+2+2-22-2) 22— (1+))

= (1+AN)A2=N)—=1)=—1+N)A-1)

logo os valores préprios sao —1 com multiplicidade algébrica e geométrica 1 e 1 com
multiplicidade algébrica 2. Os vetores préprios de 1 sao as solugoes nao nulas de

-2 =2 =2 a
1 1 1 bl =0&c=a-+b
-1 -1 -1 c

Logo o espago proprio de 1 é E(1) = {(a,b,—a —b): a,b € R}. Como E(2) tem
dimensao 2, a multiplicidade geométrica de 1 é também 2.
(f) O polinémio caracteristico é

1—A 1 0 1
2 2=-Xx -1 0
0 0 1—-X 2
0 0 3 —-A

= (1=XE2-2)=2)AA-1)-0)

= (AN =30)N\=XA=6)=AA=32\+2)

logo os valores préprios sao 0,3 e —2. As multiplicidades algébricas e geométricas
de 0 e —2 sao ambas 1 e a multiplicidade algébrica de 3 é 2. Os vetores proprios
de 3 sao as solugoes nao nulas de

2 1 0 1] a
2 -1 -1 o |b|_, {b:2a—c
0 0 -2 2| |c c=d

0 0 3 -3||d

Logo E(3) = {(a,2a — ¢,¢,c): a,c € R} tem dimensao 2 pelo que a multiplicidade
geométrica de 3 é também 2.
19. [Enunciaddl
(a) A entrada ii de AB é dada por Y7, a;;bj; logo

n

tr(AB) = i i aibi =Y i bjia;; = tr(BA)

i=1 j=1 j=1 i=1
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(onde usdmos a comutatividade e associatividade da soma de escalares, e a comu-
tatividade do produto de escalares).

(b) Pela alinea anterior temos tr(SAS™') = tr((AS™1)S) = tr(A).

(c) Dada uma matriz A € M, +,(C), a forma canénica de Jordan garante a existéncia
de uma matriz invertivel S tal que SAS~! estd em forma candnica de Jordan.
Uma vez que os valores préprios de A aparecem na diagonal de SAS™! repetidos
de acordo com a sua multiplicidade algébrica, temos o resultado pretendido. A
afirmacao relativa ao determinante é uma consequéncia da igualdade

det(SAS™!) = det(S) det(A) det(S™') = det(S) det(A)

1
der(g) ~ det4)

Uma vez que a forma canénica de Jordan SAS~! é triangular superior, o seu de-
terminante é o produto das entradas na diagonal, ou seja, é o produto dos valores
proprios de A repetidos de acordo com a sua multiplicidade algébrica.

(d) Sendo A, A2 as entradas na diagonal da forma canénica de Jordan das matrizes
dadas temos

(i) M+A=1+4=5e M\ Ay =4—4=0. Logo um dos valores préprios é 0 e
o outro é entao necessariamente igual a 5.

(ii)) i+ A =3—-1=2e My =—-3+4=1. As tnicas solugoes deste sistema
sao A1 = Ay = 1 (pois A\ + /\il =2 & (A — 1) = 0) logo o tnico valor
proprio de A é 1. Uma vez que A nao é a matriz identidade, vemos que A
nao ¢ diagonalizavel pelo que a multiplicidade geométrica de 1 é apenas 1 e
a multiplicidade algébrica é 2.

20. Se A e B sao matrizes triangulares superiores (respetivamente inferiores) a
entrada iz do produto é dada por a;;b; - os restantes termos na férmula para esta entrada
no produto de matrizes anulam-se devido aos zeros abaixo (respetivamente acima) da
diagonal. Logo se alguma das entradas diagonais de A € M, ,(K) for ndo nula, a
mesma entrada diagonal de A* serd ndo nula para todo o k > 1. Portanto A nao sera
nilpotente. Isto mostra que se A é nilpotente entao as entradas diagonais sao nulas.

Reciprocamente se A € M,,x,,(K) é triangular (superior digamos - podemos deduzir o
resultado correspondente para matrizes triangulares inferiores transpondo) e as entradas
diagonais sao todas nulas vamos ver que A" = 0 pelo que A é nilpotente.

Isto é uma consequéncia do seguinte facto que iremos demonstrar: quando multipli-
camos uma matriz A que consiste em 0Os até m linhas acima da diagonal (isto é, a;; = 0
para i > j —m) por uma matriz que consiste em Os até p linhas acima da diagonal (isto
éb;; = 0 parai > j—p) entdo AB consiste em Os até p+m+1 linhas acima da diagonal.

Aplicando isto a uma matriz triangular superior A com 0Os na diagonal vemos que A?
consiste em 0s até a linha acima da diagonal (inclusivamente), A® terd duas linhas de
Os acima da diagonal, etc... até que finalmente A™ = 0



304 ALGEBRA LINEAR

Sejam entao A e B matrizes n xn com a;; = 0 parai > j—me b;; = 0 parai > j—p.
Vamos calcular a entrada ij de AB assumindo que ¢ > j —m —p — 1:

n i+m n
(AB)i; = aubiy =Y _ambey + Y auby
k=1 k=1 k=itm+1

O primeiro dos somatérios a direita é zero porque por hipétese a;, = 0 parai > k—m <
k <1+ m. O segundo dos somatorios € zero porque k >i+m+1lei>j—m—p—1
(que assumimos) implica k > j — p e portanto temos b;; = 0. Conclui-se que (AB);; =0
para i > j —p —m — 1 conforme pretendido.

21. Seja B = (1,t,1?) a base canénica dos polinémios de grau < 2. Uma vez que
T(1)=1+t+t*T(t) =t+t* e T(t*) = 2t* vemos que

——_ O
OO O

1
Arpp= |1
1

Os valores proprios de T' sao as solugoes de

1-XA 0 0
1 1=XA 0 |=0&(1-X%2-A)=0
1 1 2-2)

Uma vez que os valores proprios da matriz sao reais, a forma candnica de Jordan da
matriz enquanto matriz complexa sera real e, uma vez que podemos escolher vetores
reais para a base que coloca a matriz em forma candnica de Jordan, 7' vai também
admitir uma forma candnica de Jordan (a base que coloca T em forma candnica de
Jordan é formada pelos vetores cujas coordenadas colocam a representacao matricial
em forma canénica de Jordan).

Os vetores proprios de 1 da matriz que representa 1" na base B sao as solugoes nao

nulas de
0 0 0f [a {azO
1 0 0] |[b] =0«
1 11

c c=—b

Os vetores préprios de 2 sdo claramente os vetores nao nulos da forma (0,0, ¢).

A multiplicidade geométrica do valor proprio 1 é apenas 1, o que significa que a forma
canénica de Jordan de T' tem apenas um bloco com 1 na diagonal. Logo, a menos de
uma possivel troca da ordem dos blocos,

1 10
J=10 10
0 0 2
Sendo B’ = (v1,v2,v3) a base com respeito a qual Arp p = J podemos tomar

[v1]p = (0,1,—1) & v; =t — 2. As coordenadas de v, tém de satisfazer a equagao
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(Ar..s — I)[v2] B = [v1]B Ou seja

00 0] [a 0 L
1o0o0|l|pl=]1]e
11 1| |e 1 btc= -2

Uma possivel solugao é [v]p = (1,—2,0) < vy = 1 — 2¢t. Finalmente podemos tomar
[v3]g = (0,0,1) & v3 = t*. Conclui-se que uma base que coloca T' em forma canénica
de Jordan é

B' = (t—t,1—2t,t)

22. A condigao necessdria e suficiente é que todos os valores préprios da matriz
real que representa T' com respeito a uma (qualquer) base B de V sejam reais (quando
a matriz é encarada como uma matriz complexa).

A necessidade da condicao é evidente: dizer que T' admite uma forma candnica de
Jordan significa que existe uma base B para V' com respeito a qual Ay g p € representada
por uma matriz diagonal por blocos com blocos de Jordan (reais) na diagonal. Se isso
acontece, entao claro que todos os valores préprios de Ar g g (enquanto matriz complexa)
sao reais e se B’ for qualquer outra base para V', os valores préprios de Ar p g (sendo
os mesmos que os de Ap p p) serdo também reais.

Para ver a suficiéncia seja A = Ar p p a representacao matricial de 7" e n = dim(V).
Enquanto matriz n x n complexa, A tem uma forma canénica de Jordan, isto é, existem
uma matriz invertivel S € M, ,(C) e J em forma de Jordan tais que A = SJS~!. Por
hipdtese J é real porque estamos a assumir que todos os valores proprios de A sao reais.
Vejamos que podemos escolher a matriz S de forma a que seja também real.

As colunas de S sao vetores proprios generalizados, que se obtém resolvendo as
equagoes (A — Al)vy = 0, (A — Al )vy = vy, etc..., com A um valor proprio de A. Uma
vez que A e A sdo reais podemos encontrar solucoes reais: de facto, o nimero de vetores
préprios generalizados de A que pertencem a base B’ de C™ formada pelas colunas de
S é dim N((A — AI)") e este numero é o mesmo quer calculemos o nicleo da matriz
(A — AI)" como matriz complexa quer o facamos como matriz real.

Seja entao S € M,x,(R) tal que A = SJS™' e wy,...,w, € V os vetores cujas
coordenadas na base B sao as colunas de S (isto é [w;|p é a i-ésima coluna de S). Entao
B" = (wy, ..., w,) ¢ uma base ordenada para V' com respeito a qual Ay g pr = J 0 que
mostra que 7" admite uma forma candnica de Jordan.

23. Uma vez que 1 é o unico vetor préprio de 7', a forma candnica de Jordan
para 1" terd todas as entradas diagonais iguais a 1. Como a multiplicidade geométrica
de 1 é 3 a forma canodnica de Jordan tera 3 blocos. As possibilidades para as dimensoes
dos blocos (a menos de troca de ordem dos blocos) sao: 5+1+1,4+2+1e34+2+2
correspondendo as formas candnicas de Jordan

1100000 1100000 1100000
0110000 0110000 0110000
0011000 0011000 0010000
00011007, 0001000 |, 0001100
0000100 0000110 0000100
0000010 0000010 0000011
0000001 0000001 0000001
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Nas bases em que a representacao matricial de T' é dada pelas matrizes acima é facil de
calcular o niicleo de (T — Id)?. Obtemos as seguintes dimensoes para o ntcleo: 4,5 e 6
respetivamente. Sao estas as possibilidades.

24. [Enunciado] O polinémio caracteristico de A é

I-x 2 ~1
-1 —1-=Xx 0 |=WN=-1D2-N+1+22-A) ==X +222—-\+3
0 I 2-A

Aplicando o algoritmo da divisao vemos que
p(z) =" -2+ —22+1 = (—2*—22° - 22% —5x — 14) (=2 + 22 — v +3) +302° —x +43
Pelo Teorema de Cayley Hamilton sabemos que —A3 + 2A4? — A + 31 = 0 logo
p(A) = (—A*—24% —2A4% —5A —141)-0+30A* — A +43]

-1 -1 -3 1 2 -1 43 0 0
=3[0 -1 1|—-(-1 -1 0 |+|[0 43 0
-1 1 4 0o 1 2 0 0 43
12 =32 -89
= 1 14 30
=30 29 161

25. Vamos demonstrar o resultado por inducao na dimensao de V. O caso em
que dimV = 1 é imediato. Assumimos como hipdtese que o resultado é verdadeiro
sempre que o espaco vetorial tem dimensao n — 1 e tomamos para V' um espago vetorial
de dimensao n.

Uma vez que V é um espago vetorial complexo de dimensao finita, 7' tem um vetor
préprio v. Seja W o espago vetorial quociente W = V/L({v}). Uma vez que L({v}) é
um subespaco invariante, T induz um endomorfismo

T W—>W

definido por T'(v + L({v})) = T(v) + L({v}). Dado que W tem dimensdo n — 1, por
hipétese de indugao existe uma base B' = (vo+ L({v}),...,v,+ L({v})) para W tal que
Az g s € triangular superior. Isto significa que existem escalares ;; para2 < j <i <n
T(Ui + L({U})) = Q;;V; + ai(i—l)vi—l + ..+ Qv + L({’U})
A equagao anterior significa que existem escalares a;; tais que
T(vi) = Vi + Q-1 Vim1 + . .. + Qa2 + 1V

Mas entao B = (v, vs,...,v,) é¢ uma base de V tal que Ay p p ¢ triangular superior.
26. [Enunciadd
(a) Temos que calcular as solugbes da equagao diferencial (D — A\)"y = 0 uma vez que
y(t) é um vetor préprio generalizado de D se e s6 se é uma solugao desta equagao
para algum natural n.
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Sabemos que (D — \)y = 0 < y(t) = c;eM. Portanto para n = 2 obtemos
(D=XN*y=0s (D-N(D-Ny)=0< (D - Ny =ce

Esta equacao pode ser resolvida usando a sugestao que comegamos por verificar:

© () = )

v =y =) e ey =AMy = e V() & -

Tomando agora f(t) = c;e* obtemos entao
d
At
<:> J—
@i
Conclui-se assim que
(D =Ny =0sy(t) = (c1t + c3)eM
Vamos entao mostrar por indugao que

(D =Ny =0 yt)=ce+crte™ + ..+ ey it" e

Yy — Ay =ce e My(t)) =1 & e My(t) = cit + 2 & y(t) = (it + c2)e™

o que implica o resultado pretendido. Ja observamos que a base de inducao é
verificada. Assumindo que o resultado é védlido para a equagao (D — \)""ly = 0

temos
(D=XN"y=0<(D-XN"1(D-=Ny) =0 (D—ANy=(c1 +cat+...co1t"%)eM
para algumas constantes c¢{,...,c,_1. Usando a sugestao, a equacao anterior é
equivalente a
d n—2 —\t t? !
— (e y(t)) =citct+...cpt" Tt Nyt) =cot+at+co—+ ... Fen
dt 2 n—1
Uma vez que cg, ¢, ...C,_1 Sa0 constantes arbitrarias, isto conclui a demonstracao

do passo de inducao.
(b) Vamos ver que e nao se pode escrever como uma combinacao linear de funcoes de
algum E()\). De facto se f(t) € E()) entao claramente

lim f(t)

ttoo e

Suponhamos por absurdo que e = fi(t)+. ..+ fi(t) com fi(t) € E();). Dividindo
esta igualdade por e e tomando o limite quando ¢t — +oco obtemos a contradicio
1 = 0. Conclui-se que nao é possivel escrever e¢ como uma soma (finita) de vetores
préprios generalizados de D.
27. [Enunciadd
(a) Suponhamos que N* = 0. Dado que AId +N = \ (Id —i—%N), para ver que este endo-
morfismo ¢ invertivel é suficiente ver que Id —|—§N é invertivel, sendo que (+ N)* = 0.

X
Mas pela sugestao temos

Id 1N Id 1N 1N2 1)1 ! NF1) = 1d (_”ka—Id 0=1d
( +X ) _X +F —...—|—(—) Nl = + \F = +0 =

=0
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Conclui-se que Id—%N + %Nz — ...+ (—1)’“’1/\,9—1,1Nk*1 é a inversa de Id —|—§N e
portanto que
1 1 L p—1 L k—1
(80) X (Id—XN—i—FN — ...+ (-1 /\k—lN

¢ a inversa de ANId +N.

(b) Tendo em conta o exercicio anterior, podemos tomar V = L({e, te!,... tre! .. .}) e
para 1" a restricao da operacao de derivacao D ao subespaco V. Todos os elementos
de V' sdo vetores préprios generalizados de 1 para T logo V' = E9(1).

No entanto T'— Id = D — Id nao ¢ nilpotente em V: dado um natural n arbitrario
temos (D — Id)"(t"e") = nle' # 0 pelo que nenhuma poténcia de (D — Id) se anula
em todo o espago V.

(¢) Podemos escrever (T—pu) = (A—p)+(T—A). Apesar de (T'—\) nao ser nilpotente em
E9()\) continua a ser verdade que para cada v € E9()\) individualmente (T — \)fv =
0 para algum k, portanto a expressao

1 1 1 )
p— <Id )\_M(T A) + ()\_#)Q(T A) —|—...)v
faz sentido para todo o v € E9()): apesar de aparentemente haver infinitos termos
na soma, eles sao todos 0 a partir de certa ordem que depende de v.
E agora imediato verificar que a funcio definida em E9()) pela expressio S(v) =
ﬁ (Id —ﬁ(T —A) + W(T -2+ ) v (que toma valores em E9()\) porque
E9()\) é um subespago invariante por T) é linear e satisfaz S(T'—pu) = (T'—p)S = 1d
pelo que a restrigdo de T'— p a E9(\) é um isomorfismo.
A demonstragao que a soma dos espagos proprios generalizados é direta (parte da
demonstracao do Teorema s6 utilizou o facto de a restricao dos endomorfismos
(T — p) a E9(X) serem isomorfismos quando A # v e portanto permanece vélida.
28. [Enunciadd
(a) Parai < k—1 o efeito de T no (i—1)-ésimo vetor da base escolhida é T(T"v) = T v
que ¢ ainda um vetor da base de W (é o vetor seguinte). O efeito no k-ésimo vetor
é

T(kal,v) — Tk'U = —QapU — ... — akflTkilv

logo a matriz que representa T' com respeito & base (v, Tw,...T* 1v) é

0 0 0 —ag
10 - 0 —a

0 1 0 D

0 0
0 - 0 1 —ap1
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(b) Temos de calcular o determinante

()
(d)

“A 0 - 0 —ap

[ S 0 -

0 1 =\ :

0 0

0 - 0 1 —api—A\

o que fazemos por inducao na dimensao da matriz. Se k = 1 a matriz é simplesmente
[—ao] pelo que o resultado esta correto. Assumindo que o resultado esté correto
para matrizes companheiras de dimensao k — 1 e aplicando a regra de Laplace ao
longo da primeira linha obtemos a seguinte férmula para o determinante

A e 0 —a 1 -\ - 0
1 -\ : : 0 1 -\

Al 0 + (—1)*"(=ao)|0 o0
0 -+ 0 1 —apq—A 0 - 0 1

que, por hipétese de inducao, é
(=N (=D M a + agA + ... + ap N2 MY 4+ (=D)Fag = (=1)*p(N)

conforme pretendido.

Se v é um vetor proprio com valor préprio A, o subespago ciclico gerado por v é
L({v}) e Tv = Av logo a matriz companheira é [A].

Temos T(v) = (2,1,1) e T?*(v) = T(2,1,1) = (6,2,3). Os vetores {v,T(v), T*(v)}
sao uma base de R3 pelo que o espaco ciclico gerado por v é todo o R?. Temos
T3(v) = T(6,2,3) = (17,7,9) e resolvendo o sistema T3 (v) = av + bT(v) + ¢T?(v)
obtemos

126 | 17 126 | 17
01 2] 7|=012] 7
013/ 9 0011 2

peloque c =2, b =7—2c=3ea = 17—2b— 6¢c = —1. Ou seja T?(v) =
—v+3T(v)+27T?(v) e a matriz companheira (que representa T’ na base (v, Tv, T?v)

0 0 —1
1 0 3
01 2
Notamos primeiro que se {v,T(v),...,T*1(v)} é linearmente independente, o

mesmo serd verdade para o conjunto {v,p1(T)(v),...,pk—1(T)(v)} se o polinémio
p; tiver grau j (a matriz de mudanga de coordenadas de uma base para a outra é
triangular com entradas nao nulas na diagonal).
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Consequentemente se p(x) = g(x)r(x), o grau de g(z) for m e o de r(z) for ¢ (com
m + ¢ = k) entao

B=(v,T(v), T*(),...,T" ' (v),q(T)(v), Tq(T)(v),... ,Tgflq(T)(U))

¢ uma base para o espago ciclico determinado por v e é imediato verificar que
Ar g p é a matriz indicada: note-se que se r(z) = by + byz + ... + 2! entdo dado

que ztq(x) = r(x)q(x) — by_1271q(z) — ... — biwq(z) — bog(x) temos
T(T™q(T)(v)) = T'q(T)(v)
= PT)) — b T T)w) — .. — B Ta(T)() — boa(T) (o)
= b T 'T)(W) — ... = byTq(T)(v) — boq(T)(v)
(f) Seja J um bloco de Jordan de tamanho k com A na diagonal e T: RF — RF a
transformacio definida por T'(x) = Jz. Seja (v1,...,v) a base canénica de R*.

Entao dado que (T'— \)(vy) = vp_; para i = 1,..., k — 1, vemos que {vy, (T —
N (vg), ..., (T=X) "1 (vg)} é linearmente independente, e portanto {vy, T'(vg), ..., T* 1 (vg)}
¢ linearmente independente (conforme a alinea anterior). O espago ciclico gerado
por vy, é portanto todo o R*. Uma vez que (T — \)*(v;,) = 0 a matriz companheira
determinada pelo vetor vy, é a do polinémio p(z) = (z —\)* = Zfzo(—l)i (’f) Negh=t;

0 0 - 0 (=1)F1pk
1 0 0 (—1)Faet
0 1 0 0 (=LFLEN-2
: 0 :
0 1 kA
esta matriz representa a transformaciao T’ com respeito & base (v, ..., T* (vy)) de

R¥ e ¢é portanto semelhante & matriz J que representa T na base candnica.
29. [Enunciadd
(a) Dado p(x) € I, podemos usar o algoritmo de divisao para escrever p(z) = q(z)m(z)+
r(z) tendo r(z) grau menor que m(x). Uma vez que

0 =p(T)(v) = ¢(T)ym(T)(v) + r(T)(v) = q(T)(0) + r(T)(v) = 0+ r(T)(v) = r(T)(v)

vemos que r(z) € I,. Como escolhemos m(x) com o menor grau possivel, isto sé
pode acontecer se r(x) = 0, isto é se p(z) ¢ um multiplo de m(x). Reciprocamente
é evidente que todos os miltiplos de m(z) estao em I,.

(b) Pelo Teorema de Cayley-Hamilton o polinémio caracteristico de T" pertence a I,
logo pela alinea anterior, m,(z) divide o polinémio caracteristico de 7.

(¢) O polinémio minimo de uma transformagao linear pode ser calculado usando a
forma canoénica de Jordan da seguinte forma:
O polinémio minimo de um bloco de Jordan de tamanho k& com A\ na diagonal
coincide com o polinémio caracteristico e ¢ dado por p(x) = (A — x)¥ (ver a alinea
(f) do exercicio anterior - é o polinémio minimo do elemento da base correspondente
a tltima coluna do bloco).
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O polinémio caracteristico de uma matriz é o produto dos polinémios caracteristicos
de cada bloco na forma candnica de Jordan. No entanto se k for o maior tamanho
de um bloco com A na diagonal, o polinémio (T — \)* aniquilara todos os vetores
préprios generalizados de . Portanto se Aq,..., A\; forem os valores proprios dis-
tintos de T" e myq, ..., my os tamanhos dos maiores blocos correspondentes a estes
vetores préprios, o polinémio (7" — A)"™ -+ (T — A\g)" anular-se-4.

Por outro lado nenhum fator préprio deste polinémio aniquilard a transformacgao
T (se faltar algum fator (7' — ;) entao o polinémio nao aniquilard o vetor da base
correspondente a ultima coluna de um bloco com )\; na diagonal e comprimento
méaximo). Conclui-se que (T" — A\y)™ --- (T — A\;)™ é o polinémio minimo de 7" e
este coincide com o polinémio caracteristico se e s6 se existe exatamente um bloco
de Jordan para cada valor préprio.

(d) Cada matriz é semelhante a sua forma canénica de Jordan e duas formas de Jordan
com uma estrutura de blocos diferentes nao sao semelhantes pelo que temos apenas
que encontrar as formas canénicas de Jordan que tém polinémio minimo (z — 1)
Pela alinea anterior estas sao as formas canodnicas de Jordan que tém 1 em todas
as entradas diagonais e cujos blocos de Jordan tém comprimento maximo 2. As
trés possibilidades (note-se que matrizes que se obtenham por troca de ordem dos
blocos sao semelhantes) sao

1 000 1 100
0100 01 00
0011 0011
0001 0001
(e) Vimos na alinea (c¢) que o polinémio minimo é (x — A;)™ --- (z — \g)™ onde \; sdo

os valores proprios distintos de T e m; é o tamanho do maior bloco correspondente
a A;. Seja v; o vetor da base correspondente a tultima coluna de um dos maiores
blocos com A; na diagonal e v = v; + ... + vg. Dado um polinémio p(z), P(T)v;
pertence ao espago ciclico gerado por v;. A soma dos espacos ciclicos gerados pelos
v; é direta (pois os espagos ciclicos estao contidos em espagos préprios generalizados
correspondentes a valores préprios distintos) logo p(T)v = 0 se e s6 se p(T)v; = 0
para todo o i, o que acontece se e s6 se (x — \;)™ divide p(x). Conclui-se que I,
consiste nos multiplos do polinémio minimo de 7', isto é que o polinémio minimo
de T é my(x).

30. Nesta resolugao vamos escrever mg,(\) e m,(A) respetivamente para as mul-
tiplicidades algébrica e geométrica do valor préprio A e convencionamos que as entradas
abaixo da diagonal na forma canénica de Jordan real sdo escolhidas positivas (cf. Ob-
servacao [6.76). Notamos que mgy(1 — i) = my(1+1) = 2 e que mgy(1+1) = mgy(1 — i) >
mg(1 4 1) = 2. Além disso m,(2) > my(2) > 1e

ma(2) +2mg(1 +1i) = 8.

Conclui-se que ou my(l + 1) = my(1l — i) = 2 e entdo my(2) = 4, ou my(l +1i) =
mq(1 — i) = 3 e entdo m,(2) = 2. No primeiro caso os espagos proprios generalizados
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de 1 47 coincidem com os espagos proprios e portanto a forma candnica de Jordan real
toma (a menos de troca da ordem dos blocos) uma das seguintes formas dependendo da
acao de A no espaco proprio generalizado de A = 2:

1-10 000009 1-10

[y

cococo~r—oO
I
—

cooo~RoO
I
—

—
OOONO OO O
OO OO O
ON—HOOD OO O
N—ROOO OO O
—
OCOO0OO— OO

coococoomm
coocococow |
cooor |l oo
cococoom
coococoor
coocor o
cocoor | o
coorvo oo
conv—o oo
ocw—oco oo
voooo oo
coocococor
coonvocooo
conv—ocooo
crnvoococooo
M—OOO OO O
coocococor
coocococor
|
cooor oo
coonvococoo
cov—ocooo
crnoococooo
NoOCoo oo O
coocococor—
coocococo~
|
cooor oo
coonvoooo
convocococoo
cvwoocococoo
NoOocoo oo O

No segundo caso, na forma canoénica de Jordan complexa cada um dos valores préprios
1 + ¢ tem dois blocos, um de comprimento 2 e outro de comprimento 1. Ha portanto
apenas duas possibilidades consoante o espaco préprio de 2 coincide ou nao com o
respetivo espago préprio generalizado:

1-11 000 00 1-110 0000
11010000 11010000
001-10000 001-10000
00110000 ou 00110000
000O01-100 000O01-100
00001100 00001100
000O0O0O0OZ20 000O0O0OO0Z21
000O0O0OO0TO02 000O0O0OO0O0O2

31. [Enunciadd

(a) O polinémio caracteristico da matriz é
1—x -1 1
2 1-X -1 [==N+3\—-5\1+6
1 1 1=A
Vemos que A = 2 é uma raiz, donde obtemos a fatorizacao
XN 43N =B+ 6=—(A—2)(A\* =\ +3)

Os valores préprios sao portanto 2 e %ﬁ todos com multiplicidade algébrica 1.

Conclui-se que a forma canénica de Jordan real é (a menos de troca de ordem de
blocos e do sinal das entradas fora da diagonal):

2 0 0
(81) J=10 5 =3
o ¥ 1
2 2
Os vetores proprios de 2 sao as solugoes nao nulas de
-1 -1 1 a
= b =2b
2 1 1| |b| =070 L0
1 1 -1 c c=2a—0b C = 3b
ou seja, os multiplos de (2,1,3). Os vetores préprios de %ﬁ sao as solugoes nao
nulas de
L%Vﬁr _1 1
2 _ —14i/11 _ _1+iv1l
2 == la+b b= -

a
2 LI g b =0
&

1—iv11
1 1 =i

. =
c:2a—|—%ﬁb c=—a
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ou seja, os miltiplos de (1, —%, -1) = (1, —%, —1) +4(0, —g,O). De acordo

com a demonstracao do Teorema [6.75| uma base que coloca a matriz dada na forma
é
((2.1,3), (1, =5, 1), (0, %31, 0))

-
(b) O polinémio caracteristico da matriz dada é

1 21 1
130 0 , o
0 0 92 —1|=@=NE=N+2)C-N"+1)=(A-2"+1)
0 01 2

logo os valores proprios complexos sao 2 + ¢ ambos com multiplicidade algébrica 2.
Os vetores proprios de 2 + ¢ sao as solugoes nao nulas de

—1—-¢ 2 1 1

, a —(1+49)(1—i)b+2b+c—ic=0 c=0
-1 1—7 0 0 b _ .
0 0 —i —1| le =0&qa=(1—-1i)b S cqa=(1—-14)b
0 0 1 —i||d d = —ic d=0

ou seja, os multiplos nao nulos de (1—14,1,0,0) = (1,1,0,0)+i(—1,0,0,0). Uma vez
que a multiplicidade geométrica de 2 + 7 é apenas um vemos que a forma candnica

de Jordan real toma a forma (novamente escolhendo as entradas abaixo da diagonal
positivas cf. Observagao [6.76|)

2 -11 0
1 2 0 1
(82) /= 0 0 2 -1
0 0 1 2

Um vetor préprio generalizado de 2 + ¢ é uma solucao de

—l—i 2 1 1| |a 1—i 2+ (1+4)+ 20+ (1 +i)d=1—14
—1 1—¢ 0 O b 1 .
0 0 —i —1llel =1 0 1® a=(1-1)b—1
0 0 1 —illd 0 c=1d
d=—1—i
Sa=(1-dib—-1
c=1—1

Escolhendo por exemplo (—1,0,1—4,—1—4) = (—1,0,1,—1)+4(0,0, —1, —1) vemos
(de acordo com a demonstragao do Teorema [6.75]) que podemos escolher para base
que coloca a matriz na forma

((1,1,0,0), (1,0,0,0),(=1,0,1,—1),(0,0,1,1))
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8.7. Espacos vetoriais com produto interno.

1. Enunciadd
(a) Esta funcao é bilinear mas nao simétrica: por exemplo ((1,0),(0,1)) =2 # 0 =
((0,1),(1,0)), logo nao é um produto interno.
(b) Esta fungao é bilinear (é claramente uma fungao linear quando fixamos (z,y) ou
(u,v)) e é simétrica visto que ((u,v), (z,y)) = ur+2uy+2vx+vy = ((x,y), (u,v)).
Temos

((z,y), (z,y)) = 2>+ 2zy + 2yz + y* = (z + y)* + 22y

Esta func¢ao nao é sempre positiva. Por exemplo tomando (z,y) = (1, —1) obtemos
—2 logo o axioma de positividade nao se verifica. Conclui-se que esta fungao nao é
um produto interno.

(¢) A fungao é bilinear (a expressao é linear nas restantes variaveis quando fixamos x
eyouuew) e ésimétrica:

<(U, U)a (I7y)> = 2ux — uy — v + QUy = <(l’, y)7 (U, U)>
Por outro lado

(@), (z,y) = 22" —ay —yr+2y* =2 + (2* = 20y +y°) +y
2 + (x —y)* +y* > 0 para todos os (z,y)

2

e claramente a expressao acima sé se anula se (z,y) = (0,0). A funcdo satisfaz
portanto a condicao de positividade e portanto é um produto interno.

(d) Esta func@o nao é linear nas variaveis (z, y) (nem nas (u, v) na realidade) e portanto
nao é um produto interno.

(e) Esta fungao ¢ bilinear (porque o produto de matrizes é bilinear e o trago ¢é linear):

(A,aBy + By) = tr(A(aBy + By)) = tr(a(AB;) + B(ABy))
= OZtI'(ABl) + ﬁtr(ABg) = Oé<A, Bl> + B(A, BQ)

A linearidade na primeira varidvel é andloga (e segue também da simetria).

Esta funcdo também é simétrica uma vez que tr(AB) = tr(BA) (ver Exercicio
5. No entanto, a nao ser no caso trivial em que n = 1, esta fungdo nao satisfaz
positividade. Por exemplo,

(o) = ([ 5)) -

Para qualquer n > 2, a matriz A que é diagonal por blocos com primeiro bloco
dado pela matriz [ % 1] e que tem todas as restantes entradas nulas da um contra-
exemplo para a p031t1v1dade. Conclui-se que esta fungao nao é um produto interno
a nao ser quando n = 1.
2. [Enunciadd
()((102)( -2,1)) =2.1-0.142.0.(-2) — 1.(-2) + 2.1 = 6.
) (1,1, D) =+((1,1,1),(1,1,1)) =v2-1+2 -1+ 1=+3.
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(c) A distancia de (0,0,1) a (1,0,0) ¢ dada por
1(0,0,1) = (1,0,0)| = [I(=1,0,1)[| = V/3.
(d) Os vetores ortogonais a (1,2, 3) verificam
((1,2,3), (u,v,w)) =0<=2u—2u+4v—v+3w=0<=v+w=0,
logo o conjunto dos vetores ortogonais a (1,2,3) é
{(u,v,w) € R*: v =—w}.

(e) Como ((1,1,1),(2,2,2)) = 6 0 conjunto S nao é ortogonal. Uma vez que os produtos
internos entre vetores distintos de X sao todos iguais a 0, o conjunto é ortogonal.
Mas nao é ortonormado pois, por exemplo, |[(1,2,1)|| = v/7 # 1.

3. [Enunciadd
(a) ((1,2414,1—14),(i,1 — 3i,4)) = Li+ (2 —)(1 — 30) + (1 +14)i = —2 — 5i.
() [|(i+ 2,35, —1)|| = \/]i + 22 +[3i[2 + 1 = V15.
(c) A distancia de (1,2 +14,%) a (1,3 + 2i,2) é dada por

1(1,2+4,1) — (1,3 +2i,2)|| = [|(0, =1 —i,i —2)[| = VO + 2+ 5 = V7.

(d) O plano perpendicular a (i + 2,2,3 — i) tem equagao

((14+2,2,3—1),(21,22,23)) =0 <= (2—4)z1 + 220+ (3+i)23 = 0.
4. [Enunciadd

(a) Para provar que a fungao é um produto interno temos de verificar a bilinearidade,
simetria e positividade. A simetria é ébvia e tendo em conta esta propriedade é
suficiente verificar a linearidade num dos argumentos: se oy, a3 € Re py,pa,q €V
entao

~—

(ap1 + aapa, @) = (a1pr + agpa)(—1)g(—1) + (a1p1 + aap2)(0)q(0)
+(a1pr + aapa)(1)g(1) = arpi(=1)g(—1) + a1p1(0)g(0) + a1pi(1)g(1)
+aopa(—1)g(—1) 4+ aap2(0)q(0) + aapa(1)g(1) = a1 (p1, q) + aa(p2, ).

Para verificar a positividade notamos que

(p,p) = (p(=1))* + (p(0))* + (p(1))>* > 0

~—

(p,p) =0 p(=1) =p(0) = p(1) = 0.
Se p(t) = a + bt + ct* com a, b, c € R entao estas condigoes sao equivalentes a

a—b+c=0
a=20
a+b+c=0

e portanto a = b = c = 0, ou seja, p = 0.



316

(b)

ALGEBRA LINEAR

Consideramos os polinémios p; = t(t+1),py = 1—t* e p3 = t(t—1). O polinémio p,
tem zerosem t =0 et = —1, po tem zerosem 1 e —1 e p3 em 0 e 1, logo o produto
interno de dois destes polindémios é igual a 0 (desde que nao sejam o mesmo, claro).
Por outro lado é claro que estes 3 polinémios formam uma base de V', portanto o
conjunto {p1,p2,p3} € uma base ortogonal de V.

A entrada ij da matriz da métrica G com respeito a base B é dada por (v;,v;),
onde 1 < i,7 < 3 e os vetores v; sdo os vetores da base B. Por exemplo, (vy,v3) =
(1,) =1+ 0+ 1 = 2. Sabendo que Gp é simétrica e calculando os restantes
produtos internos obtemos

5. [Enunciadd

(a)

(b)

3 0 2
Gg=10 2 0
2 0 2
Usando a definicao de produto interno neste espaco vetorial obtemos
™ 1,4 ™ 7.{.4
(z,2 + 2?) :/ z(2+2%) dr = <x2—|——> =72+ —.
0 4 /1, 4

Consideramos a base B = {1, z,2?} = {vy, vy, v3} para o subespaco e aplicamos o
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a B. Definimos w; = v; = 1. Temos

|w:]|? = / 1 de =m.
0

A seguir definimos

. w,
Wz = U2 = PIOJu, (v2) = vg — (w1, v2) || w1 ||?
Uma vez que
™ xQ T 2
<w17U2>:<1,$>:/ rdr = — =5
0 0

obtemos

2
T 2 1 m\3|"
ool = [ (e 5) =5 (== 5)'] =

O terceiro vetor ortogonal é

. . w1 W2
W3 = VU3 — PTOle(U?a) — Proj,, (v3) = v3 — <w1’U3>W — (wy, v3) NE
Calculando os produtos internos
™ 3| 3
() = (La?) = [ ade= T =T e
0 31 3
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obtemos
, m1 7r4< 7r>12 ) . 2
w3 =2 — -~ — 75 —— ) ==z -7+ — e
’ 3w 1 2/ 73 6
”wl|2_/7r x2_W$+7T—2 2d:l,‘— 513'_5_27T:U_4+4_7T2x_3_7r_3x_2+7r_4x ”_71._5
S 6 ~\5 4733 32 36 )|, 180

Finalmente obtemos uma base ortonormada

T o et} = {%% (3 (e ) }

(c) Comegamos por mostrar que elementos distintos de S; s@o ortogonais

(cos(nqz), cos(nqx)) = /07r cos(nyz) cos(nqx) de =

- /07r 1 cos((ny — ng)x) + %cos((nl +ng)x) de =

2
_ sen((ny —np)x) | sen((ny +no)x) |” =0
2(ny — na) 2nitna) o

Para os elementos de S5 os calculos sao analogos

(sen(nix),sen(nqx)) = /O7r sen(nyx) sen(nqz) do =

= /07r % cos((ny — ng)x) — %cos((nl +ng)x) dr =

_sen((n —ng)x)  sen((ng +ng)x)|”
2(711 — ’flg) 2(”1 + TLQ)
Para as normas obtemos, se n > 0,

=0.

0

s ™ 1 2 2 U
| cos(na)|2 = / cos? (nz) d = / 1tcos@nz) - (z  sen(@nx))|"
0 0 2 2 T )|, 2
e se n = 0 temos || cos(nx)|| = ||1|] = /7. Para os elementos do conjunto Sy
obtemos
™ X 1 _ 2 2 ™
| sen(nz)||? = / sen?(nz) dr = / L—cos@nx) [z sen(@nx))\ " T
0 0 2 2 )|, 2

6. Se B ={(1,2),(—1,1)} é uma base ortonormada entao a matriz da métrica

nesta base é Gg = I. Para obter a expressao do produto interno podemos calcular a
matriz da métrica com respeito a base canodnica, que é dada pela férmula

_ QT
GBcan - SBcan%BGBSBcan%B
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Temos

—1
_ 1 -1 1 1
SBcan—>B = SBI—>BCM = {2 1 } = % {_2 1}

PR I T Y O P O R DR N I L B I
Bean =312 1| |0 1|3 |-2 1 o1t 1 ]]-2 1 9 1—-1 2

Portanto o produto interno pretendido é dado por
o —1||u

o) =3[ o] % 5[] -

7. |[Enunciado| Sejam vq,...,v, vetores distintos de um conjunto ortogonal e ag,...,qa,
escalares. Supondo ajv; + ...+ @,v, = 0 queremos mostrar que «; = 0 para todo k,
com 1 <k <n. Temos

(bru — v — yu + 2yv) .

el

0=1(0,vr) = (a1v1 + ... + apvy, k) = @1 {V1, V) + ... + Uk, V) + . .. + vy, VE)
= g (vr, k) = ouel|vi]1?,
onde usdamos a linearidade do produto interno na terceira igualdade, e na igualdade

seguinte usdmos o facto do conjunto ser ortogonal, ou seja (v;, vr) = 0 para i # k. Uma
vez que o conjunto nao contém 0, a norma |lvg|| # 0 e portanto oy = 0 para todo o

1<k <n.

8. [Enunciaddl ,

(a) Uma base para V pode ser B = ((1,0,7,0),(0,1,4,0),(0,0,0,1)). E claro que este
conjunto é linearmente independente e gera V.

(b) Calculando o produto interno entre os vetores da base obtemos
((1,0,4,0),(1,0,4,0)) = ((0,1,4,0),(0,1,4,0)) = 2
((1,0,1,0),(0,1,4,0)) = ((0,0,0,1),(0,0,0,1))
((1,0,1,0),(0,0,0,1)) = ((0,1,4,0),(0,0,0,1))

Logo a matriz da métrica com respeito a esta base é

1
0.

210
Gs=11 2 0
0 01
(¢) O vetor z = (0,1,4,2) tem cordenadas (0, 1,2) na base B. Nestas coordenadas o
plano W tem equacao ((0,1,2), (u,v,w)) = 0, ou seja,
2 1 0] |u
[z]gGBM —0 121 2o0]|v|=0
00 1| |w

Logo a equagao do plano W nas coordenadas dadas pela base B ¢ u+ 2v + 2w = 0.

9. [Enunciadd
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(a) Esta funcdo ¢ bilinear (porque o produto de matrizes é bilinear e o traco e a trans-

posigao sao lineares):

(A,aB, + BBy) = tr(AT(aB) + By)) = tr(a(AT By) + B(AT By))
= atr(ATB)) + Btr(ATBy) = oA, By) + B{A, By)

A linearidade na primeira varidvel é anédloga (e segue também da simetria). A
simetria é dada pelas seguintes igualdades

(B, A) = tr(BTA) = tr((ATB)") = tr(A"B) = (A, B)

onde a penultima igualdade segue de o traco de uma matriz ser igual ao da sua
transposta. Para provar o axioma da positividade notamos que se as colunas de A
sao dadas por n vetores vy, ..., v, entdo as entradas na diagonal da matriz AT A
sao (ATA);; = |lv;|?, com 1 < j < n. Logo

(A, A) = tr(ATA) = v [P+ ... + |loa]? >0

e se (A, A) = 0 entdo ||vj|| = 0 para todo o j e portanto A = 0.

Note-se que este produto interno (que é o produto interno usual nas matrizes,
nao necessariamente quadradas) se identifica com o produto interno usual em R
quando pensamos nas matrizes n X n como listas de n? nimeros. Isto é, para
calcular o produto interno temos que multiplicar as entradas correspondentes das
matrizes e depois soma-las. Por exemplo, para n = 2 temos

T
a bl |z yl) _ ar +cz ay+cw|\
tr({c d} [z w}>_tr([bx+cz by+dw])—ax+by+cz+dw

E portanto facil calcular de cabeca este produto interno de matrizes.

Sabendo que as entradas da matriz da métrica sao dadas por (Gg);; = (v;,v;) onde
B = (v1,v9,v3,v4), usando o produto interno definido na alinea (a) e recordando
que G é simétrica obtemos

6 1 —4 -2
1 2 0 =3
-4 0 5 4
-2 -3 4 13

Gp =

Por exemplo,

I RI(E)
anmo=s((3 3][3 5 ]) (|4 ¥
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1 2

10

sobre o subespago W das matrizes simétricas, Py (A). Uma base para W pode ser

s=([s o[855 )

Sendo vy, v9,v3 as matrizes de B é facil de verificar que esta base é ortogonal,

(¢) A matriz simétrica mais préxima de A = ¢ a projecao ortogonal de A

o1 || = |lvs]] = 1 e ||v2||* = 2. Usando esta base para calcular Py (A) obtemos
Py (A) = proj, (A) + proj,, (A) + proj,, (4)
U1 U2 U3
= (v, A) = & (g, A) =5 + (03, A) 5
[[oa]]? [ 022 [[os]?

Uma vez que (vy, A) = 1, (vy, A) = 3 e (v3, A) = 0 a matriz simétrica mais préxima
de A é a matriz

10 310 1 1 3/2
PW(A)_[O 01*5{1 01_{3/2 0 }
Alternativamente, podemos achar a intersecao com W da reta perpendicular a
W que passa por [}3]: A direcao desta reta é uma matriz perpendicular as trés

matrizes da base B, por exemplo [ % §]. A reta com esta diregao que passa por[} 2]

tem equacao paramétrica
1 2 0 1
bl

Interseta o plano W quando 2+t =1—-t <t = —%. A projecao em W é portanto

dada por
12 [0 1] _[1 3
10 2[-10 [0
10. [Enunciaddl

(a) Primeiro notamos que 0 € S+, portanto S+ é nao vazio. Se u,v € S+ entao é claro
que (z,u+v) = (x,u) + (z,v) = 0 para todo o x € S , ou seja, S* é fechado para a
soma. Por outro lado, se v € St e a é um escalar entdo (z,av) = a(z,v) = 0 para
todo o x € S, portanto S+ é fechado para o produto por escalar. Concluimos que
S+ ¢ um subespaco vetorial de V.

(b) Dado v € L(S) existem vetores vy,...,v, € S e escalares aq,...,q, tais que
v =o0q01 + ...+ ayv,. Para todo o w € St temos

(w,v) = (W, 01 + ... + V) = ar(w,vy) + ... + ap(w,v,) =0,
usando a linearidade do produto interno e (w, v;) = 0 para todo o k. Logo conclui-
mos que v € (S*+)*+.
11. Vamos resolver as duas alineas simultaneamente. Seja K = R ou C. Seja

T:V — V* a fungao definida por T'(v) = ¢,. Dados «, 5 € K e vy,v, € V entdo para
todo o w € V temos

Qbowﬁ—ﬁvz (w> = <OéU1 + P, w> = a<vl7 w> + B<U27 w) = agbm (w) + ng”UQ (w)
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Logo
(83) T(avy + Pvy) =T (vy) + BT(vg)

Quando K = R a equacao anterior mostra que 7' é uma transformacao linear. Quando
K = C o argumento de T" pode re-escrever-se

vy +5’U2 :a~71}1 +B'V'U2

e dado que @, B sdo escalares complexos arbitrarios, a equacio significa que T' é
linear como aplicacio de V para V*.

Note-se que ¢,(v) = |[v||* # 0 para v # 0 logo T'(v) # 0 para v # 0, portanto a
transformacao 7T é sempre injetiva. Se V' tem dimensao finita, dado que dim V* = dim V'
vemos que 1" é um isomorfismo.

12. [Enunciadd

(a) Se a norma provém de um produto interno temos ||v|| = \/(v,v), logo obtemos
lv+wl* + flv—wl* = (v+wv+w + (v-wv—w)
= <U7U> + <U,U)> + <U),U> + <w,w> + <U7U> - <U,U}> - (w,v) + <U),U)>
= 20,0} + 2w, ) = 2(o] + 2w

(b) Comegamos por provar que esta fun¢ao é uma norma. Se ||z| = |[(x1,...,2,)|| =0
entao |x1| + ...+ |z, = 0 e portanto xz; = 0 para todo o i, com 1 < i < n. Por
outro lado,
lo]| = [[(axy, ..., awn)|| = o] + ..+ oxn] = |al[(zy, - 20)l] = laf|[z]]
Finalmente

[+ yll = lzr + ol + o A o+ yal < Haaf + ]+ o] + [yl = llzl]l + Y]l

Logo a fungdo é uma norma. No entanto, sejam x = (1,0,...,0) ey = (0,...,0,1).
Temos ||z = 1, [yl = 1, llz-+]| = (1,0, .., 0, 1) = 2 Jr—y]| = [|(1,0, ..., 0, =1} =
2. Logo ||z +yl? + ||z —yl|> =4+ 4 =8e 2|z]]* + 2|y||> = 4. Vemos que a
igualdade da alinea (a) nao se verifica, por isso esta norma nao provém de um
produto interno. Para n = 2 a bola de raio 1 é um quadrado com vértices nos
pontos (1,0),(0,1),(—1,0), (0,—1). Paran = 3 a bola de raio 1 é um octaedro com
vértices nos pontos (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(-1,0,0), (0,—1,0), (0,0, —1).
13. [Enunciadd

(a) A funcdo g ¢ bilinear, porque (-, -) é bilinear em Vi e a fungao que calcula a parte

real é linear (sobre R). A simetria segue da seguinte igualdade

g(v,w) = Re(v,w) = Re (w,v) = Re (w,v) = g(w,v),
enquanto a positividade segue de

g(v,v) = Re(v,v) = Re||v||> = |[v|* >0 se v #0.
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A fungdo w também ¢ bilinear porque (-,-) é bilinear em Vi e a fungao parte
imagindria ¢é linear (sobre R). Uma vez que
w(v, w) = Im(v, w) = Im (w,v) = — Im(w, v) = —w(w,v)

w é anti-simétrica. Finalmente, se para algum w € Vg

wv,w)=0 Yvelp < Imvw) =0 Yvelg
entao fazendo v = 1w temos

0 = Im(v, w) = Im(—i(w,w)) = Im(—i[|w|]*) = ~[lw]],

portanto w = 0. Conclui-se que w é nao degenerada.

(b) Por definigao das fungdes g e w temos

g(v,iw) = Re(v,iw) = Rei(v,w) = —Im(v,w) = —w(v,w) e
w(v,iw) = Im(v,iw) = Imi{v,w) = Re(v,w) = g(v,w)

como queriamos demonstrar.

(¢c) Dado w € W, a aplicagdo v — w(v,w) é um elemento de W* (o dual de W)

e portanto, pelo Exercicio [I1j(a) existe um tnico elemento J(w) € W tal que
g(v, J(w)) = w(v,w) para todo o v € V.
E imediato verificar que a fungao J: W — W assim definida ¢ linear: dados esca-
lares o, B € R e wy,wy € W temos
g(v, J(aw, + Pws)) = w(v,aw; + fuws) = aw(v,w;) + fw(v, wa)
= ag(v,J(w1)) + Bg(v, J(w2)) = g(v, aJ(wr) + BJ (w2))
e portanto a unicidade do vetor J(aw; + Sws) mostra que
J(awy + Pws) = oo (wy) + BJ(ws)

Alternativamente, podemos descrever J matricialmente: seja B = (vy,...,v,) uma
base para V', G a matriz da métrica do produto interno g e Q € M,.,,(R) a matriz
[w(v;,v;)] (o andlogo para w da matriz da métrica) que satisfaz

T

w(v, w) = [v]pQR[w]s
Entao a identidade g(v, Jw) = w(v, w) é equivalente a
W EGpA; B Blws = [V]5Qw]5 para todos os v,w € W
Por sua vez esta identidade é equivalente a equacao matricial
GpAspe =0 Ajpp=G5'Q

(note-se que a matriz da métrica é sempre invertivel - se [v]p pertence ao nicleo de
Gp entao (v,v) = 0 logo v = 0).
Temos

g(v, Jw) = w(v,w) = —w(w,v) = —g(w, Jv) = —g(Jv,w) para todos os v,w € W

(isto é J ¢é anti-adjunta com respeito ao produto interno g).
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Para que g e w possam ser obtidos de um produto interno complexo em W (para
alguma estrutura de espago vetorial complexo em W) a alinea (b) juntamente com
a unicidade do vetor J(w) mostram que .J tem de corresponder a multiplicagao pelo
escalar (—i) no espago vetorial complexo W e portanto tem de verificar J? = —T
Reciprocamente, se J verificar J?> = —I entao podemos definir em W uma estrutura
de espaco vetorial complexo definindo

(a+bi)-w=aw — bJ(w)

e um produto interno complexo por (v, w) = g(v,w) + iw(v,w) (deixamos como
exercicio a verificagao que estas formulas definem de facto uma estrutura de espaco
vetorial complexo e um produto interno nesse espago vetorial complexo).

14. [Enunciadad Temos

lz+yll =zl +lyll & lle+yl*= ]+ llyl)*
& (et+yzt+y)=lz® + 2yl + lyl*
& lzll* + 26, ) + lyl* = l2l” + 2l2/lyll + lly]I*
& (z,y) = z|lyl
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para que a ultima igualdade se verifique = e y tém
de ser colineares. Suponhamos sem perda de generalidade que y = ax com a € R, vemos
que além disso a > 0. Reciprocamente se y = ax ou x = Sy com «, respetivamente [3,
> 0 a igualdade verifica-se.
Concluimos que ||z + y|| = ||z]| + ||y|| se e sé se z,y sdo dois vetores com a mesma
diregao e sentido (ou um deles é nulo).
A desigualdade
4yl = [ll=ll = llyll]
¢é equivalente as duas desigualdades

@) Nz +yll = llzll =1yl e @) [z +yll =yl =[]

(de facto, dados a,b € R temos a > |b| < (a > bAa > —b)) que passamos a demonstrar:
Pela desigualdade triangular temos

[zl = 1[Itz +y) + (=9Il < llz +yll + 1 =yl = llz + yll + [yl

e portanto ||z|| — [|y|| < ||z +y]|, que é a desigualdade (7). A desigualdade (ii) obtém-se
de (i) trocando z e y.

15. Sabemos que qualquer vetor se decompoe numa soma v = proj,(v) + (v —
proj, (v)) onde proj, (v) pertence a reta gerada por u e v — proj,(v) pertence ao plano
perpendicular a u. A reflexdo no plano perpendicular é a identidade nos vetores que
pertencem ao plano e passa ao simétrico um vetor que pertencga a reta gerada por u,
logo, porque a reflexao é uma transformagao linear, obtemos

R(v) = R(proj,(v) + (v = proj,(v))) = R(proj,(v)) + R(v — proj, (v)))
{u, v)

(w,u)

= —proj,(v) +v — proj,(v) = v —2proj,(v) =v—2
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COIMO queriamos provar.

16. Sejam v; = (\%,O,\%,O) e vy = (—\%,O,\%,\%). Se escolhermos v =
0,1,0,0) ¢é facil de verificar que (vq,v3) = (va,v3) = 0 e ||vs]| = 1, portanto falta-nos
apenas um vetor para obter uma base ortonormada. Seja w = (0,0,0,1). Este vetor é
obviamente ortogonal a v; e v3, mas nao é ortogonal a v,. No entanto o vetor

1 1 1 1
u = w — proj, (w) =w — (va, w)vy = (0,0,0,1) — ﬁ <_ﬁ70’ 7 —)
(1,12
- \377 3’3

é ortogonal a vy. A norma de u é \/g e portanto definimos

w

= §(10_12>_(L0_Li)
ol V23T 38 VBT VBTV

e B = (vy, vy, v3,v4) ¢ uma base ortonormada de R* como pedido.
As coordenadas do vetor v = (1,2, 3,4) na base B sao dadas por

(v,v1) 2v/2
[(1,2,3,4)] 5 = gzzzi - 2\2/3 .
<va4> \/6

17. Multiplicando AT por um vetor v obtemos um vetor coluna em que as en-
tradas sdo os produtos internos com os vetores u;, ou seja, (ATv); = (u;,v). Logo

AATY = (ug, v)ug + ..+ (g, v)uy, = proj,, (v) + ...+ proj,, (v) = Py(v)

e portanto a matriz AAT representa a projecao ortogonal Py com respeito & base
canonica.

18. Comegamos por considerar a base B = ((1,—2,0,1),(1,—1,1,0)) = (v, v2)
do plano que denotamos por W. Esta base nao é ortogonal, mas podemos obter uma
base ortogonal usando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. O primeiro
vetor da base ortogonal é w; = v; = (1,—2,0,1) cuja norma é /6. O segundo vetor é

3 1 1
=(L,-1,1,0) = =(1,-2,0,1) = (-,0,1,——) ,

Wy = Vg — pl"ij1 (UZ) = U2 — <'LU1, U2>H— 92 2

wy ||
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cuja norma é 1/2. A projecao ortogonal de v = (z,v, z,w) € R* sobre W é entdo dada
J 2 JEG g )

por
. . w1 w2
Py (v) = proj,, (v) + proj,, (v) = (wi,v) = + (W2, V) 0 =
? [[ws [ [[wo]|?
1 2 /x w 1 1
- (x—2 1,-2,0,1 —(— ——) 201, ) =
6(90 Y+ w)( )+3 5 TA T (2 2>

1
= 5(93—y+z,—x+2y—w,x+2z—w,—y—z+w).

Alternativamente, podemos usar o Exercicio anterior. A matriz que representa a projecao
ortogonal na base candnica é

1 1
N7 A 1 1 1
Ve {)6 1 -2 5 L 3, 0,3 3 01
NG V& Ve Gl -2 20 -1
0 \/E B s | =P ) oz _i
X 31 Lve 3 V6 5 —1 11’
76‘ _76 3 3 3

o que reproduz a expressao achada acima.

19. [Enunciado] Comecamos por calcular

r+y x4+ T+ rT+y T+ T+ T4y T+
pz(x’y)zp( y y):< y, oty ety y>:< y y)’

2 72 4 4 7 4 4 2 72
portanto P2 = P. Por outro lado o nicleo de P é N(P) = {a(1,-1) : @« € R} e a
imagem de P é P(R?) = {a(1,1) : a € R}, logo o niicleo e a imagem sao ortogonais.
Concluimos que P é uma projecao ortogonal.
20. [Enunciadd
(a) Primeiro obtemos uma expressao para este produto interno. Para isso calculamos a
matriz da métrica com respeito a base canénica. Sendo B = ((1,0,1),(0,1,0), (1,0, —1))
temos

GB = STGBCS < GBC = (ST)ilGBsil

onde S ¢é a matriz mudanca de base Sp_,p,, ou seja,

10 1 1o
S=101 0 e S7T'=210 2 0
10 —1 211 9 1

Uma vez que Gg = I e S é simétrica obtemos

1t 00
GB - (5_1)2 = 5 O 2
00 1

)

Observe-se que, com um pouco de reflexao, podiamos ter escrito imediatamente
Gp,: a base dada é ortogonal para o produto interno usual. A tnica diferenca para
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o produto interno usual é que, no plano zz, os comprimentos sao divididos por v/2
(de forma que os vetores ortogonais (1,0, +1) tenham comprimento 1).
Logo

u

1 1
((2,9,2), (wv,w)) =[xy 2] Gp, |v| = gzutyv+ Sz,
w
Agora consideramos a base de U formada pelos vetores v; = (1,0,—1) e vy =

(0,1,—1). Com este produto interno (vy,vs) = 3. Para obter uma base ortogonal
usamos o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt: definimos w; = vy e

w 1 1 1
W9 = Vg — <UJ1,U2>—1 - (07 17 _1) - 5(1707 _1) - <_§7 ]-7 _§> 3

pois ||wq]| = 1. A norma de ws é

Assim obtemos uma base ortonormada para o subespaco U

B=((1,0,-1), 2(~1,2,-1)).

Acima fizemos as contas nas coordenadas da base candnica. Alternativamente,
podemos fazer as contas nas coordenadas da base B onde o produto interno se
calcula como habitualmente: a relagao entre as coordenadas (u,v,w) na base B e
as coordenadas (z,y, z) na base candnica é dada por

x 1 0 1 U T=u+w
yl =10 1 0 v S qy=v
z 1 0 —1| (w 5= — W

A equagao do plano U nas novas coordenadas obtém-se substitutindo x,y, z pelas
expressoes acima na equagao r + y + z = 0. Obtemos
(u+w)+v+u—w)=02u+v=0
Note-se o significado preciso da equagao anterior: é a traducao de U nas novas
coordenadas, isto é,
{(u,v,w) €ER*: 2u+v =0} = {[z]p € R*: 2 € U}

O plano U nas novas coordenadas é entdao {(u, —2u,w): u,w € R}. Uma base é
{(1,-2,0),(0,0,1)} e esta base é ja ortogonal (recorde-se que nestas coordenadas
o produto interno se calcula da forma usual). Uma base ortonormada obtém-se
dividindo pela norma: {\/Lg(l, —2,0),(0,0,1)}. A base ortonormada pretendida é

agora a tradugao desta base nas coordenadas iniciais (as da base canénica). Temos

(=1,2,0) ¢ —(1,0,1) +2(0,1,0) = (=1,2,—1)  (0,0,1) < (1,0, —1)
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Conclui-se que uma base ortogonal para U com respeito ao produto interno do
enunciado ¢ dada por
{\/Lg(_]-a 27 _1)7 (17 0, _1)}
Usando a base obtida na alinea anterior podemos calcular a projecao ortogonal de
= (1,2, —1) sobre o subespago U
Py(v) = projy, (v) + projy, (v) = (wi, v)w; + (w2, v)ws =
= <(1707_1)7(172a_1)> +<%( 1 2 1)),(1,2,—1))’11}2:
- 0D+ = (5
(v) + (v — Py(v)) onde Py(v) € U e

O vetor v decompoe-se entao como v = Py

v—Py(v)= (32,3 eU

57575

O angulo é dado pela expressao
1 2 1 1
-1 0}’
o518

Recordamos da resolu¢ad do Exercicio [0] que este produto interno se calcula da
forma usual (isto é multiplicando as entradas correspondentes das duas matrizes e

somando). Logo
) I O VAN
-1 0’1 1/

[ R [

Conclui-se que o angulo pretendido é arccos —s

= arccos

Temos uma férmula para a projecao ortogonal em U que envolve determinar uma
base ortogonal para U. Como U+ tem dimensao 1 é mais simples calcular a férmula
para a projeciao em U+ e depois fazer uso da relagao Py(z) + Py (z) = .

Temos
c d

Dado que o produto interno considerado nas matrizes se calcula como o produto
interno em R* (ver resolugao do Exercicio @ temos

ceamonf 5 )

logo U+ = L({[49]}). Portanto

Pos ([43]) = proy oy [ 48] =~ g =iy
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Logo

O Nl

Po((3) =148 - R (3D = 1581 - [ ] = [ 2]

22. Aplicando o método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt a base (1,z) do
subespago U = {a + bx: a,b € R} obtemos a base ortogonal formada pelos polinémios
le

(1,z) ) fol x dz
= r — 1

<17 1> fO 1 dx

Dado que a + bxr € U temos Py(a + bx) = a + bz logo resta-nos calcular Py (z?):

(%)

fol ? dx fol(x — 3)a” da

fol lde [z —3)*dx

l=2—

1
21 __ 1

Py(2*) = proj,(z?) + proj,_

Wl

—
~~

—
SN—

w
S =

logo
Pyla+br+ca®)=a+br+i+elz—3)=a—5+ b+
23. As fungoes sen z, sen(2x) e sen(3z) sao ortogonais (cf. Exercicio 5| (c)) pelo

que basta calcular
(sen(nz),xr) = / xsen(nx) dz
0

_ _mcos(nx) _/ (_cosnx)dx
o Jo n

n

T

(—=1)"ir | sennz

n n? o
B (_1)n+1ﬂ.
B n
e novamente do exercicio [j|(c)
2 _ T
|| sen nz| 5

Assim, sendo U = L({sen x, sen 2x,sen 3z}) temos

PU(:U) = projsenx(‘T) + projsen2z(‘x> + projsen&v(x)

T T

T s T

- = _ 2 3
= Fsenw Esen2x+zsen3x

2 2 2

= 2senz —sen2x + gsen&r
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v

©

-
4

AN 1 H 3\

24. [Enunciaddl
(a) A equagao cartesiana de uma reta que passa pelo ponto zg e é perpendicular ao
plano gerado pelos vetores vy e vy €

(v1, T — o)
(va, T — o)
Precisamos de dois vetores nao colineares perpendiculares a reta do enunciado. Uma
vez que a direcao da reta é a do vetor perpendicular ao plano (—1,2,3) podemos

por exemplo considerar os vetores v; = (2,1,0) e vo = (3,0,1). Concluimos que
uma equacao cartesiana da reta é por exemplo

20 —-1)+y=0 o 204y =2
3z—1)+2=0 3r+2=3

0
0

(b) A equacao cartesiana acha-se exatamente como na alinea anterior excepto que agora
foram-nos dados os vetores perpendiculares. Uma equagao é por exemplo

r+2z4+w=14+2+1 - r+2z4+w=4
y+2z—w=1+2-1 y+2z—w=2

25. [Enunciadd
(a) A reta perpendicular ao plano que passa pelo ponto dado tem equacdo paramétrica
(0,1,2) +¢(1,1,1) com ¢t € R. O ponto de intersecgao desta reta com o plano é o
que satisfaz

t+(1+t)+2+t)=1et=-2
Pelo Teorema de Pitdgoras, a distancia do ponto ao plano ¢ ||(0,1,2) — P|| onde P
¢ o ponto de interseccao. Uma vez que

(0,1,2) — P = §(1, 1,1)

conclui-se que a distancia é \%
(b) Novamente pelo Teorema de Pitdgoras, a distancia pretendida é igual a distancia
entre (1,2,1) e o ponto de intersecao do plano perpendicular & reta que passa por
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(1,2,1) com a reta. Este plano tem equacao 3y —z = 3-2—1 = 5. A sua intersecao
com a reta é o ponto com parametro « satisfazendo

330) — (—a) =5 a=1

logo a distancia pretendida é

1(1.2,1) = 30,3, =D = (1, 3. D)l = /]

(c) Pelo Teorema de Pitagoras a distancia entre os planos serd a distancia de qualquer
ponto do primeiro plano ao ponto do segundo que se obtém intersetando-o com
uma reta perpendicular aos dois planos que passa pelo ponto inicial. Consideremos
por exemplo o ponto (5,0,0,0) do primeiro plano. A reta perpendicular aos dois
planos que passa por ele tem equagao paramétrica

(5,0,0,0) +¢(1,1,—1, 3)
O ponto de intersecao desta reta com o segundo plano é o que tem parametro
BG+t)+t—(—t)+33t) =2et=-1
Logo a distancia entre (5,0,0,0) e o ponto de interse¢ao com o segundo plano é
||71;(17 L, -1, 3)” = \/73

(d) Pelo Teorema de Pitagoras, a distancia é a distancia de (—1,0,1) ao ponto de
intersec¢ao da reta com o plano perpendicular a reta que passa por (—1,0,1). As
direcoes perpendiculares a reta podem ler-se da equacao cartesiana: formam o plano
L({(1,0,1),(1,1,1)}); assim o plano perpendicular a reta que passa por (—1,0,1)
tem equacao paramétrica

(—1,0,1) +¢(1,0,1) + s(1,1,1) = (=1 4+t +s,8, 1+t +s) t,s,e R

O ponto de interseccao deste plano com a reta dada corresponde aos parametros
que satisfazem

{(—1+t+3)+(1+t+3):2 @{t:2

(—1+t+s)+s+(1+t+s) =1 s=-—1

A distancia é portanto

||2(170’ 1) - (1> L, 1)” = ”(17 -1, 1)” = \/g

26. [Enunciadd
(a) O angulo entre dois vetores u € U e v € V estd por defini¢ao entre 0 e 7. Uma vez
que
Z(—~u,v) = arccos zwo) arccos <— {u, v) > = 7T — arccos o) ™ — Z(u,v)
| =]l [l el

e —u € U, é sempre possivel encontrar vetores em U e V que fazem um angulo
entre 0 e § e portanto o angulo entre os planos tem de estar neste intervalo.
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O angulo é dado por

arccos RBULA 6D @014 0) - (Re( =02 —0) — il +1))
1 +a, )2 —di,1+3) N ES NS
2

V21

Seja V. = L({v}) e W = L({w}) as linhas complexas geradas pelos vetores nao
nulos v, w € C". Os vetores nao nulos em V' e W podem escrever-se na forma av e
pw com «, B € C\ {0}. Temos portanto que minimizar

(aw, Buw) ) B ( af  (v,w) )
Re [ tav, Pw) 1\ Re | ——
e(la|||v|||6|||w|| S TalA el Tl

0 que corresponde a maximizar

Re (Bt et

como funcao de «, . Escrevendo

af
|31
e (v,w) = |(v,w)|(cos ¢ + isen ¢) temos

Re( afs <v,w>) _ Re((COSQ+isene)(cosgb+isen¢)|(v,w)|)

18] vl

= cosf +isenf

[[of[flw]]
= Re((cosf + isenf)(cos ¢+ isen o)) |{(v, w)|
[v][flwl]
(v, w)]
= cos(f + ¢)——
[ollf[w]l
Claramente o méximo ocorre quando 6 = —¢ e é dado por {5 conforme preten-

l[ollljwl]

dido.

Podiamos comegar por achar a interseccao W (que terd dimensao 2 dado que U +
V = R%), depois achar W+ (que terd também dimensdo 2) e depois calcular o
angulo entre as retas UNW+, VWt c W,

No entanto os célculos sao facilitados se notarmos que W+ = U+ + V*: de facto,
as linhas U+ = L({(1,-1,1,-1)}) e VL = L({(2,1, -1, 3)}) sao perpendiculares a
W =UnNV (porque este subespago esta contido em U e V respetivamente) logo
Ut 4+ V+ c W+ e, tendo ambos os espacos dimensao 2, eles sao iguais.

Conclui-se assim que W+ = L({(1,-1,1,-1),(2,1,—1,3)}). Um vetor

all,—1,1,-1)+ 5(2,1,-1,3) = (a« + 28, —a+ 5,0 — B, —a + 30)
pertence a U se

(a+28)—(—a+B)+(a—p)— (—a+38)=0&4a-33=0%& 3 =3a
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LOgO Uun WJ_ = L({(17 _]-7 17 _1) + %(27 17 _173)}) = L<{(11
O vetor

Q(17_1717_1)+B(2717_173> = (Oé+25,—0[+6,06—ﬁ7—06+36>

pertence a V se

20a+28)+ (—a+8) = (a—B)+3(—a+38) =0 —3a+15=0%& 3= ia

LOgO VN WL = L({(17 _17 17 _1) + %(27 17 _173)}) = L<{(§7 _%7 §7 _g)})
Temos

Logo o angulo dihedral é arccos %
27. [Enunciaddl

(a) O sistema que queremos resolver aproximadamente é
-1 1 a 2

0 1 {b} =13

2 1 6

A equacao dos quadrados minimos é
20 o o B0 e = -]
2 1 6
Logo
- o] )= 3] ) - (A
b 1 3 11 Mi—-1 5 11 =

14
1 Ao — 19 45
e portanto a reta pedida ¢ y = 37 + 33

(b) O sistema que queremos resolver aproximadamente é

us us
COS 2 sen 3

1 1
cos( sen 0 [g} = |0l < |1 O {g} = 1|0
cos g sen g 2 0 1 2

A equacao dos quadrados minimos é

IR TR -1 s gl -1

Logo a funcao pedida é y = % sen x
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(c) Escrevendo y = a + bz + cz? para o polinémio em questao, o sistema que queremos
resolver aproximadamente é

1 0 0 4 0
1 1 1 bl — 1
1 2 4 |2
1 -1 1] L° 1
A equacao dos quadrados minimos é
111 1 i (1) (1) a 1 11 1 (1) 4 2 6| |a 4
012—1124b:012—12<:>268 bl = | 4
01411_110 01411 6 8 18] |c 10
que produz a = 1%, b= —%, c= % Logo o polinémio pretendido é % — %(I} + %xQ.
(d) Queremos resolver aproximadamente o sistema
1 0 0 4 0
1 1 0 bl — 1
1 -1 2 . |0
1 1 2 3
A equacao dos quadrados minimos é
11 1 1 1 (1) 8 a 11 1 1 (1) 4 1 4| |a 4
01—111_126201—110<:)130 bl = |4
00 2 2 . 1 9| L 00 2 2 3 4 0 8| |c 6
que produz a = —%,b = £, ¢ = £ logo o plano da forma dada que melhor aproxima
. . t5 ' T 5 20
estes quatro pontos é
=ity

28. (i) = (i1): Dados x,y € V e uma transformagao unitdria/ortogonal T: V —
V' temos

IT(2)=TW)II* = (T(2)-T(y), T(x)=T(y)) = (T(z—y), T(z—y)) = (z—y,2—y) = |z—y|*

onde na peniltima igualdade usamos o facto que T preserva o produto interno.
(i1) = (i4i): Tomando y = 0 na afirmagao (i7) vemos que ||T'(x)|| = ||z| para todo o
z € V. Em particular, se ||z|| = 1 temos ||T(z)|| = 1.
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(i7) = (i): Comegamos por ver que a afirmagao (iii) implica que ||T(x)| = ||z|| para
todo o x € V. Isto é evidente se x = 0. Para = # 0, temos

\ \=1 - T(i>

N mﬂWU@H=1@WT@M:HM

T

]

=1

O resultado segue agora da igualdade de polarizacao que relaciona o produto interno
com a norma: dados z,y € V temos

(r+y,z+y) = (r,2)+(z,9) + (y,2) + (v, 9)
Portanto, considerando primeiro o caso real

2+ yl* = = )* — llyl®

2
Esta formula, que descreve o produto interno em funcao da norma, mostra que qualquer
transformacao que preserve a norma vai também preservar o produto interno: assumindo
que || T'(v)|| = ||v|| para todo o v € V' temos

|7 () + TWI* = 1T (@)[1* = 1T (y) I
2

|7+ )lI* = 1T @) = 1T
2

|l + yl* = ll=)* = llyl®

= 5 = (z,9)

lz +yl? = [l2]” + 2{z, y) + ly]* & (z,y) =

(T'(x), T(y)) =

No caso complexo, uma vez que (x,y) + (y,z) = (z,y) + (x,y) = 2Re({(x,y)), a
hipdtese que ||T'(v)|| = ||v|| garante que Re((T'(z), T (y))) = Re({z, y)). Daqui se conclui
facilmente que T" preserva o produto interno conforme requerido, pois

Im((T'(x), T(y))) = Re(—i(T'(x),T(y))) = Re(({T(z),T(y)))
= Re((T'(ix),T(y))) = Re((ir,y)) = Re(—i(r,y)) = Im((z,y))
29. [Enunciadd

(a) Nao existe porque para uma matriz simétrica, vetores proprios de valores préprios
distintos tém de ser ortogonais e ((1,—1,1),(1,1,—1)) = —1 # 0.

(b) Sim, se um espago préprio tiver dimensao > 1 haverad sempre vetores nesse espago
que nao sao ortogonais. Uma matriz simétrica que tem estes dois vetores proprios
¢é por exemplo a matriz identidade.

E um exercicio instrutivo achar todas as matrizes que satisfazem estas condigoes.
Pelo Teorema espetral, uma tal matriz A é diagonalizavel. Se A # [ tera que ter um
valor préprio real A # 1. O espago préprio F(\) tem de ser o complemento ortogonal
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de E(1) = L({(1,-1,1),(1,1,—1)}) e é portanto (recorde que EL(A)* = N(A)) o

nucleo da matriz
1 -1 1 . 1 -1 1
1 1 -1 0o 2 =2

Concluimos que E(\) = L({(0,1,1)}).

As condigoes acima ja determinam completamente uma matriz A! Terd de ser

100
A=510 1 0|5
00 A

com S uma matriz invertivel que tem como primeiras duas colunas uma base de
E(1) e terceira coluna uma base de E()). Nao é no entanto claro porque é que uma,
tal matriz terd de ser simétrica. A razao é a seguinte: a férmula acima é valida
para qualquer matriz S satisfazendo as condigoes indicadas e podemos escolher para
S uma matriz ortogonal, cujas colunas formam uma base ortonormada de vetores
préprios de A. Entao S~! = ST e a férmula para A produz manifestamente uma
matriz simétrica: sendo D uma matriz diagonal,

(SDST)" = (ST)TDTST = SDST

Vamos entao calcular a matriz A. Usando o método de Gram-Schmidt obtemos
umas base ortonormada para F(1):

(17 17 _1) - proj(l,—l,l)(L 17 _1) = (17 ]-7 _1) - %1(17 _]-7 1) = (%7 %7 _g)
(

logo uma base ortonormada para E(1) é dada por {(\/ig, \/L§7 —\/ig), \/lé, \/ig, —\/Lé)}.

Uma base ortonormada para E(\) é dada por {0, \%, \%) Logo as matrizes distintas

da identidade que satisfazem as condigoes do enunciado sao as matrizes
1

2 1
GO Yool o [ o3
A=+ L Lilo1o||%x &+ —L|=]2 2ad Al
V3 Ve V2 V6 V6 V6 3. 2 2
1 1 I loo M|l L 0L 20 AT At
V3 Ve V2 V2 V2 3 2 2

com A € R\ {1}.
(c) Os vetores dados sdo ortogonais dois a dois logo conforme explicado na alinea
anterior sao os vetores proprios de uma matriz simétrica. Normalizando os vetores

obtemos
1 1 1 1 1
5 BT -1 0 0] [xm O 7 L[ -1 2
A= 0 L 2110 00| | L 2L |= 1 2 1
- V3 V6 V3 V3 V3 | T 9| B
1 2 0 0 1] X 2 I 9 -1 —1
V2 V3 V6 V6 V6 V6
30. [Enunciadd

e . e 3 1
(a) A matriz simétrica associada a esta forma quadrética é A = [1 _21} Uma vez

2

que o determinante de uma matriz é o produto dos valores préprios (repetidos

de acordo com a sua multiplicidade) e como neste caso temos det A = —% < 0,
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podemos concluir que os dois valores préprios tém sinais contrarios e portanto a
forma quadratica ¢é indefinida.

11
determinante igual a zero e traco igual a 2. Como o trago de uma matriz é a soma
dos valores préprios (repetidos de acordo com a a sua multiplicidade), concluimos
que um dos valores préprios é 0 e o outro é 2, portanto a forma quadratica é
semi-definida positiva.

C : e 11
(b) A matriz simétrica associada a esta forma quadratica é A = { }, que tem

. : e -1 2
(¢) A matriz simétrica associada a esta forma quadratica é A = [ 3 _231 e como
2
det A = % > 0etrd = —4 < 0, podemos concluir que os valores proprios sao

ambos negativos, ou seja, a forma quadratica é definida negativa.

(d) Esta forma quadratica é dada pela expressao f(z,y) = v2+4xy—+y*. Para a analisar
temos que usar a matriz simétrica associada a forma quadratica (e ndo a matriz
que aparece no enunciado, que nem sequer é diagonalizdvel). A matriz simétrica

. L1102 . . : :
associada é . Como o determinante desta matriz é negativo, concluimos que

2 1
a forma quadratica é indefinida, pois os valores préprios tém sinais contrarios.
11 %
(e) A matriz simétrica associada a esta forma quadratica é A= |1 —1 5|. Temos
11
3 2 1
det A = —%, logo podem ser 3 valores préprios negativos ou um negativo e dois

positivos. No entanto como o traco da matriz é igual a 1, nao podem ser os 3
negativos. Concluimos que hé valores proprios com sinais contrarios e portanto a
forma quadratica é indefinida.

31. [Enunciadd

(a) A forma quadrdtica 2x? + xy + 3y* corresponde & matriz simétrica [?

W =

] O po-
2
linémio caracterfstico é (2 — X)(3 — A) — 1 = A2 — 5A 4 2. Os valores proprios sao

portanto
_5+42
2

Os vetores préprios correspondentes sio por exemplo (1,1 =4 v/2). Se (u,v) forem
as coordenadas numa base ortonormada formada por vetores proprios ou seja

H _ \/4i2\/§ \/4i2¢5 m

A

y 1+v2 1-v2 v
Viat+2vz  \/1-2v2

entao

2% by + 3P =he V22 Va2 s [0 | %)
5+v/2 5—v2
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logo a curva é uma elipse com eixos nas diregoes (1,1 + \/5) com eixos de compri-

10 :
mento 513 respetivamente.

(b) Neste caso, sendo a expressao tao simples, nao é sequer necesséario achar os valores
e vetores préprios da forma quadratica z* + 2xy + y? (esse procedimento levaria
exatamente ao mesmo resultado). O termo quadrétiico pode escrever-se (z + y)?
logo fazendo a mudanca de coordenadas ortogonal

_ xty _ u—v
{“—W ﬁ{x—ﬁ
U:ﬂ y:m

V2 V2

obtemos a seguinte expressao para a curva:
2u2+\/§v:1<:>v:\/i§—\/§u2

Com respeito aos eixos u, v nas diregoes (1,1) e (—1, 1) respetivamente, a curva é
portanto uma parabola voltada para baixo.
(c) A matriz simétrica associada a forma quadratica z* + 4y + y? é

e

Os valores préprios sao as solugoes de (1 = A\)? —4=0A=1+2< A= —-1,3.
Um vetores préprio de —1 é por exemplo (1, —1) e um vetor préprio de 3 é (1,1).
Nas coordenadas (u,v) da base ortonormada de vetores préprios, definidas pelo

sistema ) )
U U Y
Yy NG
temos
1 2
Pty +yt=1le P+ =1cv==+ —;u

que é uma hipérbole orientada segundo os eixos gerados por (1,1) e (1,—1) e que

tem por assintotas as retas v = j:\/ig.
32. [Enunciaddl

(a) Uma base ortonormada adequada a esta rotacao é

B = ((\/L@ \/L? 0)7 (\/Liv _\/Lﬁa 0)7 (07 0, 1))
O primeiro vetor gera o eixo de rotagao e sera portanto um vetor proprio de 1. Se
o sentido da rotagdo é o hordrio quando observado de (10,10,0) o terceiro vetor
da base tera que girar um angulo de % afastando-se do segundo vetor da base. Na
base B obtemos assim a seguinte expressao para a transformacao desejada:

1 0 0

0 cos % — sen %
T T
0 sen 5 COSg
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A matriz que representa a rotacao na base candnica é portanto

1 1 1
L L0t o 07L& oo
1 1 g lop ¥ 1L 1
Vi V2 2 2| V2 TVE
0 0 1o i 2]lo 0 1

(b) A reflexao no plano ortogonal ao vetor (0, 1, —1) tem esse plano como espago proprio
de 1 e o vetor (0,1, —1) como vetor préprio de —1 logo é dada pela expressao
1

0 0 17710 0 0 % —7% 100
721?50 0 10 o%\%:oo1
—75750 0O 0 1|11 o o0 010

Alternativamente podiamos ter notado que o plano de reflexao é o plano y = z e
portanto a reflexao troca as coordenadas y e z e mantém a coordenada .
A rotacao do enunciado é descrita na base candnica pela matriz

s s 1 1 0
cosy —seny 0 2 /2
seny cosy 0] = \/Li \/Li 0
0 0 1 0 0 1
A matriz que representa a transformacao pedida é portanto
1 1 1 1
1 00 ?5 — 1\75 0 5B T 0
0 01 VARG 0] = (1) (l) 1
010 0 0 1 VARG 0

33. [Enunciado|l Se R é uma rotagao de um angulo v em torno de um eixo, entao numa base
ortonormada em que o primeiro vetor aponta na direcao do eixo, a expressao de R é

1 0 0
0 cosf@ —senb
0 senf cosl

com # = +a (o sinal depende da orientagdo da base escolhida) e portanto os valores
proprios de R sao 1 e cosatisena. O vetor préprio de 1 é a direcao do eixo de rotacao.
O vetor proprio de 1 para a matriz do enunciado é um elemento nao nulo do nticleo

de
1

1
—2t a3,
1
5 T

1
2

w
NIH[\')I!—I

1 1 1 1 1 1
EREZE “3tas Titas 2
+7 — 0 0
1 0 0 —2

2

)

1 1
2

O nicleo é portanto {(a, —a,0): a € R} e constitui o eixo desta rotacao.

Como parece complicado calcular o polinémio caracteristico podemos em vez disso
ver o efeito que a matriz tem no plano perpendicular ao eixo, que tem (vy,v3) =
((\lf \/5,0) (0,0,1)) como base ortonormada. O efeito em (0,0,1) é

(55 =~ + gt = ol Ds sl
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logo a matriz representa uma rotagao de um angulo de 7 em torno do eixo gerado por

(1,—1,0). Note-se que o sentido da rotacao é o anti-horario quando olhamos para o
plano de rotacao que passa pela origem de um ponto no eixo dos zz.

34. [Enunciadd

(a) Seja B = (vy,...,v,) uma base ortonormada para V. Supondo que a adjunta T
existe temos, para todo o w € W,

(vi, T"w) = (Tv;, w)
Uma vez que (v;, z) é a i-ésima coordenada de x na base ortonormada B conclui-se
que
T (w) = (Tvy,w)vy + ... + (Tvp, w)vy,

que ¢ a férmula do enunciado. Isto mostra que, se existir, a adjunta é inica. Resta
verificar que a férmula anterior (que pela linearidade do produto interno na segunda
variavel define de facto uma transformagao linear) é a adjunta de T: dado v € V
podemos escrever v = avy + ... + @V, com «; = (v;,v). Entao

(v, T*w) = <U,Z<Tvi,w>vi> = Z(Tm,w)(v,v»

= Z<TU“ w)oy = Z(OMT% w)

i=1 =1

= <T (Z aivi> ,w> = (Tv,w)

conforme pretendido.
(b) De facto temos
(Tv,w) = (Av)Tw =7l A*w = (v, A*w)

pelo que a transformacao linear 7*(w) = A*w é a adjunta de T'.

(¢) Recorde-se que o isomorfismo entre V (ou V no caso complexo) envia v € V no
funcional ¢,(w) = (v,w). Escrevendo TV: W* — V* para a aplicagdo dual a T'
(que é definida por TV (¢)) = ¢ o T), a afirmacao que queremos demonstrar é

G+ (w) = TV(¢,) paratodoow e W
para o que basta avaliar estes dois elementos de V* num elemento v € V:
O () (v) = (T (w),v) = (v, T*(w)) = (T (v), w) = (w,T(v)) = pu(T(v)) = (T"(¢w))(v)

(d) Para calcular a transformagao adjunta, iremos determinar a matriz que representa
a transformacao adjunta com respeito a base candnica de W,

o= (o o] o o) 3] 1 ¥T)
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e abase B = (t(t+1),1 —t3¢(1 —t)) de V (vimos no Exercicio f{b) que B é
uma base ortogonal de V). Recordemos que a transformacao adjunta é a tdnica
transformagao linear que verifica a igualdade (T'v, w) = (v, T*w). Em coordenadas
esta igualdade escreve-se como

[T]g, Gp, [w]s, = ] Gg [T w]s,

onde G'p, é a matriz da métrica em W, com respeito a base B. e Gp ¢ a matriz
da métrica em V' com respeito a base B. Sendo Ar p p, ¢ Ap« g, p as matrizes que
representam as transformagoes 1" e T, respectivamente, nestas bases, obtemos

(Ar.,5.[v]B)" G, [w]s, = V|5 GB Ar+ . BlW]B, &

W5 (Arpe.)" Gp, [w]p, = V] G A7+ B, B[W] 5.,

donde podemos concluir que

(AT,B,BC)T GBC = GB AT*,BC,B ~ AT*,BC,B = Gél (AT,B,BC)T GBC-

Para obter a matriz da métrica G g falta apenas calcular as normas ao quadrado dos
vetores da base, que nos vao dar as entradas na diagonal (as outras entradas sao zero
4 0 0
porque a base é ortogonal). Calculando essas normas obtemos Gg = [0 1 0
0 0 4
Para obter a matriz da métrica G'p, é necessario calcular o produto interno entre
as matrizes da base B.. E fdcil de verificar que a base é ortonormada, por isso

Gp, = I. Para obter a matriz que representa 71" calculamos a imagem dos vetores
da base B:

T(1+1)) = B 2} T(1—t*) = {8 _13] e T{(l—1t))= {_02 _02]

2 0 0
2 1 0 )
portanto Arpp, = 0 O B . Finalmente obtemos
6 _
411 0 0] (2 2 O 6 % % 0 %
AT*,BQB:G ATBBc 01001 0 =-3]l=|01 0 -3
00&00—2—2 00 —1 —1

a

As coordenadas de T ( . Z ) na base B obtém-se multiplicando a ultima matriz

pelo vetor com as coordenadas (a, b, ¢, d). Portanto

T ([‘; 2]) _ (a+b+3d)t(12+t) +(b—3d)(1—t2)+(c+d)t(t2_1).
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Alternativamente, podemos usar a féormula que usamos para justificar a existéncia
e unicidade da transfomacao adjunta: Como (£(t 4 1),1 —¢* £(t — 1)) é uma base
ortonormada de V', a transformacao adjunta é dada por

Vet + 1)+ (T (1 =1%),[25)(1 —%) +

)|
[ BN +1)+ (8 L1 [e5Da =) + (99 [ 4D 5 —1)
b+ 3d)E(t+1) + (b—3d)(1—£2) + (c+ d)L(t — 1)

35. [Enunciadd

(a)

Comecamos por ver a unicidade. Suponhamos que B é uma matriz simétrica tal
que B2 = A. Pelo Teorema Espetral existem uma matriz ortogonal S e uma matriz
diagonal A tal que

B = SAST

Recorde-se que as colunas de S formam uma base ortonormada para R™ (pois S é
ortogonal) formada por vetores préprios de B e que A tem como entradas diagonais
os valores préprios associados as colunas correspondentes de S (é esse o significado
da equagao equivalente BS = SA).
Uma vez que A = B? = SASTSAST = SA2ST a matriz S também diagonaliza A
e os valores proprios de A sao os quadrados dos valores préprios de B (logo nao
negativos). Seja EX()\) o espaco préprio de A para a matriz X. Se admitirmos
que os valores préprios de B sao nao negativos entdao E4(n) = EP(,/n) - ambos
os espacos sdo gerados pelas colunas de S correspondentes as de A% que tém p na
diagonal ou, equivalentemente, as colunas de A que tém ,/u na diagonal.
Dado que A é diagonalizdvel, e portanto @,E%(u) = R", a igualdade E4(u) =
EB (/i) determina completamente B - ela identifica os valores que B toma numa
base de R" (uma base formada por vetores préprios de A). Conclui-se que, se
existir, a matriz B ¢é tnica.
Para ver a existéncia basta notar que a matriz identificada na demonstracao da
unicidade é de facto uma solucao do problema. Pelo Teorema espetral temos A =
SDST com S ortogonal e D diagonal contendo os valores préprios (nao negativos)
de A. Seja A a matriz diagonal com entradas nao negativas tais que A> = D e
B = SAST. Entao

e B ¢ simétrica: BT = (SDST)T = (ST)TDTST = SDST =

e 0s valores préprios de B sao nao negativos pois sao as entradas diagonais de

A,

° 32 SASTSAS = SA28T = SDST = A.
Seja A é uma matriz simétrica com todos os valores proprios positivos. Pela alinea
anterior existe uma matriz simétrica B com todos os valores préprios positivos (as
raizes quadradas dos valores préprios de A), e portanto invertivel, tal que A = B.
Como B é simétrica isto significa que A = BT B. Dado que o produto de matrizes
calcula o produto interno usual das linhas da matriz a esquerda pelas colunas da
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matriz a direita, A é a matriz da métrica do produto interno usual na base para

R™ formada pelas colunas da matriz B (note-se que as colunas de B formam uma

base para R™ porque a matriz B é invertivel).

(c) O polinémio caracterfstico de [?4] é (2 — A\)®> — 1 logo os valores préprios sao
2+1=1,3. Os vetores préprios de 1 sao os multiplos nao nulos de (1, —1) e os de

3 os multiplos nao nulos de (1, 1). Portanto

11 1 1
21 vaova| (Lo T
12 - Lo 31| L
2 V2 V2 V2

H3|H

1 _ 1 1+v3 =143
} { } { 1\6} = —1J2m/§ 1+2x/§
0 V3 V3 = e

36. Uma vez que A é hermitiana, pelo Teorema Espetral é diagonalizével, ou seja,
A = SDS™! onde S é uma matriz unitdria e D é uma matriz diagonal com os valores
préprios de A na diagonal. Segue que A%+ A = SD?S~! + SDS~! = S(D?* + D)S™ 1.

M0 . 9 - A2 4\ 0
SeD—{O )\2]entaoD —|—D_[ 0 )\%+/\2.

A equacao do enunciado diz-nos entao que

S{A%M 0 }51:[1 —i}

— o
DO =
I

|
]
S-S

0 >\3+)\2 ] 1

1 —
1
colunas correspondentes de S tém de ser vetores préprios de B associados a estes valores
proprios.

Os valores préprios de B sdao 0 e 2 (as raizes do polinémio de (1 —\)> — 1 =0). Os
vetores préprios de 0 sdo {a(i, 1) : @ # 0} e os vetores préprios de 2 sdo {a(1,7) : a # 0},
logo, assumindo sem perda de generalidade que a ordem dos valores proprlos na diagonal

¢ 0,2 (a ordem nao ird afetar as matrizes resultantes) temos .S = 75 i . Aigualdade

logo os valores proprios da matriz B = tem de ser {\7 + A\, A3 + Ao} e as

: A+ 0 00
2 1 1T A1
S(D*+ D)S™! = SAS™! implica que { 0 ¥ )\2} = [0 2] , portanto resolvendo

o sistema seguinte obtemos os valores possiveis para as entradas na diagonal de D.

)\%‘{’)\1:0 )\1:()
{A§+)\2:2 T =1



ALGEBRA LINEAR 343

Temos assim 4 possibilidades para a matriz D e portanto 4 solucoes para a A = SDS™!
(como S é unitria S~ = S*):
1

i

A—L- 00 1 =i 1} _ 11 —
VGRE 0 1) 2 |1 —i] 2/i 1
qo— Lo o]t f=i 1] _[-1
YGRS B ] N B A |
4 - Ll A-ro]t =i 1] _[0 —i
T2l i o 1] all =i [0
g A1 o] L= 1] _L[=3
—\/§_12 0 —2|92|1 =il 2|—-i -3

37. [Enunciadd

(a) Sendo A a matriz do enunciado temos

a_ [2-i 1-2i [2+i 1+2] _[i0 8
Tl1-2 2—i||[1+2 24i| |8 10

Os valores préprios sao as solugoes de (10 — \)? — 64 = 0 < A = 2,18. Os valores
préprios sao por exemplo (1, —1) e (1, 1) respetivamente. Portanto

1 1 1 1
10 8 _| vz 2 0|z
8 10 —\/% \/% 0 18 \/% \/Li
e portanto a parte hermitiana da decomposicao polar é
1 1 1 1
p=|7 2|2 0 [E =22 V2
— 7 0 3v2 V2 2V2

1
V2 V2 V2 V2
A parte unitédria é entao

o 240 1420 1[2v2 —V2]
U=Ap _{14—22' 2+z’}6 -2 2v2| |5
(b) Temos
a’ +b? 0 ]

0 a® + b?
que ja ¢ diagonal, logo a parte simétrica da decomposigao polar é
p_ |V a? + b? 0
N 0 Va2 + b?

She
Shst

ATA = [

e a parte unitaria é

a b
U=AP! = |VaZi? — Va2ii?
Va2+b?  Va?4b?
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Escrevendo (ﬁ, \/ﬁ) = (cosf,senf) e r = Va2 + b? vemos que esta decom-
posicao corresponde precisamente a decomposicao polar (a+ bi) = r(cos +isen0)
do niimero complexo a + bi.

38. [Enunciadd

(a)

Temos

v, [5 4
AA_LL 5}

cujos valores préprios sao as solugoes de (5 — A
vetores préprios sao por exemplo (1,1) e (1, -1

1709 ol T
ara= @ A E 4]
V2 V2 V2 V2
Os valores singulares de A sao portanto o1 = 3 e 05 = 1 e a matriz U, é dada por

1 1
U, = [f _@}
V2

2-16=0A=54+4=91. Os
respetivamente. Conclui-se que

~— —

Uma vez que

1 21 7% —+ 3 =1
UNTIHER

25—l s »
a matriz U; que é obtida normalizando as colunas de AU, ! é
1
53
V2 V2

SHL

1
e
2 1 %

1 -1
ety
1 0

Temos

2_1=0e)A=2+1=3,1 Os
respetivamente. Conclui-se que

cujos valores préprios sdo as solugoes de (2 —
vetores préprios sao por exemplo (1,—1) e (1,
I 3 0 I
ER L[5

V2 V2 V2 V2

Os valores singulares de A sao portanto o1 = v/3 e 0, = 1 e a matriz U, é dada por
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Uma vez que
1 -1 11 1 2 0
AU Y =10 1 {\/51 \?}:— —1 1
1 oL v

Um vetor perpendicular ao espago das colunas de A é por exemplo (1,1, —1) logo a
matriz U; que se obtém normalizando as colunas nao nulas de AU, * e completando
a uma base ortonormada de R3 é, por exemplo

2 0 L
AT
A G
V6 V2 VB

A decomposicao SVD da matriz dada é portanto

1 -1 7o 0 B[V ol o
o 1|=|-4+ L+ L 0 1 {\/5 \/5}
V6 V2 VB I
1 0 L L 1 0 o] Llv2 V2
Ve V2 VB
(¢) Temos
10 1010
r. |0 111 01 0 |01 01
ATd = 10 [0 10 1}_ 1 010
0 1 01 01
O polinémio caracteristico desta matriz é
16A 1EA (1) (1) I-X 0 1 01-Xx 1
= (1-XN] 0 1-X 0 [+]1 ©
L 0 1=A 0 1 0 1-=XA [0 1 1=\
0 1 0 1—-2A\

=21 =2’ =(1=2))-((1=X1*=1)
= (1=X2=1)?=A(\—-2)?

Logo os valores préprios sao 0 e 2. O niicleo da matriz AT A é {(a,b, —a, —b): a,b €
R} logo uma base ortonormada para este espago préprio de 0 é

{(%707 _%70)7 <07 \/Livoa _\/Li)}

O espaco préprio de 2 é o nucleo de

-1 0 1 0
0 -1 0 1
1 0 -1 0
o 1 0 -1
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que é igual a {(a,b,a,b): a,b € R} logo uma base ortonormada para este espago
proprio de 0 é

1 1 1 1
{(757077570)7(()’7570’75)}
Conclui-se que

= 0 X 0 L 0 L o0
Ve v2 1 20001 1va 1 V2 1

AT A — (13 7 01 5110200 (1) 7 01 v
% 0 v 0 0000 7 0 -5 0

1 1 1 1

0 5 0 - L0000 Jo & 0 -7

Os valores singulares de A sdo portanto o = 09 = v/2 e a matriz U, é dada por

L 0 L 0
[T
Ur=|L 3
L 0 =L 0
V2 V2
Uma vez que
1 1
A R
AU21_{1010} Y _{\/5 0 00}
010 1] |7 (1) ~75 01 0 v2 0 0
0 5 0 -3

a matriz U, que é obtida normalizando as colunas de AU, ' é portanto a matriz
identidade 2 x 2 e a decomposicao SVD da matriz do enunciado é entao

= 0 X 0

V2 V2
{1010}:{10“\/50 00} 0 5% 0 5
0101 0 1[0 v2 00|75 0 —5% O

0 %5 0 -5

39. Uma vez que Uy e U, sdo invertiveis, a caracteristica de A é igual a carac-
teristica de D que é k (note-se que a matriz "diagonal” D estd em escada de linhas).

A equacao A = U; DU, é equivalente a AUy ' = U, D e esta 1ltima descreve o efeito de
A numa base ortonormada para R™ dada pelas colunas de U, * = UJ": os primeiros k ve-
tores da base sao enviados respetivamente para os vetores oy, . .., opu, onde uq, . .., ug
sao as primeiras k colunas de Uy, sendo os restantes enviados para zero. Vemos assim
que uq,...,u; sao uma base ortonormada para o espaco das colunas de A. As restantes
colunas de U; sdo portanto uma base ortonormada para EC(A)+ = N(AT).

A ultima afirmagao é uma consequéncia da segunda pois U] DTU! ¢ uma decom-
posicao em valores singulares para A”. Logo as primeiras k colunas de U], que sdo as
primeiras k linhas de Us,, sao uma base ortonormada para EC(AT) = EL(A) enquanto
que as restantes linhas de U, sdo uma base ortonormada para EL(A)t = N(A).

40. [Enunciadd



(a)
(b)

(d)
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Temos det(ATA) = 1 < det(AT) det(A) = 1 < det(A)? = 1. Logo det(A) = 1.
Seja

d

A equagao AT A = I diz que os vetores (a, ¢) e (b,d) de R? tém comprimento 1 e sao
perpendiculares. Escrevendo (a,c) = (cosa,sena) para algum « € [0, 27| temos
portanto

A= [Z b} € 0(2)

(b,d) = £(—sen «, cos @)

Se (b,d) = (—senq,cosa) entdao det A = 1 logo A € SO(2), caso contrario o
determinante ¢ —1e A € O(2)_.
Para verificar que um elemento A € O(2)_ é a reflexdo na reta indicada basta
calcular o efeito que tem num vetor da reta e num vetor nao colinear.
AlL] = [$%a] que é de facto a reflexdo de (1,0) com respeito a reta que bissecta o
angulo a com o eixo dos zx.
Por outro lado

{cosa sen o } [cos %} _ |:COS a cos § + sen asen %] _ [cos(a - %)]

sena —cosa| |sen sen cos § — cos asen § sen(a — §)
onde na tultima igualdade usamos as formulas trigonométricas para a diferencga de
angulos. Conclui-se que a matriz A fixa a reta gerada por (cos §,sen §) e é portanto
a reflexao com respeito a esta reta.
Seja E, a reflexdo na reta gerada por (cosa,sena) e consideremos o elemento
Eo=[32] Dada A= [xna “wsa] € SO(2) e tendo em conta o pardgrafo anterior
temos

A= EsEqy

logo A é o produto de duas reflexoes.

Vamos escrever T: R® — R? para o endomorfismo representado por A na base
canonica.

O polindmio caracteristico de A € O(3) tem grau 3. As suas raizes sao os valores
proprios de A que sao complexos de modulo 1. Uma vez que as raizes complexas
deste polinémio real aparecem aos pares conjugados, o polinémio tem pelo menos
uma raiz real (o que também se pode ver observando o comportamento do polinémio
em +00), raiz esta que serd necessariamente +1. Temos duas possibilidades para
as restantes raizes: ou sao complexas e conjugadas da forma cosa 4 sen « ou sao
reais e iguais a £1.

Consideremos primeiro o caso em que todas as raizes A, Ay e A3 sdo reais. Se
det A = A\jA2A3 = —1 entd@o pelo menos uma das raizes é igual a —1 (e as restantes
duas sdo iguais). Escolhendo uma base ortonormada B = (vy,vs,v3) de vetores
proprios de A com v; um vetor proprio de —1 vemos que

-1 0 0
Arpp=|0 s 0 com s = *+1
0 0 s
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tem a forma indicada no enunciado (com o = 0 ou 7). Se det A = 1 entdo uma das
raizes é necessariamente igual a 1 e procedendo da mesma forma vemos que

0
0 com s = +1
s

S »w O

1
Arpp = |0
0

como pretendido.

Suponhamos agora que A tem um unico valor préprio real A = +1 que é entao
necessariamente igual a det A. Seja v; um vetor préprio de A com |[vq]] = 1 e
P = {v}*. Seja {vy,v3} uma base ortonormada para P. Entdo, uma vez que T
é ortogonal, o plano P ¢ invariante por 7' e (com a restrigdo do produto interno
usual em R3) a restrigio de T' a P é uma transformagao ortogonal. Uma vez que
a expressao para o produto interno na base ortonormada (v, v3) para P é a usual,
a matriz que representa a restricdo de 7' a P nesta base ¢ uma matriz de O(2).
Conclui-se que na base ortonormada B = (vq,v,v3) a expressao de T é diagonal
por blocos da forma

AT,B,B = |:())\ 2:| com R € 0(2)

Temos det(A) = det(T') = Adet R = det Adet R, logo det R = 1, isto ¢ R € SO(2).
Ar g p tem portanto a forma indicada no enunciado.
(e) Argumentamos por indugdo em n notando que a afirmagao foi demonstrada para
n = 2,3 nas alineas (c) e (d) (e é evidente para n = 1).
Suponhamos primeiro que o polinémio caracteristico de A tem apenas raizes reais
(necessariamente iguais a £1). Este caso pode ser tratado diretamente sem recurso
a indugao: existe uma base ortonormada de R™ com respeito a qual a expressao de
A é diagonal com entradas diagonais +1. Seja k a multiplicidade geométrica de —1
de forma que det(A) = (—1)*. Para obter uma expressao para A da forma desejada
(observe-se que [ ' % ] € SO(2) - é uma rotacdo de um angulo 7). tomamos
e Vetores préprios de —1 para os primeiros k vetores da base quando k e n sao
ambos pares ou k e n sao ambos impares,
e Se n é par e k impar, tomamos para primeiro vetor da base um vetor préprio
de —1, para segundo um vetor préprio de 1 pondo depois k—1 vetores proprios
de —1 e n — k — 1 vetores proprios de 1.
e Se n é impar e k par, tomamos para primeiro vetor da base um vetor préprio
de 1, os restantes k de —1 e os restantes n — k — 1 de 1.
Seja entao n > 4 e suponhamos que o polinémio caracteristico de A tem pelo menos
uma raiz complexa cos a + i sen a. Seja v € C™ um vetor préprio de cos « + i sen a.
Escrevendo v = = + iy com x,y € R"™ temos a seguinte identidade em C™:

A(x+1y) = (cosa+isena)(r+iy) < Ax+iAy = cos(a)x —sen(a)y+i(sen(a)x +cos(a)y)
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ou seja temos as seguintes duas condi¢oes em R™:

(84) Az = cos(a)z — sen(a)y

Ay = sen(a)z + cos(a)y
Em particular o espa¢o L({z,y}) C R" é invariante por A.
Note-se agora que x — iy é um vetor préprio de A correspondendo ao vetor préprio
cos a — i sen «v e vetores proprios de valores proprios distintos sao ortogonais. Logo
para o produto interno usual em C" temos (x + iy, z — iy) = 0. Podemos escrever
esta condicao em termos do produto interno usual em R™:

z]]* = [lyl]?
(x,y) =0

Conclui-se que {x,y} é uma base ortogonal para L({z,y}) formada por vetores com

o mesmo comprimento £. Na base ortonormada (7, %) a expressao da restricao de

A a este plano é de acordo com dada pela expressao

(0,2) — (3 3) +i(—2(a3) = 0 & {

COos sen «
—SsSenoa Cosw

} € S0(2)

Podemos entao tomar 7, % como os dois 1ltimos vetores da base para R" que busca-

mos. O complemento ortogonal W = L({7, ¥ )+ é um subespaco invariante de R™
de dimensao n — 2. Por hipdétese de inducao existe uma base ortonormada para W
na qual A se expressa como indicado no enunciado e juntando a esta base os dois
vetores 7, ¥ (como os dois tltimos vetores da base) obtemos a expressao pretendida
para A.

(f) Esta afirmacao é uma consequéncia da alinea anterior e da alinea (c): pela alinea (c)
cada bloco diagonal 2 x 2 corresponde a um produto de no maximo duas reflexoes e,
no caso em que n é impar, a entrada 41 corresponde ao produto com uma reflexao

se o sinal for negativo e com a identidade se for positivo.

41. [Enunciadd
(a) Seja B = (vy,...,v,) uma base ortonormada para V e M = max{||T(v;)|: i =
1,...,n}. Dado v = aqv; + ... + apv, € V temos (pelo Teorema de Pitdgoras)

0] = |aa]® + ... + | |?

e em particular |o;| < ||v]|. Por outro lado aplicando a desigualdade triangular
vemos que

17 (vl

o T (v1) + ... + ., T (v,)]]
[T ()l + - + [l [T (vn)]]
(loa] + ...+ o) M

nllo||M

IA A IA

pelo que nM é um majorante para o conjunto {H:mﬁ” v eV \{0}}.
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(b) Se v = 0 a desigualdade é obviamente verificada e, para v # 0 é uma consequéncia

de ||T'|| ser um majorante do conjunto %

(c) Positividade: Claramente ||T'|| > 0 sendo o supremo de um conjunto de nimeros

nao negativos. Se ||T’|| = 0 entao, para v # 0, os niimeros nao negativos % tem

que ser majorados por 0 e portanto iguais a 0. Isto significa que T = 0 conforme

pretendido.

Homogeneidade: Dado a € K temos (aT")(v) = oT'(v) logo

Tl = s MWLl T
veV\{0} [ v]] verifoy vl verioy V]|

Desigualdade triangular: Dados endomorfismos S,7: V' — V temos

T S
1S+ 7] = sup L@+ S
veV\{0} o]l

Pela desigualdade triangular (para vetores) | T(v) + S(v)|| < [|[T'(v)]| + [|S(v)|], e
pela alinea anterior ||T°(v)|| + ||S(v)|| < [|T||||lv]| + [|S]|]|v]|. Logo

|17 (v) + S(v)
o]

| < ||T|+|IS]] paratodoo v #0

Conclui-se que ||T'+ S|| < ||T|| + ||S|| conforme pretendiamos demonstrar.

(d) Seja B = (vy,...,v,) uma base ortonormada formada por vetores préprios de T
com T'(v;) = \v;. Seja M = max{|\],...,|\:|}. Dado v = aqvi+. ..+ a,v, temos
IT)]* = |leaT(v1) + ...+, T(w)]|* = [laadvr + ... + Aol
= | M P[|orll? + -+ AP vl (pelo Teorema de Pitdgoras)

S e e M L D
< (JarP+ ...+ Jan ) M?

= M?|jv|? (porque B é uma base ortonormada).

Daqui concluimos que ||T'|| < M. Mas por outro lado, sendo j tal que |\;| =
max{|A1], ..., |A\|} temos M = PO o0 M < |T|| e portanto M = ||T||.

l[o;l

(e) Note-se que, por definigdo de transformagao adjunta (ver o Exercicio

IT()I* = {T(v), T(v)) = (T"T(v),v)

Seja B = (vy,...,v,) uma base ortonormada para V' formada por vetores préprios
da transformacao auto-adjunta T*T e A{,...,\, os valores préprios correspon-
dentes (que recorde-se sdo todos nao negativos). Suponhamos que j é tal que
A; = max{A,...,\,}. Pela alinea anterior temos || 7*T’|| = \; e este ntmero é, por
definicao de valores singulares, o quadrado do maior valor singular de 7.
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Escrevendo v = ayvy + ... + a,v,, temos

IT(W)|? = (IT"T(v),v)

(A1 + .o+ AU, Q101 F o Q)
= |Ozl|2/\1 —|— e + |Oén|2)\n

(loal® + ..+ Jew) A = Ajllo])?

VAN

donde concluimos que ||T']] < 1/A;. Por outro lado, tomando v = v; temos
Aj logo ||T'|| > +/A;, pelo que

17l = v = VITT]

conforme pretendido.

Temos

1 1771 1] 1ot 1] J11

01 O 1| |1 1{]|0 1| |1 2
O polinémio caracteristico desta matriz é (1 —A)(2—X) —1 =X -3\ +1. Os
valores proprios sao A = %5 logo, de acordo com a alinea anterior

b -2

Seja B = (vy,...,v,) uma base ortonormada. Recorde-se que a i-ésima coordenada
do vetor v é dada pela expressao (v;,v). Temos a mostrar que para cada i a série
numérica

oo 1 n
ZE 'UZ,T

n=0

converge. Dado que
[{vi, T* ()| < Nwl[[[T™ ()| = ([T ()| < T[]0l

(onde na ultima desigualdade usdmos a alinea (b)), a série numérica converge
absolutamente (podemos por exemplo aplicar o critério de d’Alembert).
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Para verificar que a expressao € linear em v, basta verificar que ¢é linear em cada co-
ordenada e isso é uma consequéncia da linearidade do limite (de sucessoes numéricas):

0o N

Z%%U“Tn av + fw)) = ng{l)OZ%m,T"(av+ﬁw)>
= 3 L (et 70 + Bl )
~ i S )+ S 1)
= 02 T 48 S T )

Finamente para 7' = [ £, | temos
_ 3t 0 0 t]\"
= ([ <o o)
n n—1
3t 0 3t 0 0 t

= [0 34 o [0 St} {0 0} +0

B 3ngn 3n—1ntn

a 0 3"
onde aplicdimos o binémio de Newton (o que podemos fazer porque o primeiro termo

da soma é um miltiplo da identidade e portanto comuta com o segundo termo) e

usamos a identidade [ 0] = 0 que faz com que todos os termos do binémio a partir
do segundo se anulem.

" n—1lin n—1lin—1 L,
Dado que Y 07 5 = ¢3¢ Y0 mm — 3 3 T = e’ conclufmos que

3t ¢ e3t t€3t
6[0 3t] =

0 e

42. [Enunciadd
(a) Se A é unitdria entdo A*A =1 = AA* logo A é normal. Se A ¢é (anti-)hermitiana
temos A*A = £A% = AA* logo A é normal.
(b) Uma vez que U~ = U* temos

A*A = (UDU*)*(UDU*) = UD*U*UDU* = UD*DU*

AA*=UDU*(UDU*)* =UDU*UD*U* =UDD*U*
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A 0 O
Sendo D = [0 0] temos
0 0 An
|)\1|2 0 0
DD =DD* = 0 0
0 0 |)\n\2

e portanto A é normal.
AA* é hermitiana porque (AA*)* = (A*)*A* = AA*. Se v é um vetor préprio de
AA* com valor préprio A temos

)\Hv||2 = (v, W) = (v, AA*) = (A*v, A%v) = ||A*UH2

logo os valores proprios de AA* sao nao negativos.
Temos

A(AA") = A(A*A) = (AA")A

logo A comuta com AA*. Se v é um vetor préoprio de AA* entao A(AA*)v = Al =
AAv portanto (AA*)Av = AAv o que significa que Av é também um vetor préprio
de AA* com o mesmo valor préprio.
Sejam v, w € E(\). Temos de verificar que
(F5Av, 5 Aw) = (v, w)

Ora como \ é real e portanto igual a A

(%Av, FHAw) = 3 (Av, Aw) = (v, A*Aw) = (v, \w) = (v, w)
A equacao A = U DU significa que as colunas de U sao uma base ortonormada para
C™ formada por vetores proprios de A. Pelo Teorema espetral e a alinea anterior
podemos escolher bases ortonormadas para cada F(\) (o espago proprio de A para
AA* = A*A) formada por vetores préprios de A. Uma vez que espagos préprios de
valores préprios distintos da matriz hermitiana AA* sao ortogonais, juntando estas
bases para todos os A > 0 obtermos uma base ortonormada para N(AA*)~ c C»
formada por vetores proprios de A.
Mas N(AA*) = N(A) (como AA* = A*A, temos N(AA*) D N(A); por outro
lado se AA*v = 0 entao ||Av|]* = (A*Av,v) = 0 logo v € N(A)) e qualquer base
ortonormada para N (A) serd formada por vetores proprios de A.
Juntando as bases ortonormadas de vetores préprios de A para N(AA*)L e N(A)

obtemos a base para C" que pretendiamos.
Temos que verificar se A*A = AA*:

I s R e i e R s

logo a matriz (i) nao é normal e portanto nao é diagonalizdvel por uma matriz
unitaria.
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Para a matriz (ii) temos

1 1 0f[1 01 2 11 1 011 10
0111 1 0[{=1{121|=1]1 101011
1 0 1]]0 1 1 11 2 01 1f{ (1 0 1

logo a matriz (ii) é normal e portanto é diagonalizavel por uma matriz unitaria.

REFERENCIAS

[Ax] S. Axler, Linear Algebra Done Right, Springer UTM (1997).
[D] E. Dias, Algebra  Linear, https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~edias/TextosNet/

ALbookfin_Net.pdf
[FIS] S. Friedberg, A. Insel and L. Spence, Linear Algebra (4th edition), Pearson Education (2003).

[HK] K. Hoffman and R. Kunze, Linear Algebra, Prentice-Hall (1961)


https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~edias/TextosNet/ALbookfin_Net.pdf
https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~edias/TextosNet/ALbookfin_Net.pdf

	0. Introdução
	0.1. O que é a Álgebra Linear? - I 
	0.2. O que é a Matemática?
	0.4. A necessidade do rigor
	0.6. A importância das definições
	0.8. O que é a Álgebra Linear? - II
	0.9. Conselhos práticos para o estudo

	1. O método de Gauss
	1.14. Exercícios

	2. O produto de matrizes
	2.3. Multiplicação por blocos
	2.4. Propriedades do produto de matrizes.
	2.14. Soma e produto por escalar
	2.22. Cálculo da inversa
	2.30. Exercícios

	3. Espaços vetoriais
	3.8. Subespaços vetoriais
	3.13. Expansão linear
	3.18. Subespaços de Rn associados a uma matriz
	3.21. Dependência linear.
	3.24. Bases e dimensão
	3.38. Decomposições em soma direta
	3.42. Mudanças de coordenadas
	3.51. Exercícios

	4. Transformações lineares
	4.6. Representação matricial de uma transformação linear
	4.10. Operações com transformações lineares e a sua tradução em matrizes
	4.22. Subespaços vetoriais associados a uma transformação linear
	4.27. O Teorema da característica-nulidade
	4.32. Aplicações ao estudo das matrizes
	4.37. Equações lineares
	4.41. Exercícios

	5. O Determinante
	5.1. Motivação
	5.2. A função determinante
	5.5. Existência e unicidade do determinante.
	5.9. Propriedades do determinante
	5.16. Aplicação à solução de sistemas lineares
	5.19. O determinante de uma matriz triangular por blocos
	5.22. O produto externo de vetores
	5.27. Exercícios

	6. Endomorfismos
	6.3. Subespaços invariantes
	6.6. Valores próprios e vetores próprios
	6.15. Existência de valores próprios
	6.23. O determinante de um endomorfismo e o polinómio característico
	6.28. O algoritmo PageRank
	6.29. Vetores próprios generalizados
	6.36. Decomposição primária de um endomorfismo
	6.39. Endomorfismos nilpotentes
	6.51. A forma canónica de Jordan
	6.63. O Teorema de Cayley-Hamilton
	6.68. Endomorfismos de espaços vetoriais reais
	6.78. A classificação geral dos endomorfismos de espaços vetoriais de dimensão finita
	6.79. Exercícios

	7. Espaços vetoriais com produto interno
	7.1. Definição de produto interno num espaço vetorial
	7.14. Representação matricial de um produto interno
	7.20. As desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz
	7.26. A definição de ângulo. Complementos ortogonais
	7.32. O método de ortogonalização de Gram-Schmidt
	7.35. Cálculos em bases ortogonais e projeção ortogonal
	7.43. O método dos quadrados mínimos
	7.46. Uma fórmula para o volume de um paralelipípedo k-dimensional
	7.49. Projeção ortogonal e compressão de dados
	7.50. Transformações unitárias e (anti)-hermitianas
	7.61. A decomposição em valores singulares
	7.68. Formas quadráticas
	7.76. A classificação das quádricas
	7.78. Exercícios

	8. Soluções dos exercícios
	8.1. Sistemas lineares
	8.2. Matrizes
	8.3. Espaços Vetoriais
	8.4. Transformações lineares
	8.5. O Determinante
	8.6. Endomorfismos
	8.7. Espaços vetoriais com produto interno

	Referências

