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Justifique apropriadamente todas as suas respostas!

(5 val.) 1. Escreva uma expressdo para o volume do sélido
] 1
V:{(x,y,z)E]R‘&:x>0,z>0,y<1,z<y,x+y<1}

em termos de integrais iterados da forma: [([ ([ dz)dy)d.
(N&o precisa de calcular o integral.)

Resolucio:

Fazendos cortes perpendiculares ac eixo Ox temos:

Logo




(4 val.) 2. Considere o conjunto D = {(z,y,2) € R® : 2 > 0, y> + 2% < 4, 22 < y? + 2%}
Usando uma mudanca de coordenadas apropriada, calcule [, z/y? + 22.

Resolucio:

O eixo de simetria é o eixo Ox. Por conseguinte, vamos recorrer a coordenadas cilin-
dricas adaptadas ao eixo Oz,

(z,y,2) = (x,pcos B, psind) , xR, peRT, 0€]0,2n].

O Jacobiano é p. O dominio D é transformado no dominio D’ definido por z > 0, p <
2, x < p. Assim temos

2 2 P
/ V' y? + 22dedydz = / zp? dedpdf = / </ (/ xzp? dl‘) dP) df
D ! 0 0 0
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(3 val.)

3. Considere a linha L descrita pelas equacdes z = 2 — (22 +42), z = 1, com densidade

de massa d(z,y, z) = 2z. Obtenha uma parametrizacdo de L e calcule a sua massa.

Resolucio:

Recorrendo a coordenadas cilindricas, as equacdes que definem a linha L tomam a

forma
=92 p? =1
¥ p — P
Z:1 Z:]_

Logo, uma parametrizacdo de L é
v(t) = (cost,sint, 1) , t€]0,2x|.

Como
7' (t) = (—sint, cost,0),

obtemos ||/ (t)|| = 1 e a massa M é

27 27
M= [T @) el = [ 2=



(3 val.)
(2 val.)

4. Seja F' o campo vectorial dado por F(x,y) = (692, 2:1;yey2 —seny).

a) Mostre que F' é um campo gradiente e determine um potencial para F.

b) Calcule o trabalho de F" ao longo do caminho v(#) = (cosf,sen ) com 6 € [0, T].

Resolucio:

a) F = (Fy, F») € um campo vectorial de classe C'! em todo o seu dominio R2. Como

F & um campo fechado em R?. Uma vez que F' & um campo fechado em R? que é um
aberto simplesmente conexo, F' € um campo gradiente em R?, i.e. F = V® = (g—i, ‘g—f)

em R2. Primitivando F} = g—f em ordem a x obtemos

®(z,y) = ze’ +g(y) .

Substitutindo em Fy = (?d% concluimos que ¢'(y) = —siny. Logo, um potential é

O(x,y) = zeV + Cosy .

b) Como F é um campo gradiente em R?, o trabalho de F' ao longo do caminho v
(que n3o é fechado) é dado por

B(Y(Z)) — B((0)) = B(0,1) — B(1,0) = cos1 — 2.
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(3 val.)

5. Sejam G : R?\{(0,0)} — R%? e G : R®\{(3,0)} — R? definidos por

Y —x —y z—3
Gi(z,y) = <x2+y27$2+y2> , Ga(z,y) = ((:c—3)2+y27(33—3)2+y2>.

Sabendo que G1 e G5 sdo campos fechados nos seus dominios, diga justificadamente
se G = (G1 + G2 é campo gradiente em cada uma das seguintes regides:

i) {(z,y) e R* : y > 0},

i) R*\{(0,0), (3,0)},
i) R2\L, onde L & o segmento de recta unindo (0,0) a (3,0).

Resolucio:

i) O conjunto D = {(z,y) € R? : y > 0} & um aberto simplesmento conexo. G é um
campo vectorial de classe C' em D. Uma vez que G é um campo fechado em D que
€ um aberto simplesmente conexo, G & um campo gradiente em D.

i) G ndo &€ um campo gradiente em D = R?\{(0,0), (3,0)}, porque o trabalho de G ao
longo da circunferéncia I' = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} percorrida no sentido positivo
é diferente de zero. Recorrendo & parametrizacdo de I' dada por (t) = (cost,sint)
com t €10, 27| e atendendo a que G2 € um campo fechado num conjunto simplesmente
conexo que contém I, obtemos

[o=[a+[a=[a- 02”G1<v<t>>-v’(t)dt:—%#o. W

i) G € um campo gradiente em D = R?\L, porque G é um campo de classe C*
no aberto D e porque o trabalho de G ao longo de qualquer caminho seccionalmente
regular fechado em D é zero.

Qualquer caminho seccionalmente regular fechado T em D ou é homotépico em D a um
ponto (e nesse caso o trabalho de G é zero) ou é homotépico em D a circunferéncia
e = {(z,y) € R? : 22 +y? = 52}. Como G & um campo fechado de classe C!
em D temos [ G = fFCG = ch Gy + ch Go. Sejam I'y e I'y as circunferéncias
I ={(z,y) eR?: 22+ y> =1} ey = {(z,y) € R?: (x — 3)2 +y?> = 1}. Uma
vez que I'. & homotépico a I'; em R2\{(0,0)}, onde G1 é um campo fechado, temos
Jr.G1 = Jp, Gi. Analogamente temos [. G2 = [, G2. Usando o resultado (1)

concluimos que
/ Gi+ | G2=0,
r Iy

e por conseguinte [ G = 0, i.e. o trabalho de G ao longo de qualquer caminho
seccionalmente regular fechado em D é zero.



