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Justi�que apropriadamente todas as suas respostas!

1. Escreva uma expressão para o volume do sólido(5 val.)

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0 , z > 0 , y <
1

4
, z < y , x+ y < 1}

em termos de integrais iterados da forma:
∫

(
∫

(
∫
dz)dy)dx.

(Não precisa de calcular o integral.)

Resolução:

Fazendos cortes perpendiculares ao eixo Ox temos:
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2. Considere o conjunto D = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0 , y2 + z2 < 4 , x2 < y2 + z2}.(4 val.)
Usando uma mudança de coordenadas apropriada, calcule

∫
D x
√
y2 + z2.

Resolução:

O eixo de simetria é o eixo Ox. Por conseguinte, vamos recorrer a coordenadas cilín-
dricas adaptadas ao eixo Ox,

(x, y, z) = (x, ρ cos θ, ρ sin θ) , x ∈ R, ρ ∈ R+, θ ∈]0, 2π[ .

O Jacobiano é ρ. O domínio D é transformado no domínio D′ de�nido por x > 0, ρ <
2, x < ρ. Assim temos∫
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3. Considere a linha L descrita pelas equações z = 2− (x2 + y2) , z = 1, com densidade(3 val.)
de massa d(x, y, z) = 2z. Obtenha uma parametrização de L e calcule a sua massa.

Resolução:

Recorrendo a coordenadas cilíndricas, as equações que de�nem a linha L tomam a
forma {

z = 2− ρ2

z = 1
⇐⇒

{
ρ = 1

z = 1

Logo, uma parametrização de L é

γ(t) = (cos t, sin t, 1) , t ∈ ]0, 2π[ .

Como
γ′(t) = (− sin t, cos t, 0) ,

obtemos ||γ′(t)|| = 1 e a massa M é

M =

∫ 2π

0
d(γ(t)) ||γ′(t)|| dt =

∫ 2π

0
2dt = 4π.



4. Seja F o campo vectorial dado por F (x, y) = (ey
2
, 2xyey

2 − sen y).

a) Mostre que F é um campo gradiente e determine um potencial para F .(3 val.)

b) Calcule o trabalho de F ao longo do caminho γ(θ) = (cos θ, sen θ) com θ ∈ [0, π2 ].(2 val.)

Resolução:

a) F = (F1, F2) é um campo vectorial de classe C1 em todo o seu domínio R2. Como

∂F2

∂x
= 2yey

2
=
∂F1

∂y
,

F é um campo fechado em R2. Uma vez que F é um campo fechado em R2 que é um
aberto simplesmente conexo, F é um campo gradiente em R2, i.e. F = ∇Φ = (∂Φ

∂x ,
∂Φ
∂y )

em R2. Primitivando F1 = ∂Φ
∂x em ordem a x obtemos

Φ(x, y) = xey
2

+ g(y) .

Substitutindo em F2 = ∂Φ
∂y concluímos que g′(y) = − sin y. Logo, um potential é

Φ(x, y) = xey
2

+ cos y .

b) Como F é um campo gradiente em R2, o trabalho de F ao longo do caminho γ
(que não é fechado) é dado por

Φ(γ(
π

2
))− Φ(γ(0)) = Φ(0, 1)− Φ(1, 0) = cos 1− 2 .



5. Sejam G1 : R2\{(0, 0)} → R2 e G2 : R2\{(3, 0)} → R2 de�nidos por(3 val.)

G1(x, y) =

(
y

x2 + y2
,
−x

x2 + y2

)
, G2(x, y) =

(
−y

(x− 3)2 + y2
,

x− 3

(x− 3)2 + y2

)
.

Sabendo que G1 e G2 são campos fechados nos seus domínios, diga justi�cadamente
se G = G1 +G2 é campo gradiente em cada uma das seguintes regiões:

i) {(x, y) ∈ R2 : y > 0},
ii) R2\{(0, 0), (3, 0)},
iii) R2\L, onde L é o segmento de recta unindo (0, 0) a (3, 0).

Resolução:

i) O conjunto D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} é um aberto simplesmento conexo. G é um
campo vectorial de classe C1 em D. Uma vez que G é um campo fechado em D que
é um aberto simplesmente conexo, G é um campo gradiente em D.

ii) G não é um campo gradiente em D = R2\{(0, 0), (3, 0)}, porque o trabalho de G ao
longo da circunferência Γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} percorrida no sentido positivo
é diferente de zero. Recorrendo à parametrização de Γ dada por γ(t) = (cos t, sin t)
com t ∈ ]0, 2π[ e atendendo a que G2 é um campo fechado num conjunto simplesmente
conexo que contém Γ, obtemos∫

Γ
G =

∫
Γ
G1 +

∫
Γ
G2 =

∫
Γ
G1 =

∫ 2π

0
G1(γ(t)) · γ′(t) dt = −2π 6= 0. (1)

iii) G é um campo gradiente em D = R2\L, porque G é um campo de classe C1

no aberto D e porque o trabalho de G ao longo de qualquer caminho seccionalmente
regular fechado em D é zero.

Qualquer caminho seccionalmente regular fechado Γ emD ou é homotópico emD a um
ponto (e nesse caso o trabalho de G é zero) ou é homotópico em D à circunferência
Γc = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 52}. Como G é um campo fechado de classe C1

em D temos
∫

ΓG =
∫

Γc
G =

∫
Γc
G1 +

∫
Γc
G2. Sejam Γ1 e Γ2 as circunferências

Γ1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} e Γ2 = {(x, y) ∈ R2 : (x − 3)2 + y2 = 1}. Uma
vez que Γc é homotópico a Γ1 em R2\{(0, 0)}, onde G1 é um campo fechado, temos∫

Γc
G1 =

∫
Γ1
G1. Análogamente temos

∫
Γc
G2 =

∫
Γ2
G2. Usando o resultado (1)

concluímos que ∫
Γ1

G1 +

∫
Γ2

G2 = 0 ,

e por conseguinte
∫

ΓG = 0, i.e. o trabalho de G ao longo de qualquer caminho
seccionalmente regular fechado em D é zero.


