O Teorema da Funcao Inversa

Recordemos que se f : I C R — R é uma fungdo com derivada continua,
definida num intervalo I, e f'(z) # 0 para todo o x € I, entdo f é injectiva, como
consequéncia dos teoremas do Valor Intermédio e do Valor Médio: o primeiro
garante que ou f'(z) > 0, Vx € I ou f'(z) < 0, Vo € I (uma vez que f' é
continua), enquanto que pelo segundo sabemos que, dados = < y em I, se tem

fly) = flx) = f(c)(y —x)

para algum ¢ €]z, y[; portanto f é estritamente crescente caso f'(z) > 0, Vo € I
e estritamente decrescente caso f'(x) <0, Vx € I.

Além disso, nas condigbes indicadas, a imagem f(I) é também um intervalo J
e a inversa f~!:J — I tem derivada continua:

Observagao 0.1 De facto, a hipdtese da derivada de [ ser continua ndo €
necessaria, pois a deriwada de uma funcao definida num intervalo tem sempre
a propriedade do Valor Intermédio, mesmo que tenha descontinuidades (este
resultado é o Teorema de Darbouz).

Em particular, se f : I C R — R é uma fungao com derivada continua,
xo € I e f'(xg) # 0, entéo existe um intervalo Iy C I contendo zg onde f’ tem
sempre o mesmo sinal e portanto a restricao fi;, ¢ injectiva, e a sua inversa tem
derivada continua.

O facto de f'(zg) # 0 significa que a aproximacao linear de f na vizinhanga de
xg
zo +h — f(xo) + f'(z0)h

é injectiva (ou seja, invertivel) e portanto o resultado enunciado pode exprimir-
se do seguinte modo: se f tem derivada continua e a sua aproximacao linear
num ponto g é injectiva, entdo f é igualmente injectiva numa vizinhanga desse
ponto e a inversa da sua restrigao a essa vizinhanca tem derivada continua.

No caso de uma fungdo F' : U C R™ — R” diferencidvel, a aproximacao
linear na vizinhanca de um ponto x¢g € U

2o+ h — F(xo) + DF(x0)h

é injectiva se o determinante det(DF(xo)) da matriz jacobiana nao se anular.
Se F for injectiva numa vizinhanca de x( e a sua inversa F~! for diferencidvel,
entao tem-se necessariamente

DF~Y(F(2))DF(x) =1

onde I designa a matriz identidade, e portanto tem que se verificar det(DF(z)) #
Oe
DF~Y(F(z)) = [DF(z)]".



No entanto, como se verifica, considerando por exemplo

F(z,y) = (e cos(y), e” sin(y)),

uma fungao pode ter aproximacao linear injectiva em todos os pontos do seu
dominio (R? neste caso) e no entanto nao ser injectiva. Ou seja, o primeiro
resultado citado para fungoes de uma varidvel nao se generaliza. Mas o resultado
local vale em geral:

Teorema 0.2 Teorema da Funcao Inversa: Se F': U C R™ — R" ¢ uma
funcdo de classe C' (isto €, tem derivadas parciais continuas), xo € um ponto
interior de U, e det(DF(xg)) # 0, entdo existe uma vizinhanga aberta V de xg
onde F ¢ injectiva, F(V) € aberto, e a inversa F~1 da restricio Fy é também
de classe C' com derivada

- _ -1

DF~'(y) = (DF(F~'(y)))

para todo oy € F(V).

Observacao 0.3 Note-se que, para este resultado local, ndo podemos prescindir
da hipdtese da derivada ser continua: por exemplo a fungdo

r+a?sin(l/z) sex #0

g(z) =
0 sex =0

tem derivada para todo o x € R e ¢’(0) = 1; no entanto, g ndo € injectiva em
nenhuma vizinhang¢a de 0.

Apresenta-se em seguida uma demonstracdo do Teorema da Fungao Inversa.
Comegamos por apresentar dois resultados que tém um papel importante nesta
demonstracao mas que sao igualmente de grande interesse tedrico e pratico no
estudo de fungoes de varias varidveis.

A igualdade do Teorema do Valor Médio néo se generaliza para fungoes de
mais do que uma variavel, mas temos um resultado semelhante:

Teorema 0.4 Teorema do Valor Médio: Seja F : U C R" — R" wuma
funcao diferencidvel e a,b € U dois pontos tais que U contém o segmento

a+tlb—a), tel0,1].
Entao existe um ponto ¢ = a + to(b — a) tal que
IF®) - F@) < IDF(E)(® - a)ll.
Demonstragao 0.5 Definimos a fungao real de varidvel real

¢:10,1] = R, $(t) =< Fla+t(b—a)), F(b) — F(a) >



onde <,> designa o produto interno usual em R™.
¢ € a composta de funcoes diferencidveis:

t—a+tb—a) = Fla+tb—a)) < Fla+tb—a)), F(b) — F(a) > .
Temos entio
¢ (t) =< DF(a +t(b— a))(b— a), F(b) — F(a) >;
por outro lado
¢(1) = ¢(0) =< F(b) — F(a), F(b) — F(a) >= ||F(b) — F(a)|]”

e o Teorema do Valor Médio para fungoes reais de varidvel real garante portanto
que

|F(b)—F(a)|* = ¢ (to)(1-0) =< DF(a+t(b—a))(b—a), F(b)—F(a) >=< DF(c)(b—a), F(b)—F(a) >;
Mas pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

| <DF(c)(b—a), F(b) = F(a) > | < |[DF(c)(b — a) ||| F'(b) — F(a)]|
donde se deduz a desigualdade pretendida.

Observagao 0.6 Suponhamos que para todo o x € U se verifica

| oF;
6Ij

(z)| < K;

Podemos entdo obter a sequinte majoragdo em fungao de ||b — al|:
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n
< ViKY |b — a;] < VnKnmax b — a;| < n*?K|[b— al|.
; J
Jj=1
O segundo resultado preliminar é o seguinte:

Proposicao 0.7 Lema da Contracg¢ao: Seja B C R™ um conjunto fechado
e h: B — B uma func¢ao que satisfaz a condicao sequinte: existe uma constante
0 <c<1 tal que

[h(y) = h(@)[| < elly — =[] Va,y € B;

Entao existe um e sé um ponto z € B tal que h(z) = z (ou seja z € ponto fizo
de h).



Demonstragao 0.8 A demonstracao € inteiramente construtiva: dado um ponto
inicial qualquer x € B, mostramos que a sucessao definida recursivamente pelas
condicoes

Lo = &y Tk+1 = h(xk)a
converge, e que o seu limite tem a propriedade desejada.
Para isso vamos mostrar que a sucessao xy, € uma sucessdo de Cauchy, ou seja,
que dado um € > 0 existe uma ordem a partir da qual a distancia entre quaisquer
dois termos da sucessao € menor que €: COMECAMOS Por verificar que, como para
qualquer k >0

[2h1 = zkll = [|P(zk) = R(zp-1)|| < cller — zp-al,
prova-se facilmente (por exemplo, por indugdo) que
|rs1 — 2kl < |y — woll, VE > 0.

Temos entao

k—1 k—1 k—1
|Zm+k—2ml = | Z(xm-i-j-i-l_mm-&-j)n < Z |l Zmtjr1—=2masl < Zcm+3||x1—x0H;
=0 =0 =0

e usando a convergéncia da série geométrica de razao c,

—

k— m
, c
E ™M |zy — x| = (A e+ FTY ||z — @] < Ellm — @ol|.

<

Concluimos que a sucessao xy, € de facto uma sucessao de Cauchy: dado € > 0,
escolhendo M tal que
M

— x| <
T ollzr —aoll <e

temos que para quaisquer dois termos Ty, Tm+r com m > M, a distancia entre
eles é menor que €:

CM

Cm
|lzm+r = amll < T llz1 = @oll < 37— llz1 — zoll <e.

—c
Portanto a sucessao converge para um ponto z € B uma vez que este conjunto é
fechado. Como a condi¢do do enunciado implica em especial que h € continua,
temos
h(z) = h(limzy) = hin h(zy) = 1i]£nxk+1 = z.
J
Além disso, se w € B fosse wm outro ponto fixro de h chegariamos a uma con-
tradicao:
lw = z[| = [|h(w) = h(2)]| < cllw — 2| <[lw =z

Passamos entao a demonstracao do Teorema da Fungao Inversa:



Demonstragao 0.9 Comecamos por notar que podemos supor que DF (x¢) = I
onde I designa a matriz identidade: de facto se F' € uma func¢do nas condi¢des
do Teorema e DF(Xo) = A, podemos considerar a funcdo Iy = A~ oF que estd
igualmente nessas condicoes e satisfaz a nossa hipdtese adicional; evidentemente
se Fy é invertivel numa vizinhanga V de xg, também F = AoF} o € e as restantes
conclusoes do Teorema aplicam-se igualmente.

Seja V' uma vizinhanca de xg em que se possa aplica o Teorema do Valor Médio
(uma bola aberta, por exemplo), satisfazendo as sequintes condigdes:

det(DF(z)) # 0Vx €V, |(DF(x) — I)v| < %Hvll, Vv € R™.

Note-se que para a sequnda condi¢do basta, de acordo com a majoracdo estab-
elecida a sequir ao Teorema do Valor Médio, que

OF; 1 . . OF;
\axj(ff)\ SW se i # j, e|8a:i

1 .
() 1| < WW;

o que se verifica numa bola de raio suficientemente pequeno com centro em xg,
uma vez que as derivadas parciais de F' sao continuas. E, do mesmo modo, a
primeira condi¢cdo verifica-se numa bola de raio suficientemente pequeno com
centro em g, uma vez que a func¢do

x — det(DF(x))

€ continua.
A desigualdade do Teorema do Valor Médio, aplicada a fungdo F(x) —x dd-nos

I(F(z) —2) = (F(y) —y)ll < %IIw—yII;

mas por outro lado, como, em consequéncia da desigualdade triangular, ||u —
v|| > ||ul| = ||v|| para quaisquer vectores u e v,

[(F(z)—2) = (F(y) =y)ll = lly =z = (F(y) = Fx))| = [z -yl = [|1F(z) = F(y)l;

juntando as duas desiqualdades obtemos

IF() - F@)ll > Sz -yl

ou seja, F € injectiva em V. Designamos a partir daqui por F~' a inversa da
restri¢ao Fly .
A desigualdade anterior também se pode entao escrever como

[P~ (z) = F~Hw)| < 2[|z — w]| Vz,w € F(V),
o que implica em particular que F~1 é continua nesse conjunto.

Seja v € V e z = F(x); vamos verificar que F~1 € diferencidvel em z com
derivada [DF (z)]71, ou seja, vamos mostrar que, para w numa vizinhanca de
z se tem

i F(w) = F7H(z) = [DF ()] (w — 2)
im

w—z [[w = z]|

=0.




Temos, para qualquer y suficientemente préximo de x,

F(y) = F(z)+ DF(z)(y —x) + R(y)), com lim R(y)

=Y
y=e |y — |

z

dado w prézimo de z temos w = F(y) para algum y € V' (ou seja, F(V) ¢é
aberto, o que comprovaremos mais adiante) e entdo a igualdade anterior pode
escrever-se

w—x=DF(z)(y — )+ R(y)
o que implica que
[DF(2)] " (w — 2) =y — = + [DF(x)] "' R(y)
ou seja
F~Y(w) = F7'(2) + [DF ()] (w = 2) = [DF(2)] 7' R(y);
se mostrarmos que a ultima parcela satisfaz a condicdo do resto, ou seja, que

L IDF@) T RE)
s w2

= 0,
aquela igualdade mostra que F~1 ¢ de facto diferencidvel em z com DF~(z) =
[DF(z)]~!. Ora

[DF(x)]'R(y) _ [DF(2)]"'R(y) ly — =]
Jw — z]| ly =zl flw =zl

quando w — z, temos y — x (F~1 € continua, como jd vimos) e, pela hipdtese
de diferenciabilidade de F', o primeiro factor converge para zero; e o sequndo
factor € limitado:

[F~(w) = F1(2)]

<2.
lw — 2|

Podemos mesmo concluir que F~1 é de classe C': as derivadas parciais de
F~1, ou seja as entradas de DF~(z) = [DF(x)]~'(x), sdo funcdes continuas
das entradas de DF(z), estas sao fungdes continuas de x e x € funcao continua
de z, ou seja, cada derivada parcial de F~1 no ponto z se obtém como resultado
de uma composicao de fungoes continuas.

Resta verificar que F(V) € aberto. Seja entdo z = F(x) com xz € V. Como
V' € aberto, sabemos que existe v > 0 tal que a bola fechada de raio r centrada
em x, que designamos B, (x), estd contida em V. O que vamos mostrar é que
entdo a bola de raio r/2 centrada em z estd contida na imagem pela funcao F
daquela bola fechada, isto €

Byj2(2) C F(By(2)).

Para isso, dado um w € B,5(z) qualquer, consideramos a fungao auxiliar h

definida em B,.(x) por

h(y) =w = F(y) +y;



e verificamos, por um lado, que
[h(y) =zl = lw=F(y)+y—2z|| = [lw—z+z—F(y)+y—z| = [[w—z—(F(y)—y)+(F(z)—z)| <

< w =zl +[(F(y) —y) = (F(z) - 2)[;

a primeira parcela € menor que /2 por hipdtese, enquanto que a sequnda, pela
aplica¢ao do teorema do Valor Médio a fungio F(x) — x feita atrds, é menor
que S|ly — z|| < r/2; ou seja, ||h(y) — || < e portanto

h(B,(2)) C By (x).

Por outro lado,

17 (y)=h(y")l = (w=F(y)+y)—(w—F @ )+y)| = I(Fy")—y" )= (Fy)-y)l < %Ily’*yH,

ou seja, h é uma contracgao. Existe portanto um dnico ponto y € By(x) tal que
h(y) =y, isto é temos w — F(y) +y =y & w = F(y), o que confirma que
w € F(By(x)).

Observagao 0.10 Se num certo ponto xo do dominio de F' se tem det(DF(xg)) =
0, entdo, tal como no caso de uma fungao real de varidvel real, verifica-se uma
de duas situagoes: ou F ndo € injectiva em nenhuma vizinhanca de xg, ou €
injectiva mas a respectiva inversa nao € diferencidvel no ponto F(xg).



