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Departamento de Matemática
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Apresente e justifique todas as respostas

1. Determine e classifique os pontos cŕıticos da função f : R3 → R definida por[6.0]

f(x, y, z) = (x− 2)2 + y2 + 4xy − 8y + z4.

Resolução. Tendo em conta que

∇f(x, y, z) =
(
2(x− 2) + 4y, 2y + 4(x− 2), 4z3

)
,

o único ponto cŕıtico é (2, 0, 0). A hessiana de f é

Hf(x, y, z) =

 2 4 0
4 2 0
0 0 12z2

 ,

que tem um valor próprio positivo e um negativo. Logo o ponto cŕıtico é um ponto de sela.

2. Considere a função
f(x, y, z, w) = x2y + cos(yw) + ln(z − w).

a) Justifique que as soluções da equação f(x, y, z, w) = 1 são, na vizinhança de (2, 0, 1, 0),[3.0]
o gráfico de uma função w = g(x, y, z) de classe C1.

Resolução. A função f é de classe C1, f(2, 0, 1, 0) = 1, e

Df(x, y, z, w) = [ 2xy x2 − w sin(yw) (z − w)−1 −y sin(yw)− (z − w)−1 ].

Como ∂f
∂w

(2, 0, 1, 0) = −1 ̸= 0, o Teorema da Função Impĺıcita garante que as soluções
da equação f(x, y, z, w) = 1 são, na vizinhança de (2, 0, 1, 0), da forma (x, y, z, g(x, y, z)),
onde g(x, y, z) é uma função de classe C1 definida numa vizinhança de (2, 0, 1).

b) Calcule ∂g
∂y
(2, 0, 1).[2.0]

Resolução. Como f(x, y, z, g(x, y, z)) = 1, o Teorema de derivação da função composta
implica que

∂f

∂y
(x, y, z, g(x, y, z)) +

∂f

∂w
(x, y, z, g(x, y, z))

∂g

∂y
(x, y, z) = 0.

Temos
Df(2, 0, 1, 0) = [ 0 4 1 −1 ],

e portanto
∂g

∂y
(2, 0, 1) = 4.

3. Considere as funções F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x2 + y2 + z2 − 1, x+ y + z − 1) e f : R3 →
R, f(x, y, z) = y. Seja M := {(x, y, z) ∈ R3 : F (x, y, z) = (0, 0)}.



a) Quais os pontos de M em que DF tem caracteŕıstica máxima? Justifique.[1.5]

Resolução. Amatriz jacobianaDF tem duas linhas, dadas respectivamente por (2x, 2y, 2z)
e (1, 1, 1). A caracteŕıstica será máxima (igual a 2) sempre que estes dois vectores sejam
linearmente independentes em R3. Mas (2x, 2y, 2z) é linearmente dependente de (1, 1, 1)
se e só se x = y = z, e nenhum ponto da forma (x, x, x) pertence a M (uma vez que o
sistema 3x2 = 1 e 3x = 1 não tem soluções). Logo DF tem caracteŕıstica máxima em
todos os pontos de M.

b) Determine o máximo de f em M recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange.[4.5]

Resolução. Sejam F1(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1 e F2(x, y, z) := x + y + z − 1. Temos
que resolver o sistema ∇f = λ1∇F1 + λ2∇F2 e F1 = 0 e F2 = 0. Da primeira equação
segue que 0 = 2λ1x + λ2 e 1 = 2λ1y + λ2 e 0 = 2λ1z + λ2. Em particular, 2λ1x = 2λ1z
e portanto λ1 = 0 ou x = z. Mas λ1 = 0 implica 1 = λ2 = 0, o que é absurdo, pelo
que x = z. De F1 = F2 = 0 segue então que 2x2 + y2 = 1 e 2x + y = 1. Substitutindo
a segunda equação na primeira, temos que 2x2 + (1 − 2x)2 = 1, que tem duas soluções:
x = 0 e x = 2

3
. No primeiro caso temos x = z = 0 e y = 1 e no segundo caso x = z = 2

3
e

y = −1
3
. Mas f(0, 1, 0) = 1 e f(2

3
,−1

3
, 2
3
) = −1

3
, pelo que o máximo de f em M é igual a

1.

4. Seja f : R3 → R de classe C2 tal que (0, 0, 0) é um ponto cŕıtico de f com f(0, 0, 0) = 0.[3.0]
Supondo que

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

f(x, y, z)

x2 + y2 + z2
=

1

2
,

mostre que a matriz hessiana de f em (0, 0, 0) é a matriz identidade.

Resolução. Como f ∈ C2, pela fórmula de Taylor,

f(x, y, z) =
1

2
⟨Hf(0, 0, 0)(x, y, z), (x, y, z)⟩+ o(∥(x, y, z)∥2)

pelo que

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

⟨Hf(0, 0, 0)(x, y, z), (x, y, z)⟩
x2 + y2 + z2

= lim
(x,y,z)→(0,0,0)

2f(x, y, z)

x2 + y2 + z2
= 1,

Se v é um vector próprio de Hf(0, 0, 0) associado ao valor próprio λ,

1 = lim
(x,y,z)=tv,t→0

⟨Hf(0, 0, 0)(x, y, z), (x, y, z)⟩
x2 + y2 + z2

= lim
t→0

λt2∥v∥2

t2∥v∥2
= λ.

Assim sendo, os valores próprios de Hf(0, 0, 0) são todos iguais a 1 e conclúımos que
Hf(0, 0, 0) é a matriz identidade.


