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Apresente e justifique todas as respostas

1. Determine e classifique os pontos criticos da funcao f : R* — R definida por

flzyy,2) = (x—2)2+y2+4xy—8y+z4.

Resolugao. Tendo em conta que
Vilx,y,z) = (2(95 —2) + 4y, 2y + 4(x — 2),4,23) ,

0 Unico ponto critico é (2,0,0). A hessiana de f é

2 4 0
Hf(x,y,z)=14 2 0 ,
0 0 1222

que tem um valor proprio positivo e um negativo. Logo o ponto critico é um ponto de sela.

. Considere a funcao

f(z,y,z,w) = 2%y + cos(yw) + In(z — w).

a) Justifique que as solugdes da equacao f(x,y,z,w) = 1 sao, na vizinhanca de (2,0, 1,0),
o gréafico de uma fungio w = g(z,y, z) de classe C.

Resolugao. A fungio f é de classe C1, f(2,0,1,0) =1, e

2 -1

Df(z,y,z,w) = 2zy 2* —wsin(yw) (z —w)™' —ysin(yw) — (z —w)~ ' ].

Como %(2, 0,1,0) = —1 # 0, o Teorema da Funcao Implicita garante que as solugoes
da equagado f(z,y, z,w) = 1 sdo, na vizinhanca de (2,0, 1,0), da forma (z,y, 2, g(x, y, 2)),

onde g(x,y, z) é uma funcao de classe C'! definida numa vizinhanca de (2,0, 1).

b) Calcule 3—5(2,0, 1).

Resolugao. Como f(z,y,z,9(z,y,2)) = 1, o Teorema de derivacdo da fun¢do composta
implica que

of of 9y _
a—y(x,y,z,g(ﬂc,y,Z)) + a_w(x7yvzvg(x7y7Z))gy(xvyvz) =0.

Temos

e portanto
dg
—(2,0,1) =4.
5, (2:0.1)

. Considere as fungoes F': R3 — R?, F(z,y,2) = (2> +y*+ 22— lL,a+y+z2—1) e f: R —

R, f(z,y,2) = y. Seja M := {(z,y,2) € R*: F(z,y,2) = (0,0)}.



[1.5] a) Quais os pontos de M em que DF' tem caracteristica maxima? Justifique.

Resolugao. A matriz jacobiana DF' tem duas linhas, dadas respectivamente por (2x, 2y, 22)
e (1,1,1). A caracteristica serd méxima (igual a 2) sempre que estes dois vectores sejam
linearmente independentes em R?. Mas (2, 2y, 22) é linearmente dependente de (1,1, 1)
se e 80 se x = y = z, e nenhum ponto da forma (x,z,z) pertence a M (uma vez que o
sistema 37> = 1 e 3z = 1 nao tem solugoes). Logo DF tem caracteristica maxima em
todos os pontos de M.

[4.5] b) Determine o méximo de f em M recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange.

Resolugao. Sejam Fi(z,y,2) :=2*> +y*+ 22 —1e Fy(zr,y,2) ;=2 +y + 2 — 1. Temos
que resolver o sistema Vf = \\VEF| + A VE, e F; =0 e Fy, = 0. Da primeira equacao
segue que 0 =2 \x + A2 e 1 =2y + A2 e 0 = 2\12 + \o. Em particular, 2\;x = 2\, 2
e portanto \; = 0 ou x = z. Mas Ay = 0 implica 1 = Ay = 0, o que é absurdo, pelo
que x = z. De F} = F, = 0 segue entao que 222 +y? = 1 e 2o +y = 1. Substitutindo
a segunda equacao na primeira, temos que 222 + (1 — 2z)? = 1, que tem duas solugoes:
$=O€[E:§. Noprimeirocasotem08$:z:Oey:1enosegundocasoa;:z:%e

Y= —%. Mas f(0,1,0)=1¢e f(%, —%, %) = —%, pelo que o maximo de f em M é igual a
1.

3.0] 4. Seja f : R® — R de classe C? tal que (0,0,0) é um ponto critico de f com f(0,0,0) = 0.
Supondo que

(@9,2)=(000) T2 + y2 + 22 2

mostre que a matriz hessiana de f em (0,0,0) é a matriz identidade.

Resolugao. Como f € C?, pela férmula de Taylor,

F(o,.2) = SCHF0,0,0)(2,y.2), (.9 2)) + ol (.9, 2]
pelo que

Hf(0,0,0 2
i S0.0.0@.2) (@y.2) oy 2@y
(z,y,2)—(0,0,0) r? =+ y2 —+ 22 (z,y,2)—(0,0,0) 2 + y2 + 2

Se v é um vector préprio de H f(0,0,0) associado ao valor préprio A,

L (Hf(0,0,0)(w,y,2), (x,y,2)) . M[ol]>
1= lim =1 =
(z,y,2)=tv,t—0 2 + y2 + 22 t—0 t2HU”2

Assim sendo, os valores préprios de H f(0,0,0) sdao todos iguais a 1 e concluimos que
Hf(0,0,0) é a matriz identidade.



