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Apresente e justifique todas as respostas

1. Determine e classifique os pontos criticos da funcao f : R® — R definida por

flx,y,2) = e +yz2° —yz.

Resolugao. Tendo em conta que
Vfi(r,y,z)= <2xe$2,z2 — 2,92z — 1)) ,

os pontos criticos sao (0,0,0) e (0,0,1). A hessiana de f é

(24 42%)e”” 0 0
Hf(z,y,z) = 0 0 2z —1
0 2z—1 2y

que, em qualquer um dos pontos criticos, tem dois valores préprios positivos e um negativo.
Logo ambos os pontos criticos sao pontos de sela.

. Considere a funcao G : R? — R? definida por

G(z,y,2) = (y* —xz,(z —2)(y + 2)).

a) Mostre que a equagao
G(z,y,z) = (0,0)

define, numa vizinhanca de (1,1,1), y e z como funcdes de classe C* de .

Resolugao. G ¢ uma funcao de classe C' com matriz jacobiana

—z 2y —x
D = :
G(2,y,2) <—y—z Z—x —a:+y+2z)
Temos portanto
-1 2 -1
DG(1,1,1) = (_2 0 2 ) ;

como a submatriz das derivadas parciais em ordem a y e a z ¢é invertivel, o Teorema da
Funcao Implicita garante que numa vizinhanca desse ponto as solugoes da equacao sao

da forma (z,y(z),z(x)), com y(z) e z(z) fungoes de classe C' definidas num intervalo
contendo o ponto z = 1.

b) Calcule as derivadas y'(1) e 2/(1).

Resolugao. Como G(z,y(z),z(x)) = (0,0), o Teorema da derivacao da fungdo composta
implica que
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3. Considere a bola B =
flz,y) =22+ 2y — 2> — ¢

4.

a)

{(z,y) € R? : 22 +y?> < 1} e a funcao f : B — R definida por

Justifique que f tem méaximo absoluto em B, e que este nao é atingido no interior de B.

Resolugao. A bola B é compacta (uma vez que é limitada — por exemplo, pela bola
aberta de raio 2 centrada na origem — e fechada — porque contém a sua fronteira {(z,y) €
R?: 22 +y? = 1}) e a funcao f é continua (por ser um polinémio), pelo que a existéncia
de méximo absoluto em B segue do Teorema de Weierstra. A funcao f tem um tnico
ponto critico em R? em (z,y) = (1,1), e este ponto nao pertence ao interior de B, pelo
que o maximo de f em B nao é atingido no interior de B.

Calcule o méximo de f em B.

Resolucgao. Pela alinea anterior, o maximo de f em B é atingido na fronteira de B, que é
o circulo dado pela equacao F'(z,y) = 0, onde F : R? — R é a fungao F(x,y) := z*+y*—1.
Vamos calcular o méaximo de f em B pelo método dos multiplicadores de Lagrange,
resolvendo o sistema de equagoes Vf = A\VIE e F = (0. Da primeira equacao segue que
2—2x =2\re2—2y=2\y, peloque A # —1 e z = y. Da segunda equagao segue entao
que xr =y = :I:\/ii. Uma vez que f(\/ii, \/Li) =2v2—1e f(—\/ii, —\%) = —2v/2—1, temos
que o maximo de f em B é igual a 2v/2 — 1.

Seja f : R® — R uma funcao de classe C2. Seja ro € R™ um ponto critico de f onde a matriz
hessiana ¢ invertivel, isto é, det H f(x¢) # 0. Prove que existe uma bola aberta centrada em
Zo que nao contém qualquer outro ponto critico de f para além de z.

Resolugao. Seja F': R™ — R™ a fungao vectorial definda por F'(z) := V f(z). Temos que
F ¢ de classe C! (uma vez que f é de classe C?), F(xg) = Vf(zo) = 0 e, uma vez que

DF = D(Vf) = Hf,

det DF(zo) = det H f(z0) # 0.

Pelo teorema da fungao inversa, segue que F' é invertivel numa bola aberta B C R" centrada
em zo. Em particular, F' nao possui mais nenhum zero em B para além de x(; ou seja, o
unico ponto critico de f em B é x.



