Analysis I, Ubungsblatt Nr. 10

Mathematisches Institut
Prof. Dr. Christoph Thiele

Dr. Diogo Oliveira e Silva . oy oo
S omester 201 universitatbonn

Abgabe in der Vorlesung am 06.07.2015.
Pro Aufgabe sind 10 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 (Zusammenhang)
Wir betrachten den metrischen Raum (M, d), wobei die Menge M C R? durch

M:{(Siné/x)) :O<x§1}u{<g> < 1)

definiert ist und d die induzierte euklidische Metrik ist.
Zeigen Sie:

(a) M ist zusammenhéngend.

(b) M ist nicht wegzusammenhéngend.

Aufgabe 2 (Astroide)
Sei die Kurve v : [0, 27] — R? definiert durch

v(t) = (cos t,sin®t).
(a) Ist die Kurve v geschlossen? Von der Klasse C1? Regulér?ﬂ
(

(d) Berechnen Sie das Wegintegral
/ x dr+y dy.
v

Aufgabe 3 (Zylinder)
Sei r > 0. Berechnen Sie das Volumen des Durchschnitts der zwei Zylinder

{(z,y,2) € R®: 2 +¢* < r?},

{(z,y,2) € R® : 2? + 22 < r?}.

'Eine C'-Kurve 7 : [a,b] — R™ heifit regulir, wenn %W(t) # 0 fir alle t € [a, b].

b) Skizzieren Sie die Spur von 7 und diskutieren Sie das Ergebnis im Zusammenhang mit Aufgabenteil (a).

)
)

(c) Geben Sie eine Funktion F' an, so dass die Spur von « gerade die Losungsmenge der Gleichung F(z,y) = 0 ist.
)



Aufgabe 4 (Windungszahl)

Unter der Windungszahl einer reguléren geschlossenen C'-Kurve vy in R?\ {(0,0)} beziiglich des Punktes p = (0, 0) versteht
man den Wert

1 T Y
wp(y) == %[Y o +y2dy— = +y2dx.

Beweisen Sie:

(a) Zwei beliebige, homotopeﬂ geschlossene Kurven v und 7 in R? \ {p} haben die gleiche Windungszahl beziiglich p.
(b) Es existieren Funktionen f; : U3 = R, fo: Uz — R so dass
y x
Vii(z,y) = (— 24 W)v V(z,y) € Ui,

wobei Uy := R?\ {(z,0) : x < 0} und Uy := R%\ {(2,0) : > 0}. Konstruieren Sie solche Funktionen und beschreiben
Sie f1 — f2 auf U1 n UQ.

(c) Zeigen Sie: Die Windungszahl w,(y) ist eine ganze Zahl. Betrachten Sie dazu die Menge aller ¢ fiir die mindestens eine
der Differenzen f1(v(t)) — f(t), fa(y(t)) — f(t) definiert und in Z ist fiir geeignete f1, fo wie in (b), wobei

R O e B
=5 T+ 2 O T R 4 )

2Dies bedeutet hier: Es gibt eine C'-Abbildung H : [a,b] X [0,1] — R? mit H(-,0) =, H(-,1) =75 und H(a,-) = H(b,-) = konstant.



