TECNICO
w LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Ill

1° Semestre 2024 /2025
Cursos: LEQ, LEAmbi, LEMat, LEIC-Am, LEBiol, LEBiom

Ficha de Problemas n? 4
Exponencial de uma Matriz. Equacoes Vectoriais Lineares de 12
Ordem e Equacoes Lineares de Ordem n (Caso nao Homogéneo)

1. Para cada uma das seguintes matrizes determine e*:

-1 0 O 5 _3
(a) A=0 (b) A=| 0 2 0 (c) A:{ }
1 1
0 0 —7
210
dA=]02 1| (o A:[:g 182} (f) A:{g _14}
0 0 2
2. Resolva o seguinte problema de valor inicial:
v =2x — 3y + e |2
3. Considere o problema de valor inicial:
y' = Ay +h()
y(0) = (0,0,0,0)
onde
-1 0 0 0 0
5 =1 0 0
A= 0 0 -9 =« e b(t)= _e2
0O 0 —m =2 0

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada.

(b) Resolva o problema.

4. Resolva o sistema de equacoes diferenciais
r=x+y+2
y=3r—y+2
=1y —tz
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10.

sujeito as condigdes iniciais z(0) = y(0) = —z(0) = —1.

Sugestao: note que as primeiras duas equa¢des ndo mencionam z.

Sejam A e B duas matrizes n X n de componentes reais ou complexas. Mostre que se
AB = BA, entdo e4™8 = e4eB. Aproveite o resultado para calcular:

Sugestdo: mostre que X (t) = eAte(FP~A satisfaz X = BX, X(0) = I.
Determine a solucao geral de cada uma das equagdes:

(a) y" — 2y — 3y = cost (b) y" —y =2t + 10e* sent

(€ ¥y -2 =t d) v -2 +y=<
Determine a solucdo do problema de valor inicial
YO+ by =3 =00, g0 =y 0) =0 , y(0)=1
quando:
@ bH)=0 (b)) bH)=t () b(t)=e"

Determine a solucdo da equacdo diferencial
xX

y' =2y +2y =

cos T
que verifica as condi¢des iniciais y(0) = 1 e ¢/ (0) =0

Considere a equacio
y(4) — 3y(3) + 2y = ¢ + sent (1)
(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente a (1).
(b) Determine uma solugdo particular de (1).
(c) Determine a solugdo de (1) que verifica a condigo inicial
y(0) = y'(0) = y*®(0) = y»(0) = 0
Considere a equacao diferencial
t 1 1

_ —1_ =
1—¢7 y }

(a) Determine solucdes da equagio homogénea associada da forma y(t) = t* e da forma
y(t) = e, e aproveite os resultados para escrever a solucdo geral da equacio ho-
mogénea.

y/l +

(b) Calcule a solugdo da equagdo que verifica as condi¢des iniciais y(2) = 1 e ¢/(2) = —1.



10.

Solucoes

364t _ e?t —3€4t + 3€2t

- (a) et =1 (c) el = % [ Gt g2t _pdt | 32t

t

1t /2
1—6t 12t
At _ 2t At _ 2t
(d) e =e 8(1] i (e) e =e [ 3t 1+6t}

¢ s | cos(2t) + sen(2t) —2sen(2t)
® ett=e [ sen(2t) cos(2t) — sen(2t) ]

[\CJ[9V]

[:U(t) ] _ +(t+§)e2t]

~~
1

|
-

e 0 0 0
0 0
N 0 0 e Zcos(nt) e % sen(rt)
—e 2 sen(nt) e 2! cos(nt)
0
o 0
™ —sen((mt)
1 — cos(mt)
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x(t) -1
y(t) | = -1
2(t) —1+2¢t°/2

2t 3t + 22
2

t) = 163 + coet — 0 (sent + ZCost) com ci,co €R
ot —t 2 2t
) =ciret + coe”t + c5 — t° — et cost com cq,ca,c3 € R.

t) = c1 + cot + cze? — %tQ - %tz)’ com c¢1,c9,c3 €R

(a) y()
() y(t) = —4+4de P +te "+ 3t — t%e

_ _ o _ _ t2
~5+5et +2te 3t (b) y(t) = 242 et + G 4t

—t

Cy(x) = em<cosa: —senx + cos z log(cos x) + x sen x)

(@) yu(t) =1 +02t+ csel + cqe®t, com ¢q, ¢, c3 e cq €R
(b) yp(t) 3t2 + 3 sentJlrgcost (C) y(t) — % + Ht . 76 + 06215 + 3t + . SentTgCOSt

Q) \=k=1, yh(t) =ciel + ot (b) y(t) = (2+log2)t — 272 —1 — tlogt



