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52 Ficha de Exercicios

I. Continuidade de Funcgoes.

1) Seja ¢ : [a,b] — R uma funcdo continua. Supondo que existe uma sucessao (x,) de
termos em |a, b] tal que lim p(z,,) = 0, prove que ¢ tem pelo menos um zero em |[a, b|.

2) Sendo g : [0,1] — R uma fungao continua, mostre que:

(a) Nao existe qualquer sucessao (x,,) de termos em [0, 1] tal que g(z,) =n, Vn € N.
(b) Se existir uma sucessao (z,) de termos em [0, 1] tal que g(z,) = 1/n, ¥n € N,
entao existe ¢ € [0, 1] tal que g(c) = 0.

3) Considere as fungoes f e g definidas em R\ {0} por

fla) = e =
1 1
g(r) = xsin— —cos— .
x x

(a) Estude as fung¢oes no que respeita a continuidade.
(b) Indique, justificando, se sdo prolongéveis por continuidade ao ponto 0.

(¢) Mostre que sao fungoes limitadas.

4) Considere as fungoes f e g definidas em |0, +00[ por

f(z) = loglog(l+ z)
g(z) = \/Esiné.

(a) Estude as fung¢oes no que respeita a continuidade.
(

)
b) Calcule lim, o f(x) € lim, 4 g(2).
(¢) Indique, justificando, se sao prolongéveis por continuidade ao ponto 0.
)

(d) Indique, justificando, o contradominio de f.



5) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

k arctan (%) , x>0

e , <0

onde k € R é uma constante.

(a) Estude a func¢ao f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {0}.
(b) Calcule lim, o f(x) € lim,,_o f(2).

(c) Determine o valor da constante k£ € R para o qual a fun¢ao f é prolongavel por
continuidade ao ponto zero.

(d) Denotando por F': R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F'.

6) Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por

k+e s , x>0
fz) =

x(2—x) ,z<0.
onde k € R é uma constante.

(a) Estude a funcao f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {0}.
(b) Calcule lim, o f(x) e lim,_,_ f(x).

(¢) Determine o valor da constante k € R para o qual a fun¢do f é prolongavel por
continuidade ao ponto zero.

(d) Denotando por F': R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F'.



7) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

xcos% , x>0

fx) =
(x+k)(242) ,x<0.

onde £ € R é uma constante.

(a) Estude a funcdo f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {0}.
(b) Calcule lim, oo f(x) € lim,—, o f(2).

(c¢) Determine o valor da constante k € R para o qual a func¢ao f é prolongavel por
continuidade ao ponto zero.

(d) Denotando por F : R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F.

8) Considere a fun¢ao f: R\ {1} — R definida por
10g(2+§) , x> 1

2

11—z , v <l1.

onde k € R é uma constante.

(a) Estude a funcao f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {1}.
(b) Calcule lim, o f(x) € lim,—,_o f(2).

(c¢) Determine o valor da constante k € R para o qual a fun¢ao f é prolongavel por
continuidade ao ponto 1.

(d) Denotando por F': R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F'.



9) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

.2
81112(91:) 20

fx) = !
k(x+1)? , 2<0.

onde k£ € R é uma constante.

(a) Estude a funcao f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {0}.
(b) Calcule lim, o f(x) € lim,—, o f(2).

(c) Determine o valor da constante & € R para o qual a fungao f é prolongavel por
continuidade ao ponto zero.

(d) Denotando por F': R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F'.

10) Considere a fungao f : R\ {0} — R definida por

tan(ﬁ) , x>0
fla) = 2(1 + )
(x+1)2—-k ,2<0.

onde k € R é uma constante.

(a) Estude a funcao f no que respeita a continuidade no seu dominio D = R\ {0}.
(b) Calcule lim, o f(x) € lim,—,_o f(2).

(c¢) Determine o valor da constante k € R para o qual a fun¢do f é prolongavel por
continuidade ao ponto zero.

(d) Denotando por F': R — R esse prolongamento por continuidade, indique justifi-
cando o contradominio de F'.



1I.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Propriedades Globais das Fungoes Continuas

Seja f uma fungao continua em R. Indique, justificando, a natureza da série

Z f(S:’Zl n) ‘

Seja f uma fungao continua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal que 0 < f(z) <1
para todo o x € [0,1]. Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto
c €10,1] com f(c) = c. [Sugestao: aplique o teorema de Bolzano a g(z) = f(x) — x.]

Seja f uma funcao continua no intervalo limitado e fechado [a, b] (com a,b € R e a < b),
tal que f(a) < ae f(b) > b. Prove que f tem um ponto fixo em [a, b].

Seja f : [0, +00[— R uma funcdo continua e suponha que existe b > 0 tal que f(b) <
f(z) para todo o > b. Mostre que f tem minimo em [0, +oo].

Dada uma funcao g : [0, +oo[— R, considere a func¢do f que é definida em [—1, 1] por
f(@) =g(1—2?).
(a) Supondo que g é continua em todo o seu dominio, mostre que f tem méximo e
minimo.
(b) Supondo apenas que g é continua em |0, +o0o[, poderemos garantir a existéncia de

maximo e minimo de f? Justifique.

Considere uma fungao f, continua em R, e suponha que existem e sao finitos os limites
de f quando x — 400 e x — —00.

(a) Prove que f ¢ limitada.

(b) Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto ¢ € R com f(c) = c.

(¢) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique, justificando,

o maximo da funcao
1

1) = T @R

Seja f uma funcao continua em R, com limites positivos quando r — 400 e z — —00,
e tal que f(0) < 0. Mostre que:

(a) A equacao f(x) =0 tem pelo menos duas solugoes reais.

(b) f tem minimo em R.



II1. Calculo de Derivadas de Funcoes.

1) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela expressao:

(a) f(x) =2 + 3z +2 (b) f(z) = z* + sin(z) (c) f(x) = 2*sin(z)

W@ = @@= (0 @)= s
(g) flz) = %;S((z)) (h) f(x) = %nf;) (i) f(x) = sinh(z) cosh(x)

2) (a) A drea de uma circulo de raio r é 7r? e o seu perimetro é 27r. Mostre que a taxa

de variacao da area em relacao ao raio ¢ igual ao perimetro.

(b) O volume de uma esfera de raio r é 47r3/3 e a &rea da sua superficie é 4mr?.
Mostre que a taxa de variacao do volume em relacao ao raio é igual a area da
superficie.

3) Calcule f'(z), sempre que exista, nos casos em que a func¢ao f é definida pela expressao:

1

“ T @I@=a

(a) f(z) =vz  (b) f(z)

VT

(@) fl@) =2 (o) fla) =P+ (F) flo) = T

4) Calcule f'(z), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela expressao:

(a) f(x) = tan(x) — x (b) f(z) = z tan(x) (c) f(z) = cot(x) +x

_ tan(x)

(d) f(z) = (e) f(x) = (f) f(x) = tan*(z)

x cot(z)

5) Considere as fungoes f e g definidas em R por

~lal

fl@)=alel e glz)=e
Para cada uma destas fungoes,

(a) mostre que é diferencidvel em R\ {0} e calcule a derivada;

(b) estude a diferenciabilidade no ponto 0.



6) Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da fungao f : R — R definida

por
X
— 7 z#0
f(fC){ e

0 , xt=20.
7) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a funcao f é definida pela expressao:

(a) f(x) = cos(2x)—2sin(x) (b) f(x) = sin(e") (¢) f(z) = sin(cos®(x)) cos(sin?(x))

(@) f) = tan(a/D) ~ ot(a/2) () f0) = (O fla) = VI
2 2 (03 _ T : _(1+2 v
(®) fla) = o) os(a2asina) () f(0) = L ) f(a) = (1 * )
8) Determine a derivada ¢’ em termos de f’ se:
(a) g(x) = f(2?) (¢) g(z) = flf ()]
(b) g(x) = f(sin®(x)) + f(cos*(x)) (d) g(x) = (fo fof)x)

9) Sendo f: R — R a funcio definida por f(x) = z¢™®, e sendo ¢g : R — R uma fungao
diferencidvel, calcule (g o f)'(x) em termos da fungao qg.

10) Sendo g : R — R uma funcdo duas vezes diferenciavel, considere a fungao ¢ :]0, +oo[—
R definida por ¢(x) = 91°62) Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e ¢ em pontos
convenientes, determine ¢/(1) e ¢”(e).

11) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela expressao:
(a) f(z) =log(1+2%)  (b) f(x) =2*(1+logz)  (c) f(x) = log(logx)
(A) f(x) =log,e  (e) fl)=e""  (f) f(z)=€" () fla)=2"
(h) fl@) =27 () fl@) =" (§) flo) =€ (k) f(z) =
(1) f(z) = (logz)®  (m) f(z) =27 (n) f(z) = (sinz)*** (o) f(z
12) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela expressao:
(a) f(z) = arcsin(z/2) (b) f(x) = arccos(1/x) (¢) f(x) = arcsin(sin x)

l1—=x

(d) f(z) = arctan (\/E) (e) f(x) = arccos <\/1 — m2> (f) f(x) = arcsin (1 n xz>

) =

(g) f(z) = arctan <1 i x) (h) f(z) = log (arccos (1/+/x)) (i) f(z) = exctan(®)

— X
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3)

4)

Considere a funcao f : R — R definida por:

a+ bx , <0

fz) =

arctan(1/z) , © >0,
com a,b € R fixos.

(a) Mostre que f é diferencidvel no ponto 1 e escreva uma equagao da tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa 1.
(b) Sabendo que f é diferenciavel no ponto 0, determine os valores de a e b.

(c) Defina f’ e diga se a fungdo f ¢ de classe C''(R).
Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy. Extremos.

Seja f uma fungao definida numa vizinhanca de zero, V.(0) com e > 0, diferencidvel
em V.(0) \ {0} e tal que zf'(z) > 0 para todo o z € V,(0) \ {0}.

(a) Supondo que f é continua no ponto 0, prove que f(0) é um extremo de f e indique
se é minimo ou maximo. No caso de f ser diferenciavel no ponto 0, qual serd o

valor de f'(0)?

(b) Mostre, por meio de um exemplo, que sem a hipdtese de continuidade de f no
ponto 0 ndo se pode garantir que f(0) seja um extremo de f.

Seja f(z) = 1 — 2?3, Mostre que f(1) = f(—1) = 0, mas que f’(z) nunca é zero no
intervalo [—1, 1]. Explique porque é que este facto ndo contraria o Teorema de Rolle.

Seja f :]0,1[— R uma fungao diferencidvel tal que

1
f(n+1)_0 para todo o n € N.

Diga se cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira ou falsa. Justifique as suas
respostas.

1 1]

(a) Para qualquer n > 2, a fun¢do f tem maximo no intervalo [n_+1’ =]

(b) A fungao f ¢ limitada.
(c) A funcdo f’ tem infinitos zeros.

Use o Teorema de Lagrange para deduzir as seguintes desigualdades:
(a) |sin(z) —sin(y)| < |z —y|, Yo,y € R.

() ny" Nz —y)<z"—y"<nz" ' (rx—y)se0<y<zenecN.

8



5) Seja ¢ uma funcao diferencidavel em R, tal que ¢(n) = (—1)"n para todo o n € N.
Prove que nao existe lim, ., o, ¢'(x).

6) Seja f uma fungao diferencidvel em R, com derivada crescente e tal que f(0) = 0.
Mostre que a fungao definida por g(x) = f(z)/x é crescente em R™.

7) Determine, se existirem em R, os seguintes limites.

. sinhz —sinzx . log(cos(azx)) . x—sinx
i SHEE TSIE gy gy DBACOSAT)) i LM
(2) 220 a3 (b) 220 log(cos(bx)) (c) o0t (xsinx)3/2
(@) lim arcsin(2z) — 2 arcsin(x) () lim rxeotr — 1 (f) tim 107 _ 57
z—0 SL’?’ x—0 1‘2 r—0 €T
. z%sin(1/x) . ele L ele?
® I —me Wi 0w
(j) lim z (k) lim = (1) lim zloelos®)
J r——+00 1’2 r——00 1‘2 r—1+
(m) fm o=t (@) lim wlog (m) (o), lim_wlog (m)
sin(1/z)

(p) lim sin(z)log(z)  (q) lm 27(cos(l/z)—1)  (r) lm arctan(1/z)

(s) lim x1/4sin(

T——+00

(t) lim log(x)log(l — x) (u) lim 2E"=1)

1
ﬁ) r—1— z—0t

li (z®) 1 li 1 — 9% sin li t sinx
(v) lim = (w) lim ( ) (x) lim (tanz)

(y) lim z!/los® (z) lim [log(1/z)]*

z—0t z—01

8) Considere a fungao f :] — 1, +00[— R definida por:
logv/1—22 | x€]—1,0]
22"z €0, 400 .

a) Estude a funcao f quanto a continuidade.
b

)
)

(c¢) Defina a fungao f’.
)

(d) Determine os intervalos de monotonia de f e os pontos em que f tem um extremo
local.

(
(

Determine lim, . 1+ f(x) e lim,_ o f(2).



9) Supondo que f é uma fungio de classe C* em [a, ], com a,b € R e a < b, mostre que
existe ¢ € R tal que

[f(z) = f(y)| < clz —y| para quaisquer z,y € [a,0].
10) Seja f : R — R uma fungao de classe C'(R) que satisfaz a desigualdade f(x) > 22
para todo o z € R. Mostre que para qualquer a € R existe ¢ € R tal que f'(c) = a.

11) Seja f: R — R uma funcao duas vezes diferenciavel, com f'(0) =0 e f”(z) > 0 para
todo o x € R. Considere a fun¢ao ¢ : R — R definida por ¢(z) = f(sinx).
(a) Determine e classifique os extremos locais da fungao .
(b) O que pode dizer sobre o nimero de solugoes da equagao ¢”(z) = 07

12) Seja f : R — R uma funcao duas vezes diferencidvel, com derivada f' : R — R
estritamente crescente e tal que

lim f'(z)=-00 e lim f'(x) =400 .

T——00 T—+00
(a) Mostre que existe um tnico ponto a € R tal que f'(a) = 0, e que m o f(a) é o
minimo absoluto de f.
(b) Dado qualquer valor b €]m,+oc[, mostre que o conjunto f~*(b) o {r e R:
f(z) = b} tem exactamente dois elementos.

V. Representacao grafica de fungoes.

1) Nas alineas seguintes, cada fungao estd definida em todos os pontos x € R para os
quais a férmula dada para f(x) faz sentido. Em cada caso, determine intervalos de
monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e assimptotas de f, e esboce o seu grafico.

@@=t O @)= ey © /)= 0
_at—4 _ 7] o
(d) fla)= 75— (o) f(x)—l_m (f) f(z) = 2%
() f(x) = ze'/® (h) f(x) = . +:1Bogx (i) f(x) =z + 2arctan;

10



2) Considere a fungao f : [0, 4+00[— R, continua no ponto 0 e tal que

f(x) =z log(z), ©>0.
(a) Calcule f(0).

(b) Obtenha equagoes para as tangentes ao gréfico de f nos pontos com abcissa x = 0
ex =1.

(c¢) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e assimptotas
da fungao f.

(d) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.

3) Considere a fungao f : R — R definida por
flz) = |zle "/, z e R.

(a) Calcule lim, o f(z) e lim, o0 f(2).

(b) Determine (justificando) os pontos z € R onde f ¢ diferenciavel e calcule a sua
derivada.

(c¢) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
da funcao f.

(d) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.

4) Considere a fungao f: R — R definida por

arctan <1 +$) x40
f(x) = .

o =0.

vl

(a) Estude f quanto a continuidade em todo o seu dominio, e quanto a existéncia de
limites quando x — +o00 e quando z — —oo0.

(b) Determine (justificando) os pontos z € R onde f é diferencidvel e calcule a sua
derivada.

(¢) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
da funcao f.

(d) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.

11



5) Considere a funcao f : R — R, continua no ponto 0 e tal que

f(z) = arctan (%) , x#0.

(a) Calcule f(0) e estude f quanto a existéncia de limites quando z — +o00 e quando
T — —00.

(b) Obtenha equagoes para as tangentes ao gréafico de f nos pontos com abcissa = 0
ex=1.

(c¢) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
da funcao f.

(d) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.

12



