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42 Ficha de Exercicios

Séries Numéricas

Sendo (a,) uma sucessao de termos positivos, indique justificando a natureza das
seguintes séries:

() Y1+ a,) 0) Y

Sendo (a,) uma sucessao real tal que a, — +o0, indique justificando a natureza das
seguintes séries:

WY O Y 0X(a)

Sendo > a, e Y b, séries convergentes de termos positivos, diga justificando se cada
uma das seguintes séries é necessariamente convergente, necessariamente divergente ou
se a sua natureza depende das sucessoes (a,) e (by).
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Determine a natureza das seguintes séries:
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Seja (a,) uma sucessao de termos positivos tal que limn a,, = +00. Mostre que a série
> a, é divergente.

Determine se sao absolutamente covergentes, simplesmente convergentes ou diver-
gentes, as seguintes séries:

—1 n+1 n -1 n—1 —1)"
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Mostre que se a, > 0 e Y a, converge, entao »  1/a, diverge.

Mostre que se Y |a,| converge entao > a? também converge. Dé um exemplo em que
2 .
> a2 converge mas Y |a,| diverge.

Indique, justificando, se sao verdadeiras as seguintes proposigoes.

(a) Se > a, converge absolutamente, entao > a2 /(1 + a?) também converge absolu-
tamente.

(b) Se > a, converge absolutamente, e se a, # —1, ¥n € N, entao »_a,/(1 + ay)
também converge absolutamente.

Sejam (a,) e (b,) duas sucessoes tais que a série » (b, — b,41) é convergente e a
série Y a, é absolutamente convergente. Mostre que a série Y a,b, é absolutamente
convergente.
Dados a,b € RT, determine a natureza da série

n

a
25w

considerando separadamente as seguintes hipdteses.

(a) 0<a<b (b)0<b<a<l1 (c)l<b<a do<b<1<a



II. Séries de Poténcias

1) Para cada uma das seguintes séries de poténcias, determine o conjunto dos pontos
x € R onde a série é (i) absolutamente convergente, (i) simplesmente convergente e

(ili) divergente.
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2) Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias

e} n
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e calcule a sua soma numa das extremidades desse intervalo.

3) Determine a € R de modo a que a série

n+1

a n
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seja convergente no ponto x = —3 e divergente no ponto x = 3.

4) Determine o conjunto dos pontos x € R para os quais é convergente a série

i (3 + 2z)"
“—~ n(n+2)2"
e calcule a sua soma no supremo desse conjunto.

5) Seja g a fungao definida pela férmula

)
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no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio da

funcao g e calcule o seu valor no ponto x = —1.
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Seja g a funcao definida pela féormula

ST

=2
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no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio da
funcao g e calcule o seu valor no ponto x = 0.

Seja g a funcao definida pela férmula
- (x —1)"
Z oIn— 1
n=1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio da
funcao g e calcule o seu valor no ponto x = 0.

Seja g a funcao definida pela féormula

(o]
Z n+1
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no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio da
funcao g e calcule o seu valor no ponto z = —1.

Designando por R e R’ os raios de convergéncia das séries > a,z™ e > b,z", indique
justificando o raio de convergéncia da série Y (a,, + b,)xz™ em cada uma das seguintes
hipéteses:

(a) R=R = +oc.

(b) ReRe R =

(¢c) R,RRFReEReR<R.

O que pode afirmar sobre o raio de convergéncia de » (a,, +b,)z" no caso R = R’ € R?
Justifique e dé exemplos que ilustrem as situacoes que podem encontrar-se.
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Funcgoes Elementares
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Esboce os graficos dos polinémios f(z) = z e g(x) = x*, assinalando de forma conve-

niente os seus trés pontos de interseccgao.

Esboce os gréficos dos polinémios f(x) = 22 — 2 e g(x) = 22% + 4z + 1, assinalando de
forma conveniente os seus dois pontos de interseccao.

Seja f(x) = > p_, cxx™ um polinémio de grau n € N. Prove cada uma das seguintes
proposicoes.
a) Sen>1e =0, entao f(z) = zg(x) com g um polinémio de grau n — 1.
(a) Sen>1e f(0) =0, entdo f(z) = zg(x) com g um polinémio de g 1
(b) Para cada a € R, a fungao p dada por p(z) = f(x + a) é também um polinémio
de grau n.

(¢c) Sen >1e f(a) =0 para um dado a € R, entdo f(x) = (r — a)h(x) com h um
polindmio de grau n — 1. [Sugestao: considere p(z) = f(z + a).]

(d) Se f(z) = 0 para (n + 1) valores distintos de x € R, entdao ¢, =0, k=0,...,n,
e portanto f(x) =0, Vo € R.

(e) Seja g(z) = >_JL, bra® um polinémio de grau m € N, com m > n. Se g(x) = f(z)
para (m + 1) valores distintos de x € R, entdo m =n, by = ¢, k=10,...,n, e
portanto g(z) = f(x), Vo € R.

Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as condigoes

dadas.
(a) p(0) = p(1) = p(2) = (c) p(0) =p(1) =1
1, p(2) = (d) p(0) = p(1)

Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as condigoes
dadas para qualquer x € R.

(a) p(z) =p(1-z)  (b) p(z) =p(l+z)  (¢)p(2x) =2p(z)  (d)p(3x) = p(z+3)



6) Considere as seguintes propriedades fundamentais das fungoes seno, sin : R — R, e
coseno, cos : R — R:

1. cos(0) = sin(mw/2) =1 e cos(m) = —1.

2. Para quaisquer x,y € R tem-se que
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(z) sin(y) .
3. Para 0 < x < 7/2 tem-se que

sin(z) 1

0< < :
cos(z) x cos(x)

Prove a partir delas as seguintes propriedades importantes das funcoes seno e coseno.
[Sugestao: Apostol, Vol. I, §2.5.]

(a) sin®(x) + cos?(x) =1, Vo € R,

(b) sin(0) = cos(7/2) = sin(7) = 0.

(c) sin(—x) = —sin(z) e cos(—z) = cos(z), Vz € R (i.e. 0 seno é uma func¢ao impar
e 0 coseno uma fungao par).

(d) sin(x 4+ 7/2) = cos(z) e cos(zx+7/2) = —sin(z), Ve € R .

(e) sin(x + 27) =sin(z) e cos(z + 2w) = cos(z), Vo € R (i.e. 0 seno e o coseno sao
fungoes periddicas).

(f) Para quaisquer z,y € R tem-se que

cos(r+y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y) ,
sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(z)sin(y) .

(g) Para quaisquer a,b € R tem-se que
-b b
sin(a) —sin(b) = 2sin (a ) cos (a a ) ,
2 2
-b b
cos(a) — cos(b) = —2sin (GT) sin (G;L ) :

(h) No intervalo [0,7/2], o seno é estritamente crescente e o coseno é estritamente
decrescente.




7) Com base nas propriedades das fungoes seno e coseno listadas no exercicio anterior,
mostre que:
(a) sin(z) =0< x =kn com k € Z.
(b) cos(z) =0« x=kr+7/2 com k € Z.
(c) sin(x + 7) = —sin(z) e cos(z +7) = —cos(z), Vo € R.
(d) cos(2x) = cos?(x) —sin®(z) e sin(2z) = 2sin(x) cos(z), Vo € R.
(e) 2cos(x)cos(y) = cos(x —y) + cos(x +y), Vz,y € R.
(f)
)
)

(g) 2sin(z)cos(y) = sin(x — y) +sin(z +y), Vo,y € R.
(

f) 2sin(z)sin(y) = cos(z — y) — cos(x +y), Va,y € R.

h) Para quaisquer z,y € R e h # 0 tem-se que
sin(z + h) — sin(z) sin(h/2)

Y = h2 cos(z+h/2) ,
cos(x +h) —cos(x)  sin(h/2) .
- = T sin(z + h/2) .

8) Considere as fungdes seno hiperbdlico, sinh : R — R, e coseno hiperbdlico, cosh :
R — R, definidas por

sinh(z) = % e cosh(z) = c e

Mostre que:

(a) cosh?(x) —sinh®*(z) =1, Va € R.

(b) sinh(0) =0 e cosh(0) = 1.

(¢) sinh(—z) = —sinh(z) e cosh(—x) = cosh(z), Vx € R.
)

(d) para quaisquer x,y € R tem-se que

cosh(z +y) = cosh(z)cosh(y) + sinh(x) sinh(y) ,
sinh(x +y) = sinh(z)cosh(y) + cosh(z) sinh(y) .

(e) cosh(2z) = cosh?(x) + sinh®(z) e sinh(2z) = 2sinh(x) cosh(z), Yz € R.
(f) cosh(x) + sinh(x) =e” e cosh(z) —sinh(z) = e™*, Vz € R.



9) Considere a fungao inversa da func¢ao seno hiperbdlico, argsinh : R — R. Mostre que

argsinh(z) = log (;1: + Va2 + 1) , Ve eR.

10) Considere a fungao inversa da fungao coseno hiperbdlico, quando esta tltima é restrita
ao intervalo [0, +ool, argcosh : [1, +oo[— [0, +00[. Mostre que

argcosh(z) = log <x + Va2 — 1) , Vo e [1,+o0[ .

11) Determine o dominio das fungoes definidas pelas seguintes expressoes.

T 1 1 T

(a) f(z) = tan§ — cot B (b) f(z) =

cos? x + sin®
(d) f(z) =log(logz)  (e) f(x) =log (1+z*?) (f) f(z) =log (1 — 2*/?)

(8) f(z) =1log (xQ - 1) () f(z) =log (1+Va+1) (i) fle) = arcsin

22 +1

(j) f(z) = arcsine” (k) f(x) = arccos <1\;;> (D) f(x) = arccosé

) f(o) = avesin (155 ) @) 1(0) = avctan (122)

— X

(o) f(z) =log (arccos %) (p) f(x) =log (1 — arctan x)

12) Seja (u,,) uma sucessao monétona. Prove que a sucessao (arctanu,) é convergente em
R.



IV. Limites Elementares

1) Calcule os seguintes limites.

2 _ 4 222 — 3z + 1 N
a) lim ~ b lim 20 % o lim Y&
2 2 1 1 +
r—2 T — xr— X — x—0 e
. Va2 . 1—+/1—2a? . 2?48
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2

() limy P
2) Usando o caso notavel
. sinw
lim =1,
z—0
mostre que:
in(2 n(d In(dx) — sin(3
(a) lim sin(2x) _, (b 1 Sl?( x) _k () Tim sin(5x) — sin(3x) _,
z—0 x z—0 sInT z—0 T
Inx — sl tan(2 1-—
(@) lm BT (e) tim 220 _ (f) lim LT _
T—a r—a z—0 SInx r—0 T
3) Calcule os seguintes limites.
in(tant i in(t —
(a) Tim sm.( ant) (b) Tim sin(cos ) () lim sin(t — )
t—0  sin(t) a—T  COST tor  t—
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4) Seja D = [0,4+00[\{1} e considere a funcdo f: D — R definida por

fx) =

para reD.

r—1
(a) Calcule
lim_f(z) |

Tr—-+00

lim f(z)

r—1—

(§

(b) Dé exemplos de sucessoes (u,) e (v,) de termos em D tais que

(i) (uy) é convergente e (f(u,)) é divergente.

(ii) (v,) é divergente e (f(v,)) é convergente.

lim f(z) .



5) Considere a fungao f : R — R definida por

arctan (2) , 2 <0
fz) =
1+e™ [ z>0.
(a) Calcule lim, ;o f(2) € lim,—, o f(x).
(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 0.
6) Seja f a funcao definida em R\ {0} por
—ex , <0
fx) =
log 7z, >0
(a) Calcule lim,,; f(z) e lim, . f(x).

(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 0.
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