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1. Considere o campo vectorial F(x,y,z) = (0,0,X).

(a) (3 val.) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de rot F através de
S = {(x,g,z)€R3:x:g2+22, x§1}

orientada pela normal unitdria com primeira componente positiva.

(b) (3 val.) Mostre que F tem um potencial vectorial e determine um potencial vectorial para
F com primeira componente nula.

Resolucao

(a) A superficie S é a seccao de um paraboldide com eixo dos xx como eixo de simetria — como
tal, trata-se de uma superficie elementar. O bordo de S é a curva de intersecao de x = y* + z°
com o plano x = 1. Dado que F é de classe C' em R?, o teorema de Stokes garante-nos que o

fluxo pedido é dado por
//rotF~vdS:/ F-dy
s s

Uma parametrizacdo de SU3S é g : T — R’ dada por g(y,z) = (y*> + z°,y, z), com

2.2 2 : - . 90 dg _
T ={(y,z) € R : y*+ z° < 1}. Note que a normal induzida por g, que é % x 2 =
(2y,1,0) x (22,0,1) = (1, =2y, —2z), tem primeira componente positiva. Tomando o caminho
@(6) = (cos B,sen B), com O € [0, 27t] (que parametriza a fronteira do dominio T no sentido

positivo) entdo o bordo de S com sentido compativel com a normal unitaria prescrita é
y(0) = g((p(@)) = (cos® O + sen” 6, cos 6, sen 6) = (1, cos 6, sen ) para 6 €0, 2.

Alternativamente, pode fazer uma figura representado S, dS e v, e parametrizar y(6) com o
sentido apropriado usando a regra da méo direita. Resulta entdo que:

//ertF'VdSZ/YF‘dV:/Oan(V(Q))-V'(H)dQ

2 2
:/ (0,0,1) - (0, —sen 6, cos ) dQ:—/ cosB8do =0
0 0



(b) Dado que o campo vectorial F é de classe C' em R> e div F = 0 tem-se que F é um campo
rotacional em R>. Seja G = (0, A, A3), como pedido, tal que

otG = (%8 — %%, —2, %) = F = (0,0,x).

dy dz ' ox ' oOx
Entdo 2 — 2 =0e
_% :0 = A3(Xl y:Z):C3(y'Z)
A x?
a_xz =x = Ay =Z+all2)

Procurando uma solucdo da primeira equacdo tal que ¢ (y, z) = 0, obtém-se %—Cj = 0 pelo que
c3(y, z) é uma funcdo arbitrdria de z. Podemos assim tomar c3(y, z) = 0.

Conclui-se que um potencial vectorial para F da forma pedida é

2

Glx,y,2) = (0,*7,0).

2

Pode ainda verificar (facilmente!) que rot (0, %0) =(0,0,x) =F.

2. Considere o PVI
y'+2y = H(t-1), y(0) = y'(0) =0
(@) (2 val.) Determine a transformada de Laplace da solu¢ao do PVI.
(b) (2 val.) Calcule a solucdo do PVI.
)

(c) (2 val.) Sendo f uma fun¢do continua em R{ que verifica |f(t)| < Me® para alguns M € R*
e a € R, mostre que

d
E{tf(t)}(s) =~ E{f(t)}(s) , Vs> a.
Resolucao:
(a) Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacao diferencial, obtém-se:

=8

—y/(0) — sy(0) + s*Y(s) + 2( — y(0) + SY(S)) .

onde Y(s) = L{y(t)}(s). Usando as condiges iniciais, obtém-se:

—s —s

(s2 4+ 25)Y(s) = < s Y(s)=

2(s+2)°

(b) Fazendo a decomposi¢ao em fraccoes simples da funcdo racional

1 A B C

s2(s+2) s+?+5+2

obtém-se a equacdo (valida para qualquer s € R)
As(s+2) + B(s +2)+ Cs* =1
A+ C)s* + (2A+ B)s +2B =1,



cujas solucdes sao

Desta forma

c{yn}s) = & (_1+3+ ! )

4 s s s+42

= e_sﬁ{%( —1 +2t+e‘2’)}(s)

H(t -1
= L {%( -1 + 2(1’ = 1) + e—Z(t—1))} (5),
pelo que a solugao do PVI é

y(t) = %H(t —1)(2t =3+ e"7*).

(c) Utilizando a regra de Leibniz

d a o —st _ * d —st
L{fhe) = = e de = /0 E(e f(t))dt

= [ earnde = —c{to}s)
0

0
Para que se possa aplicar a regra de Leibniz nesta situacdo, é necessdrio que e (e_S’f(t)) =
s

e °(—1t)f(t) seja continua e que o integral

() R
/ e *!(—t)f(t) dt = lim / e *!(—t)f(t) dt
0 SEE))
seja convergente (ou seja, que o limite acima exista em R). Ora, se s > ¢,
[te™'f(t)| < tMe~ =9

pelo que

‘/ e‘“(—t)f(t)dt' < /\/l/ te *"9'dt < oo (desde que seja s > a).
0 0

3. Sendo f :[0,1] — R dada por f(x) = x, considere o problema de valores iniciais e de fronteira

[ Ou 0’u

E = (1+2t)w, se X€]0,1[et>0,
< du du

5(0, t) = au(‘l,t) =0 se t>0,

Lu(x,0) = f(x) se x €10,1[.

(a) (4 val.) Determine a série de cossenos de f, indicando a sua soma no intervalo [—1, 1].



(b) (4 val.) Resolva o problema de valores iniciais e de fronteira.

Resolucao:

(a) A série de cossenos de f :[0,1] — R tem a forma

Scosf(x) = % + Z a, cos(nmx),

n=1

1 1 1
ao=2/ f(x)dx:/ 2xdx=x2‘ —1
0 0 0

1 1
apr= 2/ f(x) cos(nmx) dx = 2/ x cos(nmx) dx
0 0

onde

e, para cada n € N,

1 1
=2 (xl nmx)| — — sen(nsx) dx)
T

o Jo nm
] 1
=/ vy cos(nx) ) = o ( cos(ns) — 1)
2 n
- nzﬂz((_” —1)

Logo, a série de cossenos de f é

2
P

Seosf(X) = % +>

n=1

((—1)” —1 ) cos(nrx)

Para determinar a soma da série, consideramos a extensao par de f, que é a fungéo f : [—-1,1] —
R dada por

~ —x se —1<x<0
= |x|

x se 0<x<1

Esta fungdo é continua no seu dominio e f(—1) = £(1). Além disso, f é seccionalmente C'. Pelo
teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier:

Seosf(X) = |x| Vx e [-1,1].

(b) Comegamos por resolver o problema de valores de fronteira
ur=(T+2tuw e u,0,t)=u,1,1) comx €1[0,1], t >0,

(um problema de Neumann homogéneo) pelo método de separagdo de variaveis; para tal, vamos
procurar solugdes nao nulas da forma u(t, x) = T(t)X(x). Substituindo na equacgdo diferencial,
obtemos
T'(t)X(x) = (1 + 2t) T()X"(x) ou seja . = X
o T X
vélida para qualquer x € ]0,1[ e t > 0. Como o primeiro membro da igualdade depende apenas
de t, enquanto o sequndo membro depende apenas de x, para que a ultima igualdade se



verifique para todo t > 0 e x € |0, 1[, ambos os membros da mesma tém que ser constantes.
Assim sendo, para certos valores de A € R:

T X"
m =A e x = A
Por outro lado, analisando as condi¢des de fronteira
u(t,0)=0 = T(t)X'(0)=0 = T(t)=00u X'(0)=0

dado que T(t) nao deve ser a fun¢ao nula.

u(t,0)=0 = X'(0)=0
Do mesmo modo

u(t,1)=0 = X'(1)=0
Temos assim dois problemas para resolver:

{X”—AX:O se x €]0,1]

O e (1
(0) = X'(1)=0

T'=A1+26)T se t>0. (2)
O problema (1) é um problema de valores proprios para a equa¢do X” — AX = 0 com condigdes

de fronteira de Neumann X’(0) = X’(1) = 0. Assim, os valores préprios sao 0 e —n’s? (para
todo o n € N), associados as solugdes Xp(x) = 1 e X, (x) = cos(nmnx).

Podemos agora resolver (2), apenas para os valores de A encontrados anteriormente, pois para
outros valores de A a solucdo de (1) é a solucao nula, que ndo nos interessa. Assim, para A = 0,
e a menos de combinacdo linear

T'=0 = To(t)=1.
Para cada n € N, também a menos de combinacdo linear
T'(t) = —n?m2(1 4 2t) T = T,(t) = e "7 +0)

Entao
uo(t, x) = To(t)Xo(x) =1

é solucao do problema de valores na fronteira, assim como para cada n € N, a funcéo
Un(t, X) = Tp()Xs(x) = e+ cos(n7x)

Consequentemente qualquer combinacdo linear tambem o serd, ou seja

o
u(t, x) = Ag + ZA,, e~ "7 () cos(nx)

n=1
Para calcular as constantes A, com n = 0,1, 2, ... utilizamos a condicao inicial e os resultados
da allnea (a):
o 1 00 2 )
Ao + ;An cos(nmx) = u(0, x) = f(x) = Scosf(X) = 5+ ; ) ((—1) — 1) cos(nmx)
Assim 1 ,
Ao=5 e A=——((-1-1) VneN

Finalmente, a solu¢ao do problema de valores iniciais e de fronteira é

1 o
u(t, x) = 5 4 Z
n=1

2
oy ((—1)” —1 )e‘”z”z(t“z) cos(nsx).



