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1. Considere o campo vectorial
Fix,yz) = (X +y> y*+2°, 27 +x*) .

(a) (2 val.) Calcule rot F.

Resolugao:
€1 €2 €3
rot F = a_ax % 3_62 = (—22, —2X, —Zy)

xz-l-y2 y2+22 722+ x?
(b) (3 val.) Calcule a divergéncia do campo vectorial

G(x,y,z) = F(x,y,z) + rotF(x,y,2)

Resolucao:

divG(x,y,z) = divF(x,y,z) + div(rot F)(x,y,z) = 2x + 2y + 2z

=0

2. Considere a superficie
S = {(x,y,z) cz=1—x X +y*< 1}

(@) (1 val.) Escreva uma parametrizacdo para S.
Resolucao:

Dado que a superficie é a porgdo do plano z = 1 — x que se encontra no interior do cilindro
X2 + UZ — 1,
gx,y) =y 1-x , D={xy), x¥+y* <1}

(b) (2 val.) Calcule um vector unitario normal a superficie num ponto arbitrario da mesma.
Resolucao:



Um vector normal a S num ponto (a, b, c) € S é dado por
e e, e3

99,99 _ 11 o0 Z1|=101)
ox dy 0 1 0

Tem-se entdo que um vector normal unitdrio a um ponto arbitrario de S é

1,0,1)

vV =

1
5

(c) (2 val.) Calcule a érea de S
Resolucao:

Usando as alineas anteriores

Area(S)z//gdSz//[)

3. Seja F o campo vectorial dado por

8_gxt3_g dxdgz//\/zdx dy = V2Area(D) = V2n
ox Jdy D

F(x,y,z) = 3xy + sen(y2 + zz) , xz, 3yz + cos(x2 + gz))

(@) (2 val.) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através da superficie que

é a fronteira do solido
V = {(X,g,z) X+ 22 < y<2}

na direcdo da normal exterior a V.

Resolucao:

Tendo em conta que:

1°) F é de classe C' em R? e
divF = 5 (3xy+sen(y® +2°)) + 5 (xz) + 2 (3yz + cos(x’ + y?)) = 3y +0+3y = 6by;

2°) pretende-se calcular o fluxo de F através da fronteira do sélido, dV/;

3°) sendo v a normal unitdria exterior a V;

podemos usar o teorema da divergéncia para efectuar esse calculo:

Fluxo(F,S,v) = // F-vdS = ///dideV = ///6gdxdgdz
v v v

Atendendo a que V é a parte do interior de um paraboldide com eixo de rotacdo Oy
limitada pelo plano y = 2, podemos usar coordenadas cilindricas (x, y, z) = g(p, 6, y), com

x = pcosB
y=y com 0<p<V2, 0<0<21r pPP<y<2 e |deth|=p
z=psenB



para calcular o integral triplo. Tem-se assim que

27 V2 2
Fluxo(F,S,v) = /0 (/0 (/26ypdy)dp)d9
p
- /OZH(/O\E3py2‘j_p2dp)d9 = /OZﬂ(/0ﬁ3p(4—p4)dp)d9

2 V2
- / 3do - / (4p — p)dp
0 0

— 6ﬂ(2p2—%6‘io) — 671(4—%) — 16x

(b) (4 val.) Calcule o fluxo de F através da superficie
S = {(x,g,z) X+ =y, y<2}

na direccdo da normal a S com sequnda componente negativa.
Resolucao:

Devemos ter em conta que

1°) S nao é uma superficie fechada (é, somente, a parte do paraboldide y = x> — z* abaixo
do plano y = 2).

2°) Dada a formula que define o campo F, o célculo do fluxo pela definigdo deverd envolver
muitos calculos.

Iremos entao “fechar” a superficie, a fim de podermos usar o teorema da divergéncia.
Considerando a fronteira do sélido V' da alinea (a), entao

oV =5SUS,

sendo S a superficie dada e S, a interseccdo do interior do paraboldide, y > x* + z%, com
o plano y = 2, que corresponde a “tampa” do sélido V:

Szz{(x,y,z); x>+ 22 <2, g=2}

Ora a normal unitaria a S, vs, com sequnda componente negativa, corresponde a normal
exterior a V; por outro lado, vé-se facilmente que a normal unitaria a Sy exterior a V é
v, = e; = (0,1,0). Assim sendo, e usando o resultado da alinea (a)

//F-vsd5+//F-V2dS:// F-vdS = 16xn
5 S oV

O fluxo pedido é, pois:
//F-deS = 16m1 — // F-v,dS.
S S

Falta calcular o fluxo de F através da “tampa” S;, na dire¢cdo da normal v, = (0,1,0).
Vamos usar a parametrizacdo de S;:

g(x,z) = (x,2,z) definida para x* 4 z° < 2.



Note que H a—g” , isto é, dS = dx dz (o que era previsivel, dado que S, é parte do
plano y = 2) m Sy, ( (x,2))-va =F(x,2,2)-(0,1,0) = xz, pelo que

// F-v,dS = // F(x,2, 2) vzHag X ag”dxdz = // xzdx dz
S, x24+72<2 X2 +22<2

Fazendo a mudan¢a para coordenadas polares

(x,z) = (rcos 6, rsen8) re]O,\/i[, 6 €10, 2n]|

V2 27
// F-v,dS :/ / rPcosO sen® dOdr = 0.
S 0 0
//F-vst = 16— 0 =16.
5

tem-se que

Finalmente

4. Seja f : R — R uma funcao continuamente diferencidvel. Considere o problema de valor inicial:

(a)

(b)

dy
Jt = (1+ y)f(ty)

y(0)=0

(1 val.) Mostre que este problema tem uma solug¢dao Unica numa vizinhanga de t, = 0.
Resolucao:

Para concluir que o PVI admite uma tnica solu¢do definida numa vizinhanga de t; vamos
aplicar o teorema de Picard. Para tal:

1°) Para F(t,y) = (1 + y?)f(ty) e dado que a funcdo f é por hipétese de classe C' em R,
resulta que

e F é continua em R?;

° gF ¢ continua em R2.

Assim sendo, F verifica as condi¢des do teorema de Picard no conjunto aberto D = R?.
2°) (to, yo) = (0, 0) pertence a D.

O teorema de Picard permite concluir que o PVI admite uma Unica solugdo, y(t), definida
para t pertencente a uma vizinhanga de 0; isto é, y :] — €, e[— R para algum e > 0.

(3 val.) Suponha que, adicionalmente, f satisfaz f(x) > 1 para qualquer x € R. Mostre
que o intervalo maximo de definicdo da solucdo do problema de valor inicial é majorado.

Resolucao:

Pelo teorema de extensao de solugdo, a solucao y(t) obtida na alinea (a) pode ser prolongada
a um intervalo maximo de solugdo lnox = ]a, b[, onde a < —e < 0 e b > € > 0. Queremos
mostrar que b é finito. Analizamos agora as possiveis conclusdes do teorema de extensdo
de solucdo (com b finito, sdo apenas duas).

19) Serd que
(t,y(t)) — 0D quando t—b?

Isto ndo pode ocorrer, pois D = R*> = aD = §.



29) Serd que y(t) explode quando t — b?
Para mostrar este facto, vamos usar o teorema da comparagdo de solugées. Temos que

F(t,y) = (1 +y)f(ty) > 1+ y° (1)

Resolvemos o problema de valor inicial relativo & funcdo G(t, y) = 1 + y*

du
=1 2
o +u
u(0) =0
A solucao geral da equagao separavel
1 du
14+ w2 dt

é arctgu =t + C. Usando u(0) = 0 e explicitando a solucdo, obtém-se C =0 e
u(t) = tg t.
Pelo teorema de comparagao de solucbes, para t €
y(t) > u(t) = tq(t) para t > 0.
Como

lim tg(t) = oo
t—%

a solugao explode quando t — b e b < 7. Concluimos assim que o intervalo maximo
de solucdo do problema de valor inicial é da forma

/maxz]a,b[ com a<0e O0O<bhb<

NIX



