DM
DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA
TECNICO LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Il
12 Semestre 2024/25
Cursos: LEAmb, LEBiom, LEBiol, LEMat, LEQ

TeEsTE 2 (VERSAO B)

28 DE NOVEMBRO DE 2024, 19H

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes.
Duragao: 45m.

1. Considere o campo vectorial F(x,y,z) = (yz + 2xyz, xz, xy).

(@) (2 val.) Calcule a divergéncia e o rotacional de F.
Resolucao:

Como F é de classe C' em R?, entdo div F e rot F estdo bem definidos em R> e

. d d d
divF(x,y,z) = a(yz + 2xyz) + @(XZ) - a(xy)

= 2yz+0+4+0 = 2yz

€1 € €3
— d d a
rOtF(X,y,Z) = X 3y oz

yz + 2xyz xz xy

= (x=x,—y+y+2xy,z—z—2xz) = (0,2xy, —2xz)

(b) (2 val.) Mostre que qualquer F : R® — R> de classe C? satisfaz div(rot F) = 0.

Sendo F = (F4, F3, F;), onde F; : R® — R (i = 1,2 ou 3) entdo, para qualquer (x, y, z) € R*:

e e e3
div(rot F)(x,y,2) = div|z 5 &
Fi F2 F3

— div 8F3 _ 8F2 _(6F3 . 0F1 ) an . 8F1

B dy 0z’ ox 0z ox 0dy

_ 0’F3  0*F, O0°F; N 0*F; N 0°F,  0*F 0

~ 0xdy O0x0z Oydx Oydz 0z0x 0zdy
A UGltima igualdade resulta da aplicacdo do teorema de Schwarz as funcgdes Fq, Fo e F3
(que séo de classe C?).




2. Considere a superficie S = {(x,y,2) € R?:3x—2y+z=6ex*+y*< 4}

(@) (5 val.) Calcule a massa da superficie, sendo a densidade de massa em cada ponto de S
dada por g(x,y,z) =z —5.

Resolucao:

Em coordenadas cartesianas, os pontos de S satisfazem a equacao do plano z = 6 —3x+2y
no dominio dado por x* + y? < 4. Assim sendo, uma parametrizacdo de S é

g(x,y) = (x,y,6 —3x +2y) definidaem T ={(x,y) €R*: x*+y* < 4}.

Temos pois
e ey e3
9,9 _ 11 0 3 = (3,-21)
ox Jdy 0 1 2

A massa de S é:

M = //SUdS // g(x, y) H—x—

= // (6 —3x +2y) —5) V1ddxdy = \/ﬁ//T(1—3x+2g)dxdg.

a_gxa_gH = |3-21)|| = VOra+1 = Via
ox Jdy

dxdy

Fazendo a mudanca para coordenadas polares x = rcos 6, y = rsen6, o dominio T
representado nas novas coordenadas fica o conjunto T’ = {(r, 0):0<0<2n,0<r< 2}.
Desta forma:

3 2
M = \/ﬁ/ (/ (1—3rc059+2rsen9)rd9)dr
0 0

2
= \/—/ (r6 — 3r’sen 6 — 2r? cosQ)’ \/ﬁ/ 27r dr
0

6=0

2,2
= 27V/14 % — 4714,

r=0

(b) (1 val.) Indique a recta normal a superficie em cada (a, b, c) € S.

Resolucao:

A superficie S é um conjunto de nivel 0 da fun¢do F(x,y,z) = 3x — 2y + z — 6. Resulta
assim que VF(a, b, c) =(3,—2,1) é um vector normal a S num ponto (a, b, c) € S. Note
que este vector normal é constante em S (ndo depende de (a, b, c) € S), o que resulta

de a superficie ser um plano. A equag¢ao paramétrica da recta normal a S em qualquer
(a,b,c) e S é

(x,y,z)=(a,b,c)+t3,-2,1)=(a+3t,b—2t,c+1t), com teckR.



3. Considere o sélido £ definido por x* + y*> + z> < 9 e o campo vectorial F : R* — R? dado por

F(x,y, z) = (x—xz,xy-l-x,xz-i-z—yz).

Utilizando o teorema da divergéncia:

(a)

(b)

(3 val.) Calcule o fluxo de F através da fronteira de E orientada pela normal exterior a E.
Resolucao:

O sdlido é a bola centrada na origem de raio 3,
E = {(x,g,z) eR3: x2+y2—|—22 < 9};
0F é a esfera x’+y*>+2° = 9, logo E é um dominio reqular. Temos ainda que F é de classe

d
C'lemR}edivF = —
em e div 8)((

Pelo teorema da divergéncia:
8
// F-vdS = ///dideV = ///ZdV = 2Vol3(D) = -n3*=72n
9E E E 3

(3 val) Seja S ={(x,y,z) €R’*: x*+y°+2° =9 e z> 0} orientada pela normal unitéria
com terceira componente positiva. Calcule o fluxo de F através de S. (Nota: S ¢ 0E).

x—x2)+%(xg+x)+%(xz—l—z—yz):1—2x—|—x—|—x—|—1 = 2

Resolucao:

Consideramos o sélido (um dominio quase-reqular) dado por:
Et' = {(xy2)eR : X +y?+22<9nz>0}.

Note que E* é a metade de E acima do plano z = 0. A fronteira de E* é S U Sg, onde a
base, Sg, de E™ é dada por:

Sg = {(x,y,z)€R3 X+ y? <9, z=0}

Sendo a div F = 2 (constante) o resultado da aplicagdo do teorema da divergéncia deve
ser metade do obtido na alinea (a). De facto:

//aEf'”’S - ///,_Hd'deV = 2///5 dV = 2Voly(E*) = Vols(E) = 36m.

Calculamos agora o fluxo de F através de Sg. Em Sg, v =—e3 = (0,0,—1) e F(x,y,2) =
(-, ,—y?), pelo que F - v = y*. Isto implica que
//F-vdSZ//deZ//yzdxdg
SB SB
onde se assumiu a parametrizacao g(x, y) = (x, y, 0), definida em B = {(x, y) : x* +y* < 3}.

Utilizando a mudanca para coordenadas polares x=rcosB, y=rsenb:

T 3 T 3
// F.-vdS = / / r’sen’Ordrdf = / sen’0do - / dr
Sg o Jo 0 0

413

1 [ r
= 5/0 (’I—cosZG)dQ- 7

Concluimos que:

//F-vdS = // F'vdS—// F-vdS = 3671—&77 — QJT.
s OE+ Ss 4 4

2r 81 81

_1 .
(1 2sen26?) oo 2 2

N —

r=0



4. Considere o problema de valor inicial

dy y
i 3+cos(t+2)
y(0) = 2.

(@) (1 val.) Mostre que o problema tem solu¢ao tnica definida numa vizinhanca de ty, = 0.

Resolucao:

O problema de valor inicial é

dy _
i f(t,y), y(0) =1 (1)

onde f: D — R é dada porf(l‘,y)=3-|—cos(t_'y_2

) no dominio

D = {(t,y)ERz:t#—Z}.

Note que f é da classe C' em D e (0,2) € D. Pelo teorema de Picard, o PVI (1) tem
solugdo Unica y : |—B, B — R (para algum B > 0).

(b) (3 val.) Determine o intervalo maximo de solu¢cdo do problema.

Resolucao:

Para qualquer (t,y) € D, verifica-se que

2g3+cos(ti’2) < 4 2)

f(t.y)

Por outro lado, consideremos o problema de valor inicial:

u' = a, u(0) =2 com a=2 ou a=4%.

A solucao geral desta ultima equacao diferencial é u(t) = at + ¢, com ¢ € R. Tendo em conta
que u(0) = 2, obtém-se:
u(t) = at+ 2.

Pelo teorema de comparagao de solugoes (aplicavel devido a (2)) e, por outro lado, usando as
solugdes acima para a =2 e a =4

2t+2 < y(t) < 4t +2 para t>0 (3)
4t+2 < y(t) < 2t+2 para t<0e teD (4)

Seja lnax = ]a, b[. Como a solugdo nao pode explodir em tempo finito, quando t — b~, e o
dominio de f inclui todo o semi-plano t > 0, o teorema de extensao de solucao e as estimativas
(3) garantem que b = +o0. Por outro lado, como a solu¢do nao pode explodir em tempo finito
quando t — a* mas dD é a recta vertical t = —2, o teorema de extensdo de solucdo e as
estimativas (4) garantem que

(t.y(t)) — 0D quando t — —2*

ou seja, o intervalo maximo de solugao é

Inax = |—2,+0oq[.



