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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.Duração: 45m.

1. Considere o campo vectorial F (x, y, z) = (
yz + 2xyz, xz, xy

).(a) (2 val.) Calcule a divergência e o rotacional de F .Resolução:
Como F é de classe C 1 em R3, então div F e rot F estão bem definidos em R3 e

div F (x, y, z) = ∂
∂x

(
yz + 2xyz

) + ∂
∂y

(
xz

) + ∂
∂z

(
xy

)
= 2yz + 0 + 0 = 2yz.

rot F (x, y, z) =
∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yz + 2xyz xz xy

∣∣∣∣∣∣∣
= (

x − x, −y + y + 2xy, z − z − 2xz
) = (0, 2xy, −2xz

)
(b) (2 val.) Mostre que qualquer F : R3 → R3 de classe C 2 satisfaz div(rot F ) = 0.

Sendo F = (F1, F2, F2), onde Fj : R3 → R (i = 1, 2 ou 3) então, para qualquer (x, y, z) ∈ R3:
div(rot F )(x, y, z) = div

∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣
= div (

∂F3
∂y − ∂F2

∂z , −
(∂F3

∂x − ∂F1
∂z

)
, ∂F2

∂x − ∂F1
∂y

)
= ∂2F3

∂x∂y − ∂2F2
∂x∂z − ∂2F3

∂y∂x + ∂2F1
∂y∂z + ∂2F2

∂z∂x − ∂2F1
∂z∂y = 0

A última igualdade resulta da aplicação do teorema de Schwarz às funções F1, F2 e F3(que são de classe C 2).



2. Considere a superf́ıcie S = {(x, y, z) ∈ R2 : 3x − 2y + z = 6 e x2 + y2 < 4}
(a) (5 val.) Calcule a massa da superf́ıcie, sendo a densidade de massa em cada ponto de Sdada por σ (x, y, z) = z − 5.Resolução:

Em coordenadas cartesianas, os pontos de S satisfazem a equação do plano z = 6−3x +2yno doḿınio dado por x2 + y2 < 4. Assim sendo, uma parametrização de S é
g(x, y) = (

x, y, 6 − 3x + 2y
) definida em T = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4}

.

Temos pois
∂g
∂x × ∂g

∂y =
∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e31 0 −30 1 2

∣∣∣∣∣∣ = (3, −2, 1)
∥∥∥∥∂g

∂x × ∂g
∂y

∥∥∥∥ = ∥∥(3, −2, 1)∥∥ = √9 + 4 + 1 = √14.

A massa de S é:
M = ¨

S
σ dS = ¨

T
σ

(
g(x, y)) ∥∥∥∥∂g

∂x × ∂g
∂y

∥∥∥∥ dxdy

= ¨
T

((6 − 3x + 2y) − 5) √14 dxdy = √14¨
T

(1 − 3x + 2y
)
dxdy.

Fazendo a mudança para coordenadas polares x = r cos θ, y = r sen θ, o doḿınio Trepresentado nas novas coordenadas fica o conjunto T ′ = {(r, θ) : 0 < θ < 2π, 0 < r < 2}.Desta forma:
M = √14ˆ 3

0
( ˆ 2π

0
(1 − 3r cos θ + 2r sen θ

)
r dθ

)
dr

= √14ˆ 2
0

(
rθ − 3r2 sen θ − 2r2 cos θ

)∣∣∣2π

θ=0dr = √14 ˆ 2
0 2πr dr

= 2π
√14 · r22 ∣∣∣2

r=0 = 4π
√14.

(b) (1 val.) Indique a recta normal à superf́ıcie em cada (a, b, c) ∈ S.Resolução:
A superf́ıcie S é um conjunto de ńıvel 0 da função F (x, y, z) = 3x − 2y + z − 6. Resultaassim que ∇F (a, b, c) = (3, −2, 1) é um vector normal a S num ponto (a, b, c) ∈ S. Noteque este vector normal é constante em S (não depende de (a, b, c) ∈ S), o que resultade a superf́ıcie ser um plano. A equação paramétrica da recta normal a S em qualquer(a, b, c) ∈ S é(x, y, z) = (a, b, c) + t(3, −2, 1) = (a + 3t, b − 2t, c + t), com t ∈ R.



3. Considere o sólido E definido por x2 + y2 + z2 < 9 e o campo vectorial F : R3 → R3 dado por
F (x, y, z) = (

x − x2, xy + x, xz + z − y2).Utilizando o teorema da divergência:(a) (3 val.) Calcule o fluxo de F através da fronteira de E orientada pela normal exterior a E .Resolução:
O sólido é a bola centrada na origem de raio 3,

E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 9};
∂E é a esfera x2 +y2 +z3 = 9, logo E é um doḿınio regular. Temos ainda que F é de classe
C 1 em R3 e div F = ∂

∂x (x − x2) + ∂
∂y (xy + x) + ∂

∂z (xz + z − y2) = 1 − 2x + x + x + 1 = 2.Pelo teorema da divergência:
¨

∂E
F · ν dS = ˚

E
div F dV = ˚

E
2 dV = 2Vol3(D) = 83π33 = 72π

(b) (3 val.) Seja S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2 = 9 e z > 0} orientada pela normal unitáriacom terceira componente positiva. Calcule o fluxo de F através de S. (Nota: S ̸⊂ ∂E).Resolução:
Consideramos o sólido (um doḿınio quase-regular) dado por:

E+ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 9 ∧ z > 0}
.Note que E+ é a metade de E acima do plano z = 0. A fronteira de E+ é S ∪ SB, onde abase, SB, de E+ é dada por:

SB = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 9 , z = 0}
Sendo a div F = 2 (constante) o resultado da aplicação do teorema da divergência deveser metade do obtido na aĺınea (a). De facto:¨

∂E+ F · ν dS = ˚
E+ div F dV = 2˚

E+ dV = 2Vol3(E+) = Vol3(E) = 36π.

Calculamos agora o fluxo de F através de SB. Em SB, ν = −e3 = (0, 0, −1) e F (x, y, z) =(· · · , · · · , −y2), pelo que F · ν = y2. Isto implica que¨
SB

F · ν dS = ¨
SB

y2 dS = ¨
B

y2dxdy

onde se assumiu a parametrização g(x, y) = (x, y, 0), definida em B = {(x, y) : x2 +y2 < 3}.Utilizando a mudança para coordenadas polares x = r cos θ, y = r sen θ:¨
SB

F · ν dS = ˆ π

0
ˆ 3

0 r2sen2θ r dr dθ = ˆ π

0 sen2θ dθ ·
ˆ 3

0 r3 dr

= 12
ˆ 2π

0
(1 − cos 2θ

)
dθ · r44

∣∣∣∣3
r=0 = 12 (1 − 12 sen 2θ

) ∣∣∣2π

θ=0 · 814 = 814 π

Concluimos que:¨
S

F · ν dS = ¨
∂E+ F · ν dS −

¨
SB

F · ν dS = 36π − 814 π = 634 π.



4. Considere o problema de valor inicial
dy
dt = 3 + cos ( y

t + 2)
y(0) = 2.(a) (1 val.) Mostre que o problema tem solução única definida numa vizinhança de t0 = 0.Resolução:

O problema de valor inicial é
dy
dt = f (t, y), y(0) = 1 (1)

onde f : D → R é dada por f (t, y) = 3 + cos ( y
t + 2) no doḿınio

D = {(t, y) ∈ R2 : t ̸= −2}
.

Note que f é da classe C 1 em D e (0, 2) ∈ D. Pelo teorema de Picard, o PVI (1) temsolução única y : ]−β, β[ → R (para algum β > 0).
(b) (3 val.) Determine o intervalo máximo de solução do problema.Resolução:
Para qualquer (t, y) ∈ D, verifica-se que

2 ≤ 3 + cos ( y
t + 2)

︸ ︷︷ ︸
f (t,y)

≤ 4 (2)
Por outro lado, consideremos o problema de valor inicial:

u′ = α, u(0) = 2 com α = 2 ou α = 4.A solução geral desta última equação diferencial é u(t) = αt + c, com c ∈ R. Tendo em contaque u(0) = 2, obtém-se:
u(t) = αt + 2.Pelo teorema de comparação de soluções (aplicável devido a (2)) e, por outro lado, usando assoluções acima para α = 2 e α = 4:2t + 2 < y(t) ≤ 4t + 2 para t ≥ 0 (3)4t + 2 < y(t) ≤ 2t + 2 para t ≤ 0 e t ∈ D (4)Seja Imax = ]a, b[. Como a solução não pode explodir em tempo finito, quando t → b−, e odoḿınio de f inclui todo o semi-plano t ≥ 0, o teorema de extensão de solução e as estimativas(3) garantem que b = +∞. Por outro lado, como a solução não pode explodir em tempo finitoquando t → a+ mas ∂D é a recta vertical t = −2, o teorema de extensão de solução e asestimativas (4) garantem que(

t, y(t)) −→ ∂D quando t → −2+
ou seja, o intervalo máximo de solução é

Imax = ]−2, +∞[ .


