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Duragao: 45m.

1. Sendo o um numero real arbitrério, considere o problema de valor inicial
y —2ty=t , y(0)=a

(a) Determine a solucdo geral da equacédo.
Resolugao:
Trata-se de uma equacdo linear j4 na forma y' + a(t)y = b(t). O factor integrante é
u(t) = ef—tht _ e—tz
e assim

y —2ty=1t (e_tzy) =te "

Tendo-se entdo que a solucao geral da equacao é

1 1
y(t) = etz (—zetz + C) = —z —+ CE"t2
com ¢ € R.
(b) Calcule a solugdo do (PVI).
Resolucao:

Usando a resposta da alinea anterior,

1
y0)=a & —5+c=a

1
pelo que C = o + 5 ea solugao do (PVI) é

(=g fati)e”
y(t) = —5 ats)e

(c) Qual o valor de a para o qual a solucao do (PVI) é limitada em R*?
Resolucao:

- R . ,
Atendendo a que a funcdo e’ nao é limitada em R™, o seu coeficiente terd que ser nulo

1
para que a solucao do (PVI) seja limitada nesse conjunto. Assim a = —5



2. Considere a equagao diferencial

(a)

(b)

dxy — 26> + (2% — 6y) %Y = 0

a =
Verifique que se trata de uma equacgao exacta.
Resolugao:
Definindo
M(x, y) = 4xy — 2e* : N(x, y) = 2x*> — 6y

verifica-se que
e sao ambas de classe C' em R?;

oN
o i 4x = 55 para qualquer (x, y) € R%

Conclui-se que (M, N) é um campo gradiente em R?, ou seja, a equacao é exacta em R?.

Calcule a solugao geral da equacdo (pode apresentar o resultado na forma implicita).

Resolucao:
Tendo em conta (a), existe ¢ : R — R tal que ¥V ¢ = (M, N). Desta forma,
a(b — _ 2x _ 2 2x
g—/\/l—4xy—2e & ox,y)=2xy— e+ c(y)
e também
5} 5}
a—j =N & 3y (2x2y — e 4 cly)) = 2 -6y & d(y)=—by
Tem-se entdo que c(y) = —3y* + ¢ e, assim,

d(x,y) =2x°y —e> —3y*+ C, CeR.
A solugdo geral da equagdo exacta na forma implicita é dada por:

2%y —e* —3y* =K , K e R.



3. Considere a matriz

(a) Determine e
Resolucao:
Para calcular e?, comegemos por resolver a equacao vectorial Y’ = AY para Y = (x, y) € R%
Assim )
’r_ X =-Yy
Y =AY & { Y = —2x+y

Substituindo y por —x’ na sequnda equacao

n

—X"'=-2x—x & (D°-D-2x=0 < (D+1)(D—-2)x=0

pelo que uma base para o espaco de solucbes da equacdo é (por exemplo) B = {e™", %'}
e assim
x(t) = age '+ be’ |, a, beR

e entao
y(t) = —x' = ae™ ' — 2be’!

Tem-se entdo que a solugao da equacao é
x()] _ [ae"+be”] [e" € ][a
y(t)| — [ae t—=2be?| T et —2e*|]|b

—t 2t
5(t) = [e—t _92e2t:|

e

A matriz

é uma matriz solugao fundamental de Y’ = AY. Temos entdo que:
_t 2t -1 —t 2t —t 2t
At 1 e e 1 1 _12e +e e'—e
e = 3(57(0) = [e_’ —2e2t] [1 —2] 3 [ 271 —2 e l42e%
(b) Sendo Y(t) a solugao do (PVI)

Y =AY . Y0 =(11)

calcule
lim Y(1)

t—+o00

Resolucao:
Note-se que a MSF de Y’ = AY calculada na alinea (a) é dada por

S(t) = [e—f m et [_12] ]

Escrevendo a solu¢ao geral de Y’ = AY na forma

Y(t) = cre”! [1] + cre? [_12] ,

com ¢1, ¢; € R, entdo usando a condigao inicial Y(0) = (1, 1) obtém-se

aq+o=1 =1
C1—262:0 CZZO.



Assim sendo,
. L |11 _ 10

Nota: o valor inicial Y(0) = (1,1) é um vector prdoprio associado ao valor préprio —1 da
matriz A. Note também que a nossa solu¢do, que comegou no espaco proprio gerado por
(1,1), iré permanecer nesse espaco para todo o t; ou seja, ela tera que ser da forma:

Y(t) = cre”! [1] .

Em vez de determinar a solugdo do PVI, apenas precisa de usar este facto para determinar
o limite.



4. Para cada alinea escolha a opgdo correcta

(a)

(b)

Uma solugdo particular da equagao

y/// + 4y/ — 0
é
A. 2cos(2x) + x B. 2x + cos x C. 14 2cos(2x) D. senx
Resolucao:

y"+4y'=0 & (D’+4D)y=0 <& D[D-2)(D+2iy=0
Assim, uma base para o espaco das solugdes da equagdo é formada pelas funcées 1, cos(2x)
e sen(2x). Desta forma, a Unica resposta correcta é 1 + 2 cos(2x).
A equacao diferencial de menor ordem possivel para a qual a funcdo xe™ é solucdo é
Ay+2y=0 B ¢y +2y+y=0 C ¢y"—2¢y'+y=0 D. y"+4y=0
Resolucao:

Sendo xe™™ solucdo dessa equacdo, entdo e™* também tera que ser. Pelo que o polindmio
diferencial associado de menor ordem possivel tem a raiz —1 com multiplicidade 2. Assim
sendo,

PA(D) = (D +1)*.

A resposta correcta é
D+1)°y=0 & y' +2y/+y=0

O intervalo maximo de existéncia da solu¢ao do PVI

4x

== 0) = —4

y y y(0)
é
A. 10,2 B. |-2,2| C. [=2,2] D. |-v2,v2]
Resolucao:

Para y # 0 a equagao é equivalente a equagdo separdvel, cuja solucdo é:

yy' = —4x & /ydy:—/4tdt+c & yr=-4+c
com ¢ € R. Para que y(0) = —4 < 0, conclui-se que ¢ = 4 e a solugdo do PVI é
y(t) = —va—1

Tendo encontrado a solugdo na forma explicita, podemos determinar o intervalo maximo de
solugdo como sendo o maior intervalo aberto onde y(t) e y'(t) estdo bem definidas e sao

continuas; no nosso caso,
lhax =12, 2.



