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1. Considere o problema de valor inicial
y =4xe> , y(0)=3
(@) (4 val.) Determine explicitamente a solu¢ao do PVI.
Resolucao:

A equacdo é equivalente a

dy
3—y-J — 4 3
e x>,
que é uma equacgao separavel. Assim sendo, a sua solugao geral (na forma implicita) é
dada por
/63_ydy = /4x3dx +c, com ¢ € R,

ou seja:

—e3 Y =x"+oc.
Calculando ¢ de forma a que y(0) = 2, obtém-se ¢ = —1 e, como tal

3 — y(x) = log(1 — x%) & y(x) = 3 — log(1 — x%).

(b) (1 val.) Indique o intervalo maximo de existéncia da solucdo do PVI.

Resolugao:

Basta notar que a funcdo obtida em (a) estd definida e é de classe C' no conjunto dos
x € R tais que

1—-x*>0 & x'<1 & —“1<x<1.

Desta forma, I = |—1,1[.



2. Considere a equacgao diferencial

1
'y =2ty +h(t)=0 , y(1)= 5

em que h(t) é uma funcdo real de variavel real.

(@) (4 val.) Determine a solucdo do PVI no caso em que h(t) = —2t, indicando o intervalo
maximo de solugdo.

Resolucao:

Para t # 0, a equagao é equivalente a:

Trata-se de uma equacao linear, cujo factor integrante pode ser:

"2 _ _ 1
() = el 10 = P = 2=

Multiplicando ambos os membros da equagao por p(t), obtém-se

1, 2 2
AR

d (1) 2
dt \ 27 ] 3

Calculando as primitivas obtém-se (para t #+ 0):

ou seja

t 1
%:—ﬁch & y(t)=ct* =1 onde ¢ € R.
1 ~ p
Tendo em conta que 5= y(1) = c—1, temos que ¢ = 5 pelo que a solugao do PVI é

3
y(t) = 5 2 — 1, definida em /.« = R.

(b) (1 val.) Sem tentar resolver a equacdo, determine o intervalo maximo de existéncia da

solucao do PVI no caso em que h(t) = ot
cos

Resolucao:

« ; , 2 2
A equacdo dada é equivalente a y' + a(t)y = b(t), com a(t) = —% e b(t) = = (para
t # 0). Tratando-se de uma equacao linear, o intervalo maximo de solu¢do serd o maior
intervalo contendo ty = 1 e tal que a(t) e b(t) estao bem definidas e sdo ambas continuas.

Para tal, é necessario excluir

t=20 e cost=0 & t=g+k7r, k e Z.

Concluimos que Iy = ]0, g[



3. Considere a matriz

(a) (4 val.) Determine e

Vamos comecar por determinar uma matriz solu¢do fundamental de Y’ = AY, resolvendo o
sistema equivalente. Assim, sendo R® 3 Y = (x, y, z) temos que

X = —x

y=-y4

7 =2x—z
Resolvendo a primeira e a sequnda equagdes, obtém-se:
x(t) = ae”’ e y(t) = be™! com a,b € R.
Substituindo x na primeira equacgdo, resulta a equacgdo linear de 1° ordem
7 +z=2ae’",
que tem o factor integrante u(t) = el 9 = e'. Assim sendo

d

e'x' + e'x = 2a & E(etx) = 2a & e'x = 2at + ¢
ou seja
x(t) = 2ate™" + ce” ", com ¢ € R.
A solugdo geral de Y' = AY é
x(t) ae”! e 0 01]]a
y(t) | = be! —| o et oflb
z(t) 2ate™ " + ce™! 2te™" 0 e '||c

Desta forma, uma matrix solucdo fundamental associada a equacao é

e ! 0 0 17 00
sy=| 0 et 0|=et|0 10
2te™t 0 et 2t 0 1

Tendo em conta que S(0) = /, entdo e = S(t)S7'(0) = S(¢).

(b) (1 val.) Calcule a solucdo de Y' = AY, Y(0) = (a,0,0), onde @ é um nimero real. Para
que valores de o a solucdo é limitada?

A solugdo do problema de valor inicial para a equa¢do homogénea, Y' = AY, é:

1 0 0] |« o 1
Y(t) = eMY(0) = e [0 1 0|[0] = e[| 0| = ae!
2t 0 1|0 2at 2t

Dado que a funcdo e ndo é limitada em R , a solucdo do problema de valor inicial é limitada
seesdsea=0.



4. Considere a equagao diferencial
y"+9y = g(1)
em que ¢(t) é uma funcdo continua em R.
(@) (1 val.) Determine a solucdo geral da equagao homogénea associada.
Usando a notagao y’ = Dy, obtém-se
Yy 4+9%y =0 & (D’4+9y=0 & (D-3i)(D+3i)y=0
pelo que a solucao geral da equacdo homogénea é

ya(t) = ¢y cos 3t + ¢y sen 3t

(b) (2 val.) Sendo g(t) = —9t, calcule a solug¢do da equacdo que satisfaz y(0) =1, ¢y’(0) = —1.

O polinémio aniquilador da fungdo g(t) = —9t é P4(D) = D?. Aplicando P4(D) a ambos
os membros da equacdo diferencial (D — 3i)(D + 3i)y = —9t, obtém-se:
D?(D — 3i)(D + 3i)y = D*(—9t) = 0,

cuja solucdo geral é
y(t) = c1cos 3t + cysen 3t +c3 + c4t.

yal(t)

Entdao yp(t) = c3 + ¢4t é o candidato a solucdo particular. Substituindo na equacéo
y” + 9y = —9t, obtém-se (para qualquer t € R):

9¢3 + 9c4t = —9t = c3=0 A ¢4 =-—1.
A solucdo geral da equagao homogénea é
y(t) = yg(t) + yp(t) = c1 cos 3t + cysen 3t — t, onde ¢y, € R.

Sendo que y'(t) = =3¢y sen3t + 3¢, cos 3t — 1, entdo pelas condigdes iniciais:

y(0) =1 c1 =1 cr =1
= =
y'(0) = -1 3¢—1=-1 =0

Assim sendo, a solugao do problema de valor inicial é:

y(t) = cos 3t —t.

(c) (2 val.) Determine uma solugao particular da equag¢ao no caso em que g(t) = sen(3t)

valida no intervalo ]O, %[

Uma matriz wronskiana associada a equagao (D — 3i)(D + 3i)y = g(t) é

cos 3t sen 3t
W(t) = )
—3sen3t 3cos3t



A sua inversa é

w=(1)

3

1 3cos3t —sen3t 1|3cos3t —sen3t
~ 3cos23t+3sen?3t |3sen3t cos3t 3sen3t cos3t |

Pela formula da variagao das constantes:

1 |3cos3t —sen3t 0
yo(t) = [cos3t sen3t‘]+/§ o |t

3sen3t cos 3t eETIE

-3
= [cos3t sen3t]/[3cos3t] dt

sen 3t

—3t
= [cos3t sen3t]l ]

log | sen 3t
= —3tcos(3t) + sen(3t) log(sen 3t).

Note que para qualquer t € ]O%[ tem-se que sen3t > 0, pelo que log|sen3t| =
log(sen 3t).



