TECNICO
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Calculo Diferencial e Integral Ill

1° Semestre 2024 /2025
Curso: LEQ, LEAmb, LEMat, LEIC-A, LEBiol, LEBiom

Ficha de Problemas Resolvidos n? 7
Integrais de Superficie e Operadores Diferenciais

Exercicios Resolvidos

. Calcule o integral de superficie de f(x,y,2) = /22 +y>+ 1/4, sendo S a por¢do do
paraboloide z = 9 — 22 — 4% acima do plano zOy.

Resolucao:

Comecemos por parametrizar a superficie. Dado que a intersecdo do paraboldide com o
plano z = 0 é 2% + y? = 9, consideraremos a parametrizacio

g(-%',y){ y;y

z2=9—x%—¢?

em que T = {(z,y) € R? : 2% + 3?> < 9}. Sendo assim

J[r@azas = [[ s |52

- //T\/m (22, 2y, 1) ||dedy

dxdy

— //T \/$2+y2+1/4\/(2x)2+(2y)2—|—1da:dy

= // 2/x2 + 92 + 1/4 /22 + y2 + 1 /4 dxdy
i

= 2// (x2+y2+%1)d:cdy
T



Usando coordenadas polares neste dltimo integral em 7' C R?

x = pcosb
y = psenf

emque 0 < p<3el<b<2m,

2T 3 3 171
_ 2 1 _ et PP ’ _
//Sde 2/0 /D(p + 1) pdpdd 47r<4—|—8)0 5T

. Determine a area da superficie dada por

(a) A parte inferior da esfera x? + y? + 2% = 2 cortada pelo cone z = /22 + 32

(b) A superficie S = {(z,y,z) e R®: z =22 + 9% 2 < 1}

(c) A fronteira do sélido limitado pelas superficies 2 = 1, 2 = 4, 22 +¢y> = 1 e
2 =a?+ y2.

Resolucao:
(a) Sejam
T =rsenq¢ cosb

y = rsen ¢ sen @
Z = 1cos ¢

Note-se que na esfera r = \/W = /2. A interseccio da esfera com o cone é:
P24+ +22=2 e z=+/224+y2 = 24+22=2 & 2=1 & z=1,
pois z > 0. Logo, se z < 1,

1>+v2cos¢p < ¢>n/d

Para a parte da esfera que esta abaixo do cone, temos pois que 7 < ¢ < 7. Assim sendo,

9(9,0) = (ﬂsembcos 0, /2 sen ¢psen 0, v/2 cos o)
com 7 < ¢ <7mel <0< 2m Desta forma

g_i = (\/§cosgbcos 0, \/§cos¢sen 0, —/2sen ?)

dg

0= (—\/§sen¢sen 0,v/2sen ¢ cos b, 0)



Logo,

5 5 €2 €3
ag ag = \/§ oS ng cosf  2cospsend —+/2sen ¢
¢ QSen¢sen9 \/ﬁsen¢cose 0

= (2sen® pcos b, 2sen® ¢ sen d, 2sen ¢ cos ¢)

Disso resulta que

0
H X 8_ZH — \/4sent ¢ cos? f + 4sent psen? f + 4sen? ¢ cos? ¢ = 2| sen ¢| = 2sen ¢

(pois

INE

< ¢ < 7). Assim,

Voly(S) = //

27 T
= / /ZSen¢dq§d6 = 27(2+V2)
o Ji

89
96 90

|

(b) A superficie S é uma porcdo do paraboldide de equagio z = 2% + 3?> . Uma
parametrizagdo de S é (ver exercicio 5(c)), é

g(u,v) = (u,v,u® +v*)
com D = {u?+v? <1}, e

69 89

3 < 5y = (—2u, —2v,1)

A drea de superficie pedida é

voz2<5):/ ||(—2u,—2v,1)||d5’:/ VIF &2+ &2 dudv
S D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, podemos usar coordenadas
polares (z = p cosf e y = psend) pelo que

2 1 .
Voly(S) = / / V1+4ppdpdd = @
o Jo

(c) O sélido é a parte interior ao paraboldide z = x2 + 32 e exterior a superficie cilindrica
2% 4+ y* = 1 compreendida entre os planos horizontais z = 1 e 2 = 4. O seu topo, que
designamos por St, é a coroa circular

l1<a®+y* <4  contida no plano z = 4;



a superficie (lateral) interior, S, é a face do C|I|ndro dada por 22 + y? = 1 e a superficie
(lateral) exterior, Sy, é o paraboldide z = x? 4 y?, ambas entre os planos z = 1 e z = 3.
Intersectando tanto o paraboldide como o cilindro com o plano z = 1 obtém-se a mesma
curva: 22+ y?> = 1, z = 1. Assim, a base do sélido é uma curva que, como tal, ndo
contribui para o valor da area. Assim sendo, e executando desde ja o célculo (elementar!)
das areas de St e Sy:

VOZQ(S) = VOlQ(ST) == VOlQ(Sl) = VOZQ(SQ)
= (m-22—7-1%) + (27-1)-3 + Voly(S,)
= O + VOZQ(SQ)

Quanto a area de S5 sabemos que

VOZQ 52 // dS
Sy

Para calcular o integral, vamos comecar por parametrizar a superficie. Em coordenadas
cartesianas

g9(@,y) = (x,y,2° +y*)
onde g: T — S, com T = {(z,y) € R? : 1 < 2? + y* < 2}. Assim:

@X@

or 0Oy

= / VAaxr? + 4?2 + 1 dx dy
T

Mudando para coordenadas polares,

Voly(Ss) / / 47" +1 rdrd@

™
T(q173/2 — 53/2)
qt

VOZQ(SQ) = dx dy

A 3/22
— = (17 +1) \:
el G 1

Finalmente -
Voly(S) = 9m+ < (173/2 - 53/2)

. Seja f : K — R de classe C!' no compacto K C R? com fronteira de contelido nulo e
interior ndo-vazio. Mostre que a area da superficie z = f(z,y), para (z,y) € K, é dada



pela férmula

A:/L\/1+(%)2+<%>2dxdy

Aproveite o resultado para determinar a drea da porcdo do paraboloide hiperbdlico z =
y?> — 2% que esta entre os cilindros 2% + y? = 1 e 22 + ¢* = 4.

Resolucao:

Uma parametrizacdo da superficie, que designamos por S, é g : K — S dada por

9(z,y) = (z,y, f(z,y)).

A drea de S é, pois, dada por

o

dg of dg of
ou (1’0’ 890) Tov <0’1’ 0y>

agX@

9 > B0 dudv

Temos assim que

e
€1 €2 €3
@X@: 1 0 % — _3_f’_3_f’1 i
ou Ov v or’ Oy
0o 1 ¥
9y

Desta forma

A://K\/1+ <%>2+ (%)dedy

que é a férmula pretendida.

Vamos aplicar esta férmula ao célculo pedido. Temos que

2= fla,y) =y~

com D = {(z,y) : 1 <%+ y*> < 4}. Entio:

Jl e (8 (8 o
_ // VI 42 1 4 de dy.
D

Usando coordenadas polares temos que

A

xr=rcosf , y=rsend



peloque 0 <0 <2mel<r <2 Entao
o p2 2
A = / / V14+4r2rdrdd = 27r/ V14 4r2rdr
o J1 1

Fazendo a mudanca de varidvel u = 1+4r? (o que implica b <u < 17 e Z—:f = 8r. Entao
V1T

4= [T gy T e g
8 Jus 6

. Considere a superficie

S={(r,y,2) eR® : y=a"+2*; 1 <y<4}.

Sabendo que S tem densidade de massa dada por a(z,y, z) = /1 + 4(22 + 22) calcule
a massa total de S.

Resolucao:

A massa de S é dada pelo integral
M(S) = /adS.
S

Considerando a parametrizacio
g(p,0) = (pcos, p?, psen) , 0<O<2m , 1<p<2

tem-se que

dg _9g| _ 5
3]s

Desta forma

o dg _ 9g : 2
M(S) :/0 /1a(g(p,9)) 8_p><% dpdf = 27?/1(1+4p)pdp:337r.

. Seja f um campo escalar de classe C? e I um campo vectorial também de classe C?.
Diga se cada expressao tem significado. Em caso negativo, explique porqué. Em caso
afirmativo, diga se € um campo vectorial ou escalar.

(a) div(Vf)



(b) rot(rot F')
(c) Vf x (div F)

Resolucao:

(a) Sendo f um campo escalar de classe C?, o gradiente de f estd bem definido

of af 8f>

grad f = (%’@’&

e representa um campo vectorial de classe C'!. Sendo assim div(grad f) est4d bem definido

*f  Of &

div (grad f) = 52 + o 92

= Af

e é um campo escalar que, com vimos acima, é igual ao laplaciano de f.

(b) Sendo F' um campo vectorial de classe C?, rot F' estd bem definido

(& e e
rot F' = a%lc aﬁz 8@2 :(8F3_3F2’3F1_8F3’8F2_8F1)
F, F, F oy 8z 0z Ox O0r Oy

e representa um campo vectorial. Sendo assim rot(rot F') estd bem definido e é também
um campo vectorial.

(c) Sendo f um campo escalar de classe C?, o gradiente de f estd bem definido e
representa um campo vectorial. Por outro lado, sendo F' um campo vectorial div F' esta
bem definido e representa um campo escalar. Atendendo a que o produto externo é uma
operacao definida entre dois vectores, grad f x div F' n3o esta definido.

. Determine o rotacional e a divergéncia do campo vectorial definido por

(a) F(l’,y, Z) = \/ﬁ(l}y; Z)
(b) F(z,y,2) = (xyz,0, —2%y)

Resolucao:



Identicamente,

ar y or  z
oxr T 0z r
Desta forma, e como F(z,y,z) = (%,% f) tem-se que
€1 € € Y z T z T Yy
z4 gz zZ 2 gyt 4
_|le o o _ (_Fr Yy Ay Ty Yy Th\ _
rotF—am Oy az_( 7"2+T2’7“2 r2’ T2+2)_(000)
z Yy oz
' T T

awr = (053 + 50

2 2 2
=" N =" N ="
2 P o
2 2
72 72 r
2

(b) Tem-se que

rot ' = % 6% % = ( —x°, 3y, —acz)
ryz 0 —1%y
) 9 9 9
divF = — —(0) + =
iv B (TYZ) + 8y< )+ 5, (-2 z?y) = yz

7. Demonstre as identidades, admitindo que as derivadas parciais apropriadas existem e sao
continuas. Se f for um campo escalar e F', G foram campos vectoriais, entdo fF, F'-G
e F' x G sdo definidos como usual.

(a) div(F 4+ G) =div F + divG.

(b) div(fF ) fdivE+F-Vf

(c) div(F x G) =G -rot F — F -rot G

(d) div(Vf x Vg)=0.

C iv

d

v



Resolucao:

Suponhamos que F' = (P, Q1, R1) e G = (P3,Q2, Ry).
(a) Temos que F + G = (P + P, Q1 + Q2, Ry + Rs). Entdo,

0P+ P) 0(Q1+Q2) O(R+ Ry)
+ +
ox dy 0z

div(F +G) =

orP, 0P, 0Q, 0Qy 0R;y 0OR,

8:c+8$+8y+8y 82+8z
= divF +divG

(b) Supondo F' = (P,Q, R) temos fF = (fP, fQ, fR). Ent3o,

a(fp)  o(fQ) , 9(fR)
ox + dy * 0z

div(fF) =

— s gpergta o n

oP 0Q OR of of of
f(8x+8y+8z)+(

= fdivF+F -Vf
(c) Temos que

FxG=(QiRy — Q:R1, LRy — PRy, PQQ> — Q1 Ry)

%a?ya&) (P7Q7R)

Entao,
div(FxG) = A@fe=@Ry) OB = ARy)  O(AQ: = PG
O dy 0z
3R2 3@1 OR; 8622 OR,
- P.
Ql Qz . + R1 ay 24 ) 9
0P, OR, 0 P a
_R2a_y1_P1 a +P1 Q2 +Q2 Ql —Ql

- (Roim), Ql@_@)%(@_%)

0z Jy 0z dy

v (U 000) g, (SO, (99201

Jy 0z ox ox

= —F.rot G+ G -rot F

ox

dy

)



(d) Da alinea anterior, temos que
div(Vf x Vg) =Vg- 1ot (Vf) = Vf-rot(Vyg)

Se f é uma funcdo de classe C? em R? entdo rot(Vf) = 0. Deste resultado, obtemos
que
div(Vf x Vg) =Vg-0—Vf-0=0

8. Verifique as seguintes igualdades:

(a) Vr=Zsendor = (2,y,2) er = [r|.

(b) div(rr) = 4r. sendo r = (z,y,2) e r = |r|.

Resolucao:

(a) Sendo r = [r| = \/22% + y? + 22, tem-se que

radr = ﬁ g &
8 =~ \89z oy’ 82

2x 2y 2z
222 + 2 + 22 2/22 + 92 + 22 2¢/72 + 32 + 22

I
IR/

(b) Tem-se que (utilizando os célculos das derivadas parciais de r do problema 2(a)):

0 0 0
div(rr) = %(xr)+a—y(yr)+5(zr)
. x Y %
=rt+zx—-—+r +y—-+r+ z-
r r r
2 2 2
r

9. Mostre que f(z,y) = log(x? + y?) satisfaz a equagdo de Laplace Af = 0, excepto no
ponto (0, 0).

Resolucao:

10



10.

11.

Para mostrar que f verifica a equagdo de Lapalace, ha que verificar

*f  O0*f
A = — _— =
/ ox? * 0y? 0
Ent3o
’f 21 2y — 222
o2 _ .71:2—|—y2 (:U2+y2)2
e

14
ox

o0 f 0 2y 212 — 242
y

Desta forma, Af = 0.

Mostre que qualquer campo vectorial da forma

Fle.y,2) = (£@),90),h(=).
em que f, g e h sdo continuamente diferencidveis em R, é irrotacional.

Resolucao:

Basta mostrar que rot F' = ( para todo (z,y,z) € R3. Assim

rot FF = 2 ik 2

— (a%h(z) - % (y),%f(x) — (%h(Z),a%g(y) - a% (I))

= (0,0,0),

como se queria mostrar.

Existe um campo vectorial G em R3 tal que rot G = (zseny, cosy, z — xy)? Justifique.

Resolucao:

Vamos supor que existe efectivamente um campo vectorial G tal que rot G = F(z,y, 2) =
(xseny,cosy, z — xy). Comecemos por calcular div F'. Temos que

d 0 9,
div 5 (xseny) + 9 (cosy) + o (z —xy) = seny —seny +

11



12.

Sabemos que se G é um campo vectorial de classe C' em R?, entdo div (rot G) = 0.
Mas como
div F' = div (rot G) # 0,

concluimos (por reducdo ao absurdo) que n3o pode existir G tal que F' = rot G em R3.

Mostre que qualquer campo vectorial de classe C' em R?, da forma

Fx,y,2) = (f(y,2),9(x,2), h(z,y))

é incompressivel.

Resolucao:

Basta mostrar que div F' = 0 para todo o (z,y, z) € R?. Assim

. _OF OF OF 0f(y,z) A Og(z,z) Oh(z,y)
leF_8x+8y+8z_ Ox + dy + 0z

=0,

como se queria mostrar.
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