TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Ill

1° Semestre 2024 /2025
Curso: LEQ, LEAmb, LEMat, LEIC-A, LEBiol, LEBiom

Ficha de Problemas Resolvidos n2 6
Superficies

1. Determine se os pontos P(7,10,4) e Q(5,22,5) pertencem a superficie r(u,v) = (2u +
3v,14+5u—v,2+u+0).

Resolucao:

Para mostrar se um ponto P, pertence a superficie hd que determinar (se existir) um par
(uo, vo) para o qual Py = r(ug,vp). Assim para verificar se o ponto P(7,10,4) pertence
a superficie ha que resolver

2u+3v="7 u =2
r(u,v) = (7,10,4) < l1+5u—v=10 <« v=1
24+ut+v=4 5=4

que é claramente um sistema impossivel. Conclui-se que o ponto P nao pertence a
superficie.

Analogamente, para verificar se o ponto () pertence a superficie, ha que resolver o sistema

2u+3v=>5 u=4
r(u,v) = (5,22,5) < l+5u—v=22 <& v=-1
24+u+v=>5 5=25

Tem-se entdo que r(4,—1) = (5,22, 5); conclui-se que o ponto () pertence a superficie.

2. Determine uma representacdo paramétrica para as superficies definidas como se segue.

a
b

C

A superficie definida por x + 2y + 32 =4, x, y e z € R.
O plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os vectores (1,1, —1) e (1,—1,1).

(a)
(b)
(c) A esfera de centro na origem e de raio 4.

(d) A superficie S caracterizada por 2 + y*> + 2 = 16 e z > 0. (Apresente duas
parametrizacdes distintas desta superficie S).

(e) A superficie z = 4 — y? cortada pelos planos z =0, z =2 e z = 0.
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(f) A face do cilindro (x — 2)% + 2% = 4 entre os planos y = 0 e y = 3.

(g) A superficie esférica #2 + y? + 2% = 3 situada entre os planos z = v/3/2 e z =
—/3/2

(h) A superficie de revolugdo, obtida por uma rotagcdo de um angulo de 27 radianos em
torno do eixo Oy, da curva v parametrizada por

r(t) = (f(),9(1),0) , t€la,0]
onde f(t) > 0 para qualquer t € [a, b].
Resolucao:
(a) Trata-se do plano de equagdo = + 2y + 3z = 4. Dado que x = 4 — 2y — 3z (ou seja,

os pontos da superficie sdo o grafico de uma fun¢do = = g(y, z)) tomamos y e z como
parametros e consideramos

rx=4—2u—3v
y=1u , (u,v) € R?
Z="

como uma parametrizacao da superficie S. Também podemos considerar como parame-
trizacOes de S as fungdes vectoriais

Xz u
— 4—u—3v ; (U, U) c RQ
zZ ="

onde consideramos x € z como parametros, e

I
S

—u—2v

[SEINS
Il

N

=

=
m

Ze)

[\&)

onde considerdmos = e y como parametros.

Outra parametrizacdo surge naturalmente da equacdo vectorial de um plano. Atendendo
aos vectores directores do plano, os quais podem ser facilmente obtidos a partir de trés
pontos do plano que n3o sejam colineares, é possivel obter a equacdo vectorial do plano.
De facto, consideremos os seguintes pontos do plano x + 2y + 3z =4

A(-1,1,1) , B(3,-1,1) e (C(—4,1,2)
a que correspondem os vectores directores do plano

AB=B—A=(4,-2,0) ¢ AC=C— A= (-3,0,1)



O plano = + 2y + 3z = 4 tem entdo por equagao vectorial
(x,y, 2) :A—Ftﬁ—i—sﬁ , t,seR
ou seja
(r,y,2) = (—1,1,1) + t(4,-2,0) + s(—3,0,1) , t,seR.
Daqui resultam as equacdes paramétricas:
x=-144t—3s

y=1-2t (t,s) € R
z=1+s

(b) A equacio vectorial do plano é dada por
(r,y,2) =(1,2,-3) +u(l,1,-1) + v(1,-1,1)
com u e v € R. Tem-se entdao que

r=1+u+v
y=24+u—v
Z2=—3—utv

e, como tal, uma parametrizacao serd
r(u,v)=1+u+v,24+u—v,-3—u+v) , wuveER.

(c) Trata-se da superficie S definida pela condicdo z? + y? + 22 = 16. Utilizando
coordenadas esféricas,
x = pcosfsenyp
y = psenfsen (1)
Z = pcosp
com 0 € |0,27[ e ¢ € ]0, [, vé-se que S é constituida por todos os pontos dados por
(1) tais que p = 4; ou seja,
x =4cosfsenp
y = 4senfsenp

z=4cosp

com (6, ) € T =|0,27[x]0, w[. Assim sendo, a parametrizagdo pretendida é:

9(0,¢) = (4 cosfsen p,4sen b sen p, 4 cos ) para (0,p) € T.



(d) Trata-se do hemisfério norte (a "metade superior”) da superficie esférica de centro
na origem, (0,0,0), e raio 4. Como na alinea anterior, podemos considerar para .S uma
parametrizacdo baseada nas coordenadas esféricas (1)

x = 4cosfsenyp
y =4senfsenp

z=4cosp

onde 6 € ]0,27[ mas ¢ € ]O,g[ (que nos da os angulos ¢ correspondentes apenas aos
pontos do hemisfério norte da esfera).

Pode-se obter uma outra parametrizacio resolvendo a equacdo da esfera em ordem a z:
z=14/16 — 22 — ¢2.

Como z > 0 (hemisfério norte), a solugdo que nos interessa é a que corresponde ao sinal
positivo. A projeccao da esfera no plano xy é o disco

B = {(xy) €ER?: 2%+ 42 < 16},

pelo que a parametrizagdo é

y=y
2 =4/16 — 22 — y?

para (z,y) € B, ou seja
g(x,y):(flf,y,vlfi—ZEQ—yQ), (x,y)GB

(e) A superficie obtém-se por translacdo da pardbola z = 4 — y? segundo a direc¢io
do eixo dos x (faga uma figura). E ent3o conveniente usar  como um dos pardmetros.
Dado que z = 1 — 32, tomamos também y como pardmetro. Assim sendo,

T =u
y=v
2 =4 —v?

onde 0 < x < 2 implica que 0 < u < 2. Por outro lado, sendo S cortada pelo plano
z=0entdoz>0 & 4—9>>0 & —2 < v < 2. Obteve-se assim a parametrizacio

r(u,v):(u,v,4—1)2) , O<u<2, —2<wv<?2.



(f) Tratando-se de uma superficie cilindrica com eixo na recta (z,y, z) = (2,¢,0), t € R,
é de todo conveniente usar as coordenadas cilindricas:

x =2+ pcosl
y=t
z = psenf

r =2+ 2cosf
y=t
z=2senf

e uma parametrizagdo sera
r(t,0) = (2+2cosf,t,2senf) , 0<t<3, 0<6<2m.

(g) Neste exercicio é conveniente usar coordenadas esféricas. Assim, escolhendo os
angulos dessas coordenadas para parametros, vamos ter

T = \/gsengocose
y = v/3senycosb
Z = \/gcosgo

ou seja, a parametrizacao dada por:
r(6,p) = (\/gsengpcosﬁ,\/§sen<pcos€,\/§cosg0>

Sabemos que a esfera foi cortada pelos planos horizontais z = \/5/2 e z = —\/5/2,
o que ndo restringe 6; como tal, 6 € |0,2x[. Por outro lado, como qualquer ponto da
superficie tem coordenada z no intervalo ]—\/3/2, \/§/2[ temos que

1

1 1 1 2
—3<cosp <35 <& arccosy; <p<m—arccos; & F<p< T

Resulta entdo que ¢ € }ﬁ 2_77[

3) 3

(h) Cada um dos pontos de v(t) = (f(t),g(t)) descreve uma circunferéncia centrada
num ponto do eixo Oy, e contida no plano y = g(t) (que é paralelo ao plano coordenado
xz); nesta rotagdo, a coordenada y permanece com o valor g(t), enquanto (z, z) descreve
uma circunferéncia de raio f(t) centrada no ponto (0, g(t),0). Deste modo, obtém-se a
superficie de revolucao parametrizada por

r(t,0) = (f(t)cos@, g(t), f(t) sen@)

paraa <t<bel(<6<2m.



3. Identifique a superficie parametrizada por:

(a) r(u,v) = (vcosu,vsenu,v), 0 < u<2re0 <wv <h, onde h >0éum real
dado.

(b) r(u,v) = (Lu,v),0<u<l,0<v<l.

(c) r(u,v) = (u,v,u* +v%) com (u,v) € D = {(u,v) € R* : u?+0v* < 1}.

Resolucao:

(@) Como se vé, a superficie estd parametrizada a custa de coordenadas cilindricas.
Tomando isso em consideracdo, pode-se eliminar os parametros u e v como se segue:

a:2+y =’ ez=v & 22:31:2—1—3/2

A superficie é pois uma parte do cone com vértice no origem, geratriz z = = e eixo de
simetria coincidente com o eixo dos z. Olhando agora para o dominio dos pardmetros
observa-se que z = v é positivo € menor que h; assim, a superficie é a face lateral do

cone dada por z = /2?2 + 42, com 0 < z < h.

(b) Trata de uma porgdo de um plano, dado que a parametriza¢do é uma transformacgéo
linear. Ora y = u e z = v significam que y e z podem tomar quaisquer valores nos
intervalos indicados. Assim, a equacao cartesiana da superficie é

7=l

comO<y<lelO<z<l.

(c) Conforme se constata por elimina¢do dos parametros u = = e v = y, a fungdo r(u, v)
parametriza o paraboldide de equacao

z=x2+y% com z+yi<l1

equivalente a
z=2°4+9y* com 0<z<1.

Note que z = u® + v? < 1 é consequéncia de u? + v?> < 1. O dominio D = {(z,y) :
22 + y? < 1} corresponde a projec¢io da superficie cénica 22 =22 + 4> e 0 < z < 1 no
plano xy.

4. Determine a expressao geral do vector normal unitario a superficie S definida por:

(a) =+ 2y + 3z =4, com orientagdo para cima.

(b) z =9 — x® — y?, com orientacdo para baixo.

Resolucao:



(a) Dada a parametrizagdo 7(u,v) = (4 — 2u — 3v, u,v), para (u,v) € R?, apresentada
no Exercicio 2(a), temos

or or
— —=(=2.1 — = (= 1
au ( ) ’O) ) ( 3’ 07 )

Como tal, a expressao geral dum vector normal a S é

€1 €y €3
ﬁ_?x?_ 21 0 |=(1,2,3)
oo -3 0 1

Dado que a superficie S é orientada para cima, consideramos este vector e ndo o seu
simétrico — V. A expressao geral do vector normal unitdrio a S é

y—ﬁ:
I~

De outra forma (bastante mais simpes, por sinal

(1,2,3)

£ 3

, dado que a superficie é da forma
F(z,y,z) =4

com F(z,y,z) = x + 2y + 3z, trata-se de uma curva de nivel de F' e assim um vector
normal pode ser dado por

8F OF OF
N = VF(z,y,2) = (%’a_y’%) — (1,2,3)

(b) Trata-se do paraboldide de equagdo z = 9 — 22 — y*> . Uma parametrizagio de S é

r(u,v) = (u,v,9—u2 —vz) , (uw,v)eD
em que D = {(u,v) € R? : u*+v? =9} (dado que a interseccdo de z = 9 — 2% — ¢?
com z = 0 é a circunferéncia de equacdo z* + y? = 9). Assim, a expressdo geral do
vector normal é

o o €1 €3 €3
ﬁ:a—rxalz 1 0 —2u |=(2u,20,1)
woov 0 1 —20

Dado que se pretende a superficie S orientada para baixo, ha que considerar o vector
simétrico — N = (—2u, —2v, —1) que "aponta para baixo”. A expressio geral do vector
normal unitdrio é

N 1

UV = g
IV V1I+4u?+ 402

(—2u, —2v,—1)



Mais uma vez, a superficie é da forma
F(z,y,2) =9

com F(z,y,2z) = 2® + y? + 2, tarta-se de uma curva de nivel de F e assim o vector
normal é dado por

OF OF OF
ﬁ = VF(I,y,Z) = (%, a—y, a) = (2x,2y, 1)

. Determine uma equagdo do plano tangente a superficie parametrizada por r(u,v) no
ponto especificado.

(@) g(u,v) = (u?, 2usenv,ucosv), (up,v9) = (1,0).

(b) g(u,v) = (u —v,u* + v* uv), no ponto r(1,1).

(c) g(u,v) = (u,v,u* +v?), no ponto r(1,1)

Resolucao:

(a) Temos que
g(u,v) = (uz, 2usen v, u cos v)
pelo que
z(u,v) = u?
y(u,v) = 2usenw
z(u,v) = ucosw

Primeiro, vamos calcular os vectores tangentes:

0
Gu = % = (2u, 2sen v, cosv)
‘ B
= 2 0, 2u cosv, —usenv
g 81} ) )
Assim, um vector normal ao plano tangente é:
€1 €2 €3
Ju X gy = | 2u  2senwv COS v = (—2u sen? v — 2u cos? v, 2u2 sen v, 4u? cos v)

0 2ucosv —wusenwv

e no ponto dado u = 1 e v = 0 temos que este vector normal é (—2,0,4). Portanto,
uma equacdo do plano tangente no ponto ¢(1,0) = (1,0,1) é

—2-(z—1)40-(y—0)+4-(2—1)=0 < zx—-2z+1=0



Doutra forma, eliminando os parametros, temos que a superficie é dada por

ou seja, a superficie é definida pela equagao
F(z,y,2) =0

2 ;s 7 s =
com F(z,y,2) =z — & — 22, trata-se de uma superficie é de nivel de F' e assim um

vector normal é dado por

ﬁ(:c,y, 2)=VF(z,y,2) = (g—i, 88—1;, %—i) = <1, —%, —22)
Assim uma equagdo do plano tangente a .S no ponto ¢(1,0) = (1,0, 1) é dada por
N0, (z-1Lyz-1)=0 & (1,0,~2)-(z—1,y,2—1)=0
obtendo-se assim (o mesmo resultado)
(x—-1)—-2(2—-1)=0 & z—-2z4+1=0.
(b) Temos que
g(u,v) = (u —v,u? + 0% uv)

pelo que
z(u,v) =u—v
y(u,v) = u? + v?
z(u,v) = w

Primeiro, vamos calcular vectores tangentes:

99
Ju=5 = (1,2u,v)
) 0
g
Jo=o = (—1,2v,u)
Assim, um vector normal ao plano tangente é:
€1 €y €3
ry Xry, =1 1 2u v :(2u2—21j2,—u—v,2u+2@)
-1 2v wu

e no ponto dado (u,v) = (1,1) temos que um vector normal é (0, —2,4). Portanto, uma
equacdo do plano tangente ao ponto r(1,1) = (0,2,1) é

0-(z—0)—2-(y—2)+4-(z—-1)=0 & y—22=0



Note que, neste caso, é dificil obter a representacdo como conjunto de nivel 0, pois da
algum trabalho eliminar os pardmetros em g(u,v); portanto, é aconselhdvel esta forma
de fazer o exercicio.

(c) Sendo que
g(u,v) = (u,v,u2 + 1)2) ,
ou seja,
z(u,v) = u

y(u,v) =v
2(u,v) = u? + v?

Os vectores tangentes s3o:

9g
u = 5 17072 )
Ju= 5, =(1,0,2u)
9g
== = (0,1,29).
9o =5 =(0,1,2v)
Assim, um vector normal ao plano tangente é:
€1 €2 €3
GuxXgy=|1 0 2u|=(-2u,—2v,1)
0 1 2v

No ponto dado, (u,v) = (1,1), um vector normal é (—2, —2,1). Portanto, uma equagdo
do plano tangente ao ponto g(1,1) = (1,1,2) é

—2-(z—-1)-2y—1D+(2—2)=0 & 2+2y—z=2.
Se preferir, a equacao vectorial deste plano tangente é:
(z,y,2) = (1,1,2) + s(1,0,2) + ¢(0, 1, 2)
comt, s € R.
Doutra forma, eliminando os parametros, temos que a superficie é dada por
z=1z°+9° & F(z,y,2)=0

com F(x,y,z) = 2?4+ y? — z; trata-se de uma curva de nivel 0 de F e, assim, um vector

normal é dado por
OF OF OF
N =VF= (%78_34’%) = (2z,2y,—-1)

Assim, uma equag¢do do plano tangente a S no ponto ¢(1,0) = (1,1, 2) é dada por
N1,1,2)-(z—1y—1,2-2)=0 & (2,2,-1)-(z—1Ly—1,2-2)=0
obtendo-se assim

2 -1)4+2(y—1)—(2—2)=0 & 2x4+2y—2z=2
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