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Ficha de Problemas Resolvidos n? 3
Equacdes de Ordem n (Caso Homogéneo) e Equacdes Vectoriais de
12 Ordem (Caso Homogéneo)

1. Determine a solucao geral das seguintes equagoes:
(@) y"+9y' +20y=0 (b)y"+7’y=0 (c)y" +2/ +y=0

Resolucao

(a) Usando a notacdo 4/ = Dy (e como tal 3’ = D?y) obtém-se
v +9y +20y=0 < (D*+9D+20)y=0.
Tem-se entdo que os zeros do polinémio caracteristico associado s3o
P(r)=r’4+9r+20=0 & r=-4 V r=-5.
Assim a equacdo é equivalente a
(D+4)(D+5)y=0 <« (D+4)y=0ou (D+5)y=0.

Na seguinte tabela representamos as raizes de P(r) e respectivas multiplicidades (ou ordens) e
os correspondentes elementos da base do espaco de solugdes da equacao diferencial:

Raiz | Multiplicidade | Base
-4 1 e~ ¥
-5 1 e ot

Tem-se entdo que uma base do espaco de solugdes da equacio (D? + 9)(D + 20)y = 0 &, por
exemplo B = {e““, e_5t}. Assim, a sua solu¢ao geral é

y(t) = cre + ™™, e, €R
(b) Usando a notagdo y' = Dy, obtém-se

V' +71%y=0 < (D2 +7T2)y =0.



Tem-se entdo que a raiz do polinémio caracteristico associado é
Pry=r’4+72=0 & r=xzin

Neste caso, como ocorrem raizes complexas, acrescentamos a tabela introduzida na alinea (a)
uma coluna com uma base constituida apenas por funcdes reais:

Raiz | Multiplicidade | Base Complexa Base Real
+mi 1 e, et cos (mt), sen (mrt)

Tem-se entdo que uma base do espaco de solucdes (reais) da equacdo (D? + 72)y = 0 é, por
exemplo B = {cos (nt), sen (wt)} e assim a sua solucdo geral é

y(t) = cicos (mt) + cosen (wt) ,  c1,c0 €ER

(c) Usando a notagdo 3’ = Dy, obtém-se
v +2+y=0 < (D*+2D+1)y=0.

Tem-se entdo que o polinémio caracteristico associado é P(\) = A2 + 2\ 4+ 1 = (A + 1)? cuja
tnica raiz é —1. Ent3o:

Raiz | Multiplicidade Base
-1 2 et tet

Tem-se ent3o que uma base do espaco de solucdes da equacdo (D? + 2D + 1)y = 0 &, por
exemplo B = {e™*, te~*}. Assim, a sua solucio geral é

y(t) = cre t+egte™ | e,e0 €R.

. Seja k € R uma constante. Determine a solucdo da seguinte equagdo
diferencial:
y'—ky=0

Sugestdo: o calculo da base do espaco de solucdes da equacao depende
do sinal de k.

Resolucao



(a) Usando a notacdo y' = Dy, a equagdo y” — ky = 0 pode-se escrever na forma:
(D* ~k)y =0

Tem-se pois que o polindmio caracteristico associado é P(r) = 72 — k = 0. Para determinar
as raizes do polindmio caracteristico e as correspondentes solucdes da equacdo diferencial, é
conveniente considerar 3 casos.

Caso 1 (k> 0) :
Neste caso o polinémio caracteristico tem duas raizes reais distintas £k e, assim:

Raiz | Multiplicidade | Base
Vk 1 e—Vkt
\/E 1 e\/Et

Desta forma, uma base do espaco de solucdes da equacio (D? — k)y = 0 pode ser
B= {e“/Et, e‘/Et}. Assim, a solucdo geral da equacdo é, neste caso:

—Vkt Vkt

y(t) = cre + coe , c1,c2 €R.

Caso 2 (k = 0) : Neste caso, o polinédmio caracteristico tem uma Utnica raiz, 0. Tendo

em conta que % = 1:

Raiz | Multiplicidade | Base
0 2 1,t

Uma base do espaco de solucdes da equacio D%y = 0 é, por exemplo, B = {1, t} e,
assim, a sua solucao geral é

y(t)=c1+cot , ci,c2€R

Caso 3 (k< 0) :
Neste caso o polinémio caracteristico tem duas raizes complexas conjugadas, +iy/|k| =

+iw (definindo w = /|k|).

Raiz Multiplicidade | Base Complexa Base Real

+i+/]k| = Fiw 1 et =it cos (wt), sen (wt)

Tem-se entdo que a solucdo geral da equacdo é, neste caso
y(t) = cicos (wt) + cosen (wz) , c1,c0 €R

(onde w = \/[k| = vV—k & k = —w?).



3. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

{zﬂ+2y+5y=0
y(0) =1, y'(0) = -2

Resolucao:

Vamos, em primeiro lugar calcular a solugdo geral da equagdo. Usando a notagdo 3y’ = Dy,
obtém-se
v +2) +5y=0 < (D*4+2D+5)y=0

O polinémio caracteristico associado é P(r) = 72 +2r + 5, e as suas raizes sio —1 4 2i. Assim
uma base complexa é

B. = {e(—1+2i)t7 6(—1—22’)1&}

e a respectiva base real é
B = {e "cos (2t), e 'sen (2t)}

A sua solugdo geral é
y(t) = cre tcos (2t) + coe 'sen (2t), c1,c0 € R.

Temos agora que determinar ¢; e co de modo a que y(0) = 1 e 3/(0) = —2. Sendo a solugio
geral, y(t), dada pela expressdo anterior, tem-se que

Y (t) = —cre tcos (2t) — 2c1e fsen (2t) — coe~'sen (2t) 4 2coe'cos (2t)

y(0)=1 =1 =1
/ = = 1
Y (0) = -2 —c1 + 2¢cog = —2 2 = —3

Resulta pois que a solucdo do PVI é

Entao

1
y(t) = e tcos (2t) — §e_tsen (2t)

4. Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais.

() ¥ +y" = 3y" — 5y — 2y =0
(b) ¥ +2y" +y=0

Resolucao



(a) Usando a notacdo y' = Dy, a equacdo diferencial pode-se escrever na forma:
(D*+ D®-3D* - 5D —2)y =0
O polinémio caracteristico associado é
P(r)=r*4+73—3r2 —5r —2

E facil de descobrir duas raizes de P(r); de facto, verifica-se que P(—1) = 0 e P(2) = 0.
Usando (por exemplo) a regra de Rufini, obtém-se a factorizagdo

Pr)=@+D0r—-2)02+2r+1)=(r+1)>3(r —2),

de onde resulta a tabela seguinte

Raiz | Multiplicidade Base
-1 3 et te~t, t2et
2 1 e?t

Tem-se entdo que uma base do espaco de solucdes da equacdo (D3 4+ D? — 2D)y = 0 é, por
exemplo B = {e‘t, te t, t2et, e2t} e assim a sua solucao geral é

y(t) = cre”t 4+ cote ™t + est?e 4+ cae®t |, c1,co,03,¢4 € R.

(b) Usando a notagdo ' = Dy, obtém-se
yD 12" +y=0 o (D*+2D%°+1)y=0
O polinémio caracteristico associado é
Pr)=r*4+2r2+1= (2 +1)2 = (r+i)%(r —i)?

Assim
(DY*4+2D* +1)y=0 < (D—9)*D+i)*y=0

Raiz | Multiplicidade | Base Complexa Base Real

+4 2 et telt e te~® | cost, sent, tcost, tsent

A solucao geral pode entdo ser dada por:

y(x) = cicost + cosent + cgtcost + catsent ,  c1,c2,c3,¢4 € R.

5. Resolva os seguintes problemas de valor inicial.



y(4) _ 4y/// + 6y// _ 4y/ +y=0
@ qwO)=1  y0)=1

y(0) = =1, y"(0)=1.

y" — 13y" + 50y’ — 56y = 0

(b) B L o
y(0)=1, ¢ (0)=-1, ¥"(0)=1.

Resolucao
(a) Vamos, em primeiro lugar calcular a solu¢do geral da equagdo. Usando a notagdo y' = Dy,
obtém-se
4) _ g, " _ 4 _ 3 2 _ _
y 49" +6y" —4y'+y=0 <& (D*—4D°+6D*—4D+1)y=0

O polinédmio caracteristico associado é P(r) = r* —4r3 + 612 —4r+1. Pela formula do binémio

de Newton:
P(r)y=(r— 1)4

Assim sendo,
(D*—4D* +6D*—4D+1)y=0 <« (D-1)'y=0,

Uma base do espago de soluces da equagdo (D — 1)*y =0 é B = {¢!, te!, t%¢!, t3¢'}, pelo
que a sua solugao geral pode ser dada por

y(t) = coe + cite + cot?el + est®e! | cp, 1,09, c5 € R.

Resta entdo determinar cg,c1,c2 € c3 de modo a que y(0) = 1, /(0) = 1, y”(0) = —1 e
y""(0) = 1. Sendo y(t) = (co + c1t + cat? + c3t?) €, tem-se que

y'(t) = (co+c1+ (c1 + 2e2)t + (e + 3c3)t? + c3t3) €

y"(t) = (co + 21 + 2¢2 + (c1 + 4ea + 6¢3)t + (e + 6e3)t? + cst?) €l

y"(t) = (CO + 3¢y + 6ca + 6¢3 + (c1 + 6cg + 18¢3)t + (co + 9e3)t? + 03t3) et

pelo que
y(0) =1 co=1 co=1
/
y'(0)=1 cot+eci=1 c1 =0
y"(0) = -1 < co+2c1 +2c=—1 < co = —1
y’”(O) =1 co+ 3¢y + 6cy + 63 =1 cg =1

Finalmente, a solug¢do do (PVI) é

y(t) =(1— 2 + t3)et



(b) Vamos, em primeiro lugar calcular a solugdo geral da equacdo. Usando a notagdo y' = Dy,

obtém-se

y" —13y" +50y —56y =0 < (D3 —13D? 450D — 56)y =0

(1)

Tem-se ent3o que o polinédmio caracteristico associado é P(r) = r® — 5r2 — 22r + 56. Tendo

em conta que P(2) = 0, dividindo P(r) por r — 2,

1 -13 +50 -56
2 2 -22 56

obtém-se a factorizagao:
P(r)=(r—2)(r?—11r +28) = (r —2)(r —4)(r — 7)
Resulta pois que (1) é equivalente a equagdo diferencial
(D - 1)(D - 4)(D - T)y =0,

cujo espaco de solucdes possui a seguinte base

Raiz | Multiplicidade | Base
2 1 et
4 1 0
7 1 2!

A solugdo geral da equagdo (1) é, pois:

y(t) = c1® + coett + c3e™,

c1,co,c3 € R.

Para resolver o problema de valor inicial, resta determinar cq,c2 e c3 de forma a que as condicoes
iniciais sejam satisfeitas. Calculando as derivadas da solucdo geral,

Y () = 2c1€® + degett + Teze™,
y'(t) = 4cre®t + 16coe*t + 49¢ze™,
resulta que
y(0) =1 c1+ea+eg=1
y'(0)=—-1 & 2¢1 + 4cg + Tes = —1 & co = —4
y'(0) =1 4c1 4+ 16c2 +49c3 =1

Desta forma, a solu¢do do PVI é

61:4

y(t) = 4e? — 4t 4

63:1



6. Encontre a equacao diferencial linear homogénea de menor ordem possivel
tal que as seguintes funcdes sejam suas solucoes.

(@) nit) = e 3, Ya(t) = tetV3
(b) y1(x) = ecos (22) & ya(w) = we~

(c) y(z) = 2*
Resolucao

T

(a) Dado que y5(t) = te'V3 é solucdo, entdo também ys(t) = €'V3 o §; isto porque /3 é
certamente raiz do polinémio caracteristico da equagao. As fungdes yi1, y2 e y3 formam uma
base de um espago de dimensdo 3 (visto serem 3 fungdes linearmente independentes); em
consequéncia, a equacio diferencial de menor ordem que as admite como solucdes é de ordem
3. Consideraramos uma vers3o inversa da tabela anteriormente introduzida

Base Raiz | Multiplicidade | Termo de p(D)
e—tV3 —V3 1 D+3
et\/g, tetV3 V3 2 (D — \/3)2

Isto significa que ¢'V3 e te'V3 s3o solucdes de (D — v/3)2y = 0, enquanto e V3 & uma soluco
de (D +v/3)y = 0. Assim sendo, as funcdes y; e yo sdo solucdes da equacio

(D—-V3)?(D+V3)y=0 & (D3 —/3D? —3D +3v3)y = 0.

A equacao pedida é
y/// _ \/gy// o 3y/ + 3\/§y =0

(b) Comegamos por notar que se e”cos (2x) é solu¢do da equagdo também e*sen (2z); da
mesma forma, se ze * é solugdo da equagdo também e~ o é. Tem-se entdo que e”cos (2z),
e’sen (2x), ze~* e e~ * formam uma base do espago de solugdes da equagdo pedida, o que
mostra que tem que ser de ordem 4. Podemos ent3o considerar a tabela

Base Real Base Complexa | Raiz | Mulit. Termo de p(D)
e, re " e T e * -1 1 (D + 1)?
e®cos (2z),e%sen (2z) | e1H2)e (1=2) | 1 £2; | 1 | (D—(1+2i))(D~ (1-2i))

Uma vez que
(D+12D—-(1+2)(D-(1-2)y=0 < (D+1)*D*-2D+5)y=0

a equacao pedida é
y @ +2y" + 8y + 5y =0

(c) Comecamos por notar que se 22 é solugdo, entdo as funcdes 1 e z também o s3o, pelo que

procuramos uma equac¢ao de ordem 3. Podemos considerar a tabela



Base | Raiz | Multiplicidade | Termo de p(D)
Lz z*| O 3 D3

pelo que a equacao pretendida é

d3y

D3y =0 o 2 =
y dx3

7. Resolva o sistema de equacdes diferenciais lineares vectoriais de primeira
ordem:

(2 0 0 200
@X'=]0 -1 0|X b)Y =]340]Y
|00 3 4 4 4
[ 71 1 0
e)X'=10 -—-7m1 X
|0 0 —Tr

Resolucao

(a) Fazendo X = (z,y, z) e escrevendo na forma de sistema

! =22
Yy =—y
2z =3z

observa-se que as trés equagdes sdo independentes (denomina-se um sistema desacoplado) e
como tal podem ser resolvidas directamente. Assim

A solucdo geral da equacgio é

x(t) ae?
X(t)=| y) | = | be?
z(t) ce3t



com a, b e ¢ constantes reais.

Observacao: Sendo D uma matriz n x n diagonal

my 0 -+ 0
5 0 mg - 0
0 0 - my,

a solucdo do sistema em R, X’ = DX é da forma

t
t

cre™
coe™2
X(t) =

cpe™nt

(b) Fazendo X = (x,y, z) e escrevendo na forma de sistema

=2z
y =3z +4y
Z=dx+4y+4z

observa-se que a primeira equacdo depende apenas da funcao x e pode ser resolvida de imediato.

Assim

/

=2z o z(t)=ae®

Substituindo na segunda equacdo obtem-se
v =3ae? +4y o y —4y=3ae*

Trata-se de uma equagdo linear de primeira ordem n3o homogénea que depende sé da fungdo
y. A equacdo admite o factor integrante yu(t) = e~ pelo que

y — 4y =3ae? o ey — ey = 3ae %
/
& (e_4ty> = 3ae™ %
3
& ety = —Eae*% +0b
3
& y(t) = —?ae% + bet

Tendo agora as fungdes z(t) e y(t) podemos substituir na terceira equagdo e obter uma equagdo
linear de primeira ordem ndo homogénea que depende sé da fungdo z:

3
2 = 4ae® + 4( — ge% + be4t> +4z & 2 —4z=—2ae® + 4be*t

10



A equacgdo admite o factor integrante u(t) = e~*, pelo que
Y — 4z = —2ae® + 4bet o e Y —de Mz = —2ae % + 4b
/
& (e_4tz> = —2ae % + 4b

o e Mr—qge 4+ abt+ ¢
o z(t) = ae®® + 4btet! + ce*

A solugao geral da equacgédo é

x(t) ae?
X(t)=| yt) | = — 3862l 4 pett
z(t) ae?® + 4btett 4 cett

com a, b e ¢ constantes reais.

Observagao: Sendo T uma matriz n X n triangular superior (ou inferior) a solu¢do do sistema
X’ = T'X pode ser encontrada desta maneira.

(c) Fazendo X = (x,y, 2z) e escrevendo na forma de sistema

¥ =-mr+y
y=-my+z
2= -7z

observa-se que a terceira equacdo depende apenas da funcio z e pode ser resolvida de imediato.
Assim

Substituindo na segunda equag¢do obtem-se

/ i

Yy = —my+ce

it

& Yy +ry=ce”

Trata-se de uma equagdo linear de primeira ordem n3o homogénea que depende sé da funcdo
y. A equacdo admite o factor integrante p(t) = €™, pelo que

Y+ry=ce ™ & ™y +mey=c
/
& (e”ty> =¢
ey =ct+b

=
& y(t) = (ct +b)e ™

Tendo agora a fungdo y(t) podemos substituir na primeira equacio e obter uma equagdo linear
de primeira ordem n3o homogénea que depende sé da funcido z:

o' =-—mx+(ct+be ™ & x+mr=(ct+be ™

11



A equag3o admite o factor integrante u(t) = ™, pelo que

o' =—mx+(ct+be ™ & e™r'+meMxr=ct+b
/
& (e”tm> = ctb
& e”tajzth—l—bt—l—a
e z(t) = (gﬂ + bt + a)e”™
A solucao geral da equacgdo é
z(t) 2+ bt+a
X(t)=| y(t) | =e ™ ct+b
z(t) c

com a, b e c constantes reais.

Observacao: Uma matriz tendo a forms da deste exemplo

A1 0 - 0

0A 1 - 0
J: ...

0 0 A1

L0 0 0 A

isto €, uma matriz n X n em que todos os elementos da diagonal principal sdo A € R e a diagonal
acima da principal estd preenchida por 1's, denomina-se um bloco de Jordan. Resolvendo de
forma andloga ao que fizemos no exemplo, a solucdo do sistema em R, X’ = JX € da forma

t2 t’n—l 7
C1 +02t+03§+"'cnm

n—2
co +egt+ -t

n—2

X(t) = e
Cnt + Cp—1
Cn

8. Encontre a solugao geral dos sistemas

¥=x—y
¥’ = —Tr + by

@ {17 0) { o= —a+2y—:
y = —10x + 8y Y=yt

Resolucao

12



(a) Pelo método de substitucdo, resolvendo, por exemplo, a primeira equa¢do em ordem a y

obtém-se "
x + (x
y="— 2)

Substituindo na segunda equagdo, obtemos a equacdo de segunda ordem em z

<x’+7x>/

/
: x —|—7m)

:_1035-1-8( 2 —x' —6x=0
& (D2-=D—-6)z=0
< (D-3)(D+2)x=0
e assim a solucdo geral da equacgao é

z(t) = ae + be™%

Substituindo em (2) obtemos

1 ! 1
y(t) = = (aegt + be_Qt) + 75 (ae?’t + be_%) = 2ae3 + be™?

A solucao do sistema é

2ae3t + be2

[ x(t) } _ [ ae3t + be~ 2t ]

com a e b constantes reais.

(b) Pelo método de substitugdo, resolvendo, por exemplo, a primeira equa¢do em ordem a y
obtém-se
y=z-2 (3)

Substituindo nas outras duas equacdes obtemos o sistema em x e 2

(x—2) =—-2+2x—-2)—2 - 2 =3 +r==2
Z=—(x—2)+2 Z=—z4a+z

Tem-se entdo que
z=12"-32" +z (4)

e substituindo na dltima equacao obtemos a equacdo de terceira ordem em x

(2" =32 +z2) =—a2+2' + (2" -3 +2) & 2" —-42"+32'=0
& (D?—4D*4+3D)x =0
& D(D-3)(D-1)z=0

e a solucdo geral da equacgao é
z(t) = a + be¥ + ce!

Substituindo em (3) e em (4) obtemos

y =a+be* + ce! — (a+ be® + ce') = a — 2be®

13



2= (a+be® +ce')" — 3(a+ be* + ce') + (a+ be® + ce') = a + be — ce’

A solucdo do sistema é

z(t) a + be3t + cet
y(t) | = a — 2be3t
2(t) a + bedt — cet

com a, b e ¢ constantes reais.

. Resolva o seguinte (PVI) em R?

{ ;j/l z ?:fx_—l—g?;y ? (ZL‘(O), y(O)) = (9, 3)

Resolucao:

Comecamos por calcular a solucao geral do sistema. Resolvendo a segunda equagdo em ordem

a x obtém-se e
y -y
= 5
z=¥= (5)
Substituindo na primeira equacdo, obtemos a equacdo de segunda ordem em y

(y/;w)/: (y’;7y> =3y & y' -8/ +16y=0

& (D-4)%*%=0
e a solucao geral desta equacdo é
y(t) = (a + bt)ett
Substituindo em (5) obtemos

3z(t) = ((a + bt)e‘“)l — 7((a + bt)e4t> = ( —3a+b(1 - 3t)>e4t

A solucdo do sistema é
2(t) | _ e[ —a+b(—1)
y(t) a+ bt

com a e b constantes reais. Temos agora que determinar as constantes a e b de modo a que
((0),5(0)) = (9,3). Entdo

{502 « {5 - {ica

e assim a solugdo do (PVI) é

14



10. Determine a solugdo geral do seguinte sistema de equacoes diferenciais:

= 14x — 10y + 1
Yy =10x — 2y + 2

Sugestao: Determine primeiro uma solucdo particular constante.

Resolucao:

Escrevendo o sistema na forma matricial

AR AR H RS

Dado que a equacdo é linear, uma sua solucdo sera da forma

X =Xh+Xp

em que Xy, € a solugdo geral do problema homogéneo associado X' = AX, e X, é uma
solucdo particular da equacio X’ = AX + C. Seguindo a sugest3o, vamos procurar uma
solugdo particular constante, ou seja, vamos procurar X, = (c1,¢2) que verifique a equagdo

(6), isto é
/
ct | |14 -10 c1 1 14¢1 — 10ca +1=10 _ 1 1
[02 } - [ 10 -2 ] [02 ]+[ 2] < { 106 2 +2=0 & v@)={-p~3
pelo que X, = (—%,—%). De seguida, calculamos Xy, resolvendo o sistema homogéneo
associado.

' = 14z — 10y
y = 10x — 2y

Resolvendo, por exemplo, a segunda equagao em ordem a x

y +2y
10

x =
Substituindo na primeira equacdo obtém-se
y'— 12y +72y=0 < (D*—12D+72)y=0
O polinémio caracteristico associado tem raizes 6 £ 6i (calculadas acima) e como tal
y(t) = €% (acos (6t) + bsen (6t))

Substituindo em (7)

eﬁt
2(t) = + ((4@ + 3b)cos (6t) + (4b — 3a)sen (6t))

15



X, — eit (4a + 3b)cos (6t) + (4b — 3a)sen (6t)
h =5 Sacos (6t) + Hbsen (6t)
e finalmente
e [ (4a + 3b)cos (6t) + (4b — 3a)sen (6t) — &
— = — 4
24) =295 528 5 [ 5acos (6t) + 5bsen (6t) — + ]

para a, b € R.
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