TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Ill

1° Semestre 2024 /2025
Curso: LEQ, LEAmb, LEMat

Ficha de Problemas Resolvidos n2 12
Transformada de Laplace

1. Calcule as transformadas de Laplace e os dominios da convergéncia das funcdes definidas
em [0, +o0[ pelas expressdes seguintes:

(a) te™cos (2t)
0 se 0<t<?2
2 —1 set>2

(b) f(t) = {
Resolucao:

(a) Usando a propriedade da derivada da transformada de Laplace

L{tcos (21)1(s) = 5 Llecos(20)} ) = - o
s2 +4) — s(2s 52 —4
- 2_32:—4)2( ) (82 1 4)2 para s > 0.

Usando agora a propriedade da translacdo da transformada de Laplace:

(s —m)2 —4

L{e™ tcos (2t)}(s) = ((s = m)2 +4)°

para s > .

(b) Tendo em conta que f(t) = H(t — 2)(t*> — 1), em primeiro lugar determinamos f(t) tal que
t2—1=f(t—2):

t2—1:((w)+2)2—1:f(t—2) com  f(6)=(0+2)%—1=6%+40+3.
=0

Assim sendo, e usando a propriedade da transformada de Laplace da translacio:

L{H(t —2)f(t —2)}(s) = e 2 L{f(t)}(s) = e 2 L{t> + 4t + 3}(s)

2 4 3
=e 28 <3+—|—> para s > 0.
S

s2 s



2. Determine as fungdes cujas transformadas de Laplace sdo
(a)
(b)

S
52 —4s 413
S

(s +2)(s2 +4)
Hse
s24+5—6

()

Resolucao:

(a) Temos que
S s §—2+2

L) = e T 3= 21862 3) (52249
B s—2 2 3
" G-27+9 '3G-27+9

= L{e*cos (3t)}(s) + gﬁ{e%sen (3t)}(s)

= L {e? (cos (3t) + Zsen (3t)) } (s).
Usando agora a propriedade da transformada de Laplace da translac3o:

L{y(t)}(s) = L{ecos (3t)}(s — 2).

Resulta pois que
y(t) = L7 =755 (1) = €*" (cos (3t) + 3sen (3t)) .
1

(b) Seja F(s) = ;35 e G(s) = »°;. Usando a propriedade da transformada de Laplace da

convolugado:
S

GIOETD - F(s)G(s) = L{(f *9)(1)}(s),

onde
LUDN) = Fo) = —5 = L)) = fO=c™
L{g(t)}(s) = G(s) = ﬁ = L{cos2t}(s) = g(t) =cos2t

Resulta entdo que a transformada de Laplace inversa da funcdo dada é

y(t) = LTHF(GE)IE) = (fx9))

t t
= / e 2 Veos2ydy = e 2 / e?Ycos 2y dy
0 0

o2t
= (e%(sen 2t + cos 2t) — 1)

(sen 2t + cos 2t — e_%).

|



(c) A fungdo é dada por e *F(s), onde
58 o8

T 2+s5-6 (s+3)(s—2)

F(s)

Fazendo a decomposicido em fraccbes simples, obtém-se

3 2
F —
(s) 8+3+3—2

= L{3e73 + 2%} (s)

Finalmente, usando a propriedade da translagcdo da transformada de Laplace:
e F(s) = E{H(t — 1) (3e73=D) 1 9e2(t-1)) }(s)
ou seja,

L7 e F(s)} = H(t — 1)(3¢730-D 4 9¢20-D),

3. Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

y"—y=0(t), y(0)=y(0)=0,
onde
1 se 0<t<5
b(t) =
0 se t>5.
Resolucao:

Notando que b(t) = 1 — H(t — 5) e aplicando a transformada de Laplace a equagdo diferencial,
obtemos
1 e 1 el

2Y(s) = y(0) ~ (O ~Y(9) = L - —— & Y() = m—y ¢y

onde Y (s) = L{f(t)}(s). Decompondo 5(521—1) em fragdes simples:

1 1 1 1 1 1

s(s2 —1) g+§s—1+25+1'

Logo, a solugcao do problema de valor inicial é:

2 2 2
= cht—1—H(t—5)(ch(t—5)—1).

1, 1 1 1
y(t) = —1+se'+-e '~ H(t-5) <—1 + et 2e—<t—5)>



4. Determine a solu¢ido do seguinte problema de valor inicial:

y// —Yy= _H(t - 6)€2t7 y<0) = y/(O) = 07

Resolucao:

Note que
b(t) = —H(t — 6)e* = —H(t — 6)eX17OT12 = _e12 [ (1 — 6)e*(79).

Denotando a transformada de Laplace de y(t) por Y (s) e aplicando esta transformada a equagdo,

obtemos
6763

Y (s) — Y(s) = —e2S— & ¥(s) = —emm

s—2
donde

—6s 1 1 L
Y(s) = e!2 ¢ (_3(5—2) a1 6(8“))

Conclui-se que a solucdo do problema de valor inicial é

y(t) = e H(t — 6) <:1362(t_6) + %et_ﬁ - ée_(t_ﬁ)) .

5. Determine a solucdao do problema de valor inicial

y'+4y = f(t), y(0)=3, '(0)=2,

onde
0 se t<m

ft) =

t se t>m

Resolucao:

Em primeiro lugar, notemos que f(t) = tH(t — ), pelo que

d e—’TI'S

L{f(t)}(s) = —%E{H(t—ﬂ)}(s) =———= e~ TS (7; + 312) .

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacdo diferencial, e denotando
L{f(t)}(s) por Y (s), obtém-se

0 que é equivalente a



Resolvendo em ordem a Y'(s) e efectuando as decomposicBes em fracgdes simples, resulta que:
2+ 3s s 1
Y = —TSs
() 32—1—4—{_e <s(s2+4) +S2(82+4)>
2 S w1 S 1,1 1
- e (102 G- 25
214 "@yale <4 s =+a) Ti\g T F g

= L{sen2t+ 3cos2t}(s) +e "L {

I

(1 —cos2t) + %(t — Zsen 2t)} (s)

— 2 {sen 9t + 3cos 2t + H(t — 1) (Z(1 ~cos (2t —2m)) + - T (27;_ 2”)> } (s)

Assim, a solucao do PVI é

t 1
y(t) =sen2t + 3cos2t + H(t — ) (4 — %cos 2t — gsen 2t> .

. Calcule a solu¢do do PVI
y' +4y=46(t-2) ,  y(0)=¢(0)=0

sendo §(t — 2) a distribuicdo delta de Dirac centrada em 2.

Resolucao:

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacdo diferencial, obtém-se:
—y/(0) — sy(0) + 82¥ (5) + 4Y (s) = 2

onde Y (s) = L{y(t)}(s). Usando as condi¢des iniciais, obtém-se:

6—25

(s2+4)Y(s) =e & Y(s) = 21d

Invertendo a transformada de Laplace,

—281 2
28244

= 2 {;sen (Qt)} (s)

L{y®)}(s) = Y(s) =

_ ¢ {;H(t ~ %)sen (2(t - 2))} (s),



pelo que a solucao do PVI é

y(t) = %H(t — 2)sen (2t — 4).

7. Sendo f uma fungdo definida em Rar verificando ‘f(t)‘ < Me“ para certos M € Rt e a € R,
mostre que:

LLf'()}s) = —f0)+sL{f)}(s) , Vs>a

Resolucao: Integrando por partes:

R
L{FWYe) = Jim [ e ()
— 2 —st = Rd(eist)
- (el - [ o)

. —s R R —s
= lim (e tf(t)‘o —i—s/o e tf(t)dt)

R—+o00

= lim (eTRf(R) = £(0)) + sL{F(®)}(s)

R—+o00
Tendo em conta que, para s > «,
‘e*SRf(R)| = e*SR}f(R)‘ < e SF. Me = Mele=st 4 quando R — +oo,

resulta que

L{f'®)}(s) =—=F(0) + sL{f(t)}(s), para s > a.



