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Equacoes Diferenciais Parciais

1. Mostrar que a fungao

u(w,t) = e™e ™

é uma solucao da equacao de calor
Ugr +muy = 0

para qualquer que seja o valor da constante m.

Resolucao:

Substituindo u (¢, x) na equagdo, obtém-se

0? 0
<emme—mt> +om = (emze—mt) — m2emme—mt . m2emze—mt =0

Ox? ot

como se queria mostrar.

2. Usar o método de separacao de varidveis para determinar a solucao dos
seguintes problemas.

(a) u; = u, com u(0,y) = ¥ — de*.

(b) u = u(x,y), tal que u, = u, —u com u(x,0) = e > 42e~ " — 14137,
Resolucao:

(a) Usando o método de separagdo de varidveis, pretende-se determinar fungdes wu(t,y) verifi-
cando a equacdo diferencial. Note-se que:

e a equacgdo é homogénea;

e a solucdo nula é solucdo da equacdo mas n3do verifica a condic3o inicial e, como tal, n3o
é solugdo do problema. Mas ainda, esta condi¢do (dita ndo homogénea) n3o pode ser
incluida no problema a resolver por separacao de varidveis.



Comegamos por determinar fungdes ndo nulas, 7'(t) e Y (y), tais que u(t,y) = T'(t)Y (y) verifica
a equacao diferencial. Substituindo em u; = y,, obtém-se:
T'(t) _ Y'(y)
'Y (@) =THY'(y) < =
T(t)  Y(y)
Dado que o primeiro membro é uma funcdo apenas de ¢ enquanto o segundo é uma fungdo
apenas de y, e que a igualdade se verifica para todos os (¢, ) em R?, entdo ambos os membros
sdo iguais a uma constante, A € R. Desta forma,

ou seja,
T'(t) = AT(t) e Y'(y)=AY(y)

Trata-se de equacdes diferenciais ordindrias facilmente resoltiveis, pois ambas s3o lineares ho-
mogéneas de primeira ordem. Assim

T(t) =c1e™ e Y(y) = cze,

pelo que
ut,y) = X, ceR\ {0}, (1)

A resolucdo anterior ndo introduziu qualquer restricio aos valores de A, pois para qualquer
A € R se obtém solugdes ndo nulas da forma (1).

Vamos agora determinar os valores das constantes ¢ e A de modo a que a condic¢do inicial se
verifique. Observa-se que os dados iniciais,

u(0,y) = e¥ — 4e%

sdo uma combinagdo linear (em ¢t = 0, obviamente) de fun¢des do tipo (1) correspondentes aos
valores A =1 e A = 2. Assim sendo, a solu¢do do problema de valor inicial deve ter a forma:

u(t,y) = cret™Y 4 coe? ).
Utilizando os dados iniciais para determinar c; e co, obtém-se:
uw(0,y) = cre¥ + cpe® =e¥ —4e? VyeR = ci=1 e cp = —4.

A solucao do problema dado é, pois:

u(t,y) = etV — 42ty

(b) Usando o método de separagdo de varidveis, pretende-se determinar fun¢des u(z,y) verifi-
cando a equacio diferencial. Note-se que:

e a equacao é homogénea;



e a solugdo nula é solugdo da equagdo mas n3o verifica a condigdo inicial (em y = 0) e,
como tal, ndo é solugdo do problema. Mas ainda, esta condi¢do (que é ndo homogéna)
nao pode ser incluida no problema a resolver por separacdo de variaveis.

Comegamos por determinar fungdes ndo nulas, X (z) e Y(y), tais que u(z,y) = X(2)Y (y)
verifica a equacdo diferencial. Substituindo em u, = u, — u, obtém-se:
X'(z) _ Y'(y)

X'(@)Y(y)=X@)Y'(y) - X@)Y(y < X2 V) 1

Dado que o primeiro membro é uma funcdo apenas de x, enquanto o segundo é uma funcdo
apenas de ¥, e que a igualdade se verifica para todo o (z,%) em R?, entdo ambos os membros
sdo iguais a uma constante, A € R. Desta forma, tem-se que
X' (z Y’
@ _, ., Yo _
Y

(y)

Resolvendo ambas as equagdes (que sdo equagdes ordindrias lineares de primeira ordem lineares,
ambas homogéneas) obtém-se

X(z) = c1e™®

') =A+1 & Y(y)=cpePtDy

Y(y)
com c1,co € R. Assim, qualquer funcdo da forma

u(gj,y) = Ce)\:pe()\+1)y7 com c € ]R, AeER (2)

é solucdo da equacio diferencial.

Vamos agora calcular as constantes de modo a que a condicdo inicial se verifique. Observa-se
que os dados na fronteira
u(z,0) = e72% 4+ 2e77% — 14¢!37

sdo uma combina¢do linear (em y = 0, obviamente) de fung¢des do tipo (2) correspondentes
aos valores A = —5, A = —7 e A = 13. Assim sendo, a solucdo do problema de valor inicial
deve ter a forma:

u(z,y) = cre e 4 e e 4 czeldTelt,
Utilizando os dados iniciais para determinar cq, ¢y e c3, obtém-se:
u(x,0) = 1672 4+ coe ™ 433 = e 4+ 2677 — 1413 VreR
pelo que ¢; =1, co = 2 e cg = —14. Concluimos entdo que
u(t, y) — 6—5x6—4y + 26—7x6—6y . 14613:p614y

é solucao do problema dado.



3. Determinar os valores proprios e as fungdes préprias dos seguintes proble-
mas de valor de fronteira (PVF).

(a) ¥ = Ay=0comy(0) =0, y(L) =0
(b) ¥ =2y +(1+XN)y=0comy(0)=0ey(l)=0.

Resolucao:

(a) Vamos, em primeiro lugar, determinar a solugdo geral da equagdo diferencial. Utilizando a
notacio Dy = 4/, a equacio toma a forma:

y' —Xy=0 < (D*—Ny=0.

O polinédmio caracteristico associado é, pois, P(R) = R2? — )\. Vamos, ent3o, considerar os trés
Casos que se seguem.

Caso 1: A = 0. O polinédmio caracteristico tem 0 como raiz dupla, pelo que a equacido
D%y = 0 admite como base do espaco de solu¢des (por exemplo) B = {1, x}. Desta
forma, a solucdo geral da equacgao é

y(x) =a+bzx, a,beR.
Utilizando as condicoes de fronteira para determinar as constantes a e b:
y(0) = 0 = (a + bx)’ =0 = hb=0

z=0

y(L) = 0 =  a=0

Conclui-se que a dnica solucdo do PVF no caso A = 0 é a solucdo nula, pelo que A = 0
nao é valor préprio do problema.
Caso 2: A\ > 0. O polinémio caracteristico tem como raizes (ambas de multiplicidade 1)

+u, onde p % \/X. Assim sendo, a equacio (D? — p?)y = (D — p)(D + p)y = 0 admite
como base do espaco de solugdes B = {e!*, e #*}, pelo que a sua solugdo geral é dada
por

y(x) = ae!® 4 be 1, a,b eR.

Utilizando as condicoes de fronteira para determinar as constantes a e b:

y(0)=0 = (ae'® +be ") =0 = ula—b)=0 = b=a

=0
y(L)=0 = a(e+e*)=0 = a=0

>0

Tem-se entdo que a = b = 0, donde se conclui que a dnica solucdo do PVF no caso
A > 0 é a solugcao nula. Desta forma, qualquer que seja A > 0, A n3o é valor préprio do
problema.



Caso 3: )\ < 0 As raizes do polinémio caracteristico sao os nimeros complexos conjugados
+iv -\ = +ip, onde pp=+v-X>0, \=—p?

Desta forma, a equagdo diferencial (D? + p?)y = (D — iu)(D + iu)y = 0 admite como
base do espaco de solugdes B = {sen (uz), cos (ux)}, pelo que a sua solugdo geral é dada
por

y(x) = asen (ux) + beos (ux), a,b e R.
Utilizando as condicoes de fronteira para determinar as constantes a e b:

=0 = wa=0 = a=0

=0

y(L)=0 = bcos(uL)=0 = b=0V cos(ul)=0

y'(0)=0 = (asen (uz)+ beos (uz))’

As solucbes ndo nulas nao podem verificar a = b = 0, pelo que é necessario que

T 7w  nw (1+2n)7
cos(uL) =0 = uL:§+n7r = /,LZE—FT:T
comn € Ng ={0,1,2,...} (note que u > 0). Como b pode entdo ser um nimero real
arbitrdrio, obtém-se as seguintes solu¢ées ndo nulas do PVF:
(1+2n)mx
2L ’
Para ulL # 5 +nm Vn € Ny entdo obrigatoriamente b = a = 0, pelo que a dnica solu¢ao
existente, nesses casos, é a solugdo nula.

y(z) = bcos com n € Np.

Podemos ent3o concluir que os valores préprios do problema s3o

1 2 2.2
)\":_(—ZIZ)W’ com n € Ny,
sendo o espaco das func¢des prdprias associadas a este \,, gerado pela fungdo:
1+2
yn(x) = cos M

2L
(b) A equagdo caracteristica associada é
R?—2R+(1+X) =0 < R=1+v—-X
Separamos o estudo das solucdes em trés casos, dependendo do tipo de raizes encontradas.

Caso 1: A\ = 0. O polinémio caracteristico tem uma raiz R = 1 de multiplicidade 2, pelo
que a solucdo da equacido diferencial sera

y(x) = Ae® + Bxe®, A,BeR.
Usando as condicGes de fronteira para determinar A e B, tem-se que
y0)=0 = A=0 = y(x)= Bzxe"
y(l)=0 = Be=0 = B=0

Resulta que as tnicas solucdes do problema s3o nulas, pelo que A = 0 nao é valor préprio.



Caso 2: A\ < 0. Sejaw = v—X > 0, o que implica que A = —w?. O polinémio
caracteristico tem duas raizes reais distintas, ® = 1 & w, pelo que a solucao geral da
equacao diferencial serd

y(x) _ Ae(l—i—w)z + Be(l—w)z — ® (Aewa: +Be—waz)
Usando as condicGes de fronteira para determinar A e B, tem-se que

y0)=0 = A+B=0 = B=-4 = yx)=Ae" (" —e ")
y(l)=0 = Ae(ewfe_“’)zo = A=0 = B=-A4=0
N—_——

>0

Resulta pois que as tnicas solucdes do problema s3o nulas, pelo que A < 0 n3o é valor
proprio do problema.

Caso 3: A\ > 0. Sejaw = v/A > 0, o que implica que A = w?. O polinémio caracteristico
tem duas raizes complexas conjugadas, R = 1 + iw, pelo que a solu¢do geral da equagdo
diferencial sera

y(z) = Ae®sen (wx) + Be®cos (wr)

Para verificar as condicdes de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = B=0 = y(zr)= Ae"sen(wz)
y(1)=0 = Aesenw=0 = A=0V w=nm nelN.
(note que w > 0). Para cada A = w? = n%7? obtém-se as solugdes ndo nulas
y(x) = Ae"sen (nmx).
Podemos entdo concluir que os valores prépios do problema s3o
Ap =n°me, para n € N,
sendo o espacgo das fun¢des préprias associado a este valor préprio gerado pela fungcdo

yn(x) = e®sen (nmx).

4. Determine a solucdo da equacao diferencial parcial
U = oy, , x€0,7] et>0
que verifica as condicoes de fronteira

u(0,t) = u(m,t) =0

6



e a condicdo inicial

u(z,0) = sen(x) — 2 sen (bz).

Resolucao:

Para resolver o problema de valores na fronteira, utilizaremos o método de separacao de
varidveis. Assim, considerando u(t,z) = T'(t) X (z) e substituindo na equagdo, obteremos
T/ X/I
T'#)X(z) = PTHX"(z) = —= = =
()X (@) = P THX" () = —pm = =
Sendo o primeiro membro da equa¢do uma func3o de t e o segundo membro uma funcdo de z,
para que a igualdade se verifique para todo t > 0 e = €]0, 7], tem de existir A € R para o qual
T/ X//
5 = A e — =)\
a*T X
Por outro lado, analisando as condicGes de fronteira

u(t,0)=0 = T(t)X(0)=0 = T(t)=0ouX(0) =0
dado que T'(t) ndo pode ser a fungdo nula
u(t,0)=0 = X(0)=0

Do mesmo modo
u(t,m) =0 = X(m)=0

Temos assim dois problemas para resolver:

{X"—)\X:O se z €0, 7] (3)

X(0) = X () =0

T' = \a’T (4)

Para resolver (3), temos que procurar os valores e fungdes préprias associadas. O polinémio
caracteristico associado é
R*-\=0 & R=+V\

Existem entdo trés possibilidades:

A =0 A equacgdo caracteristica tem uma solucdo R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solucao
da equacdo diferencial sera
y(z) = A+ Bz

Para verificar as condicdes de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = A=0 = y(x) =Bz

Por outro lado
y(r) =0 = Br =0 = y(x) =0Vz

pelo que A = 0 n3o é valor préprio.



A >0 (X = pu?) A equagio caracteristica tem duas solucdes reais distintas R = =+, pelo que a
solucdo da equacgdo diferencial sera

y(x) = Aet” + Be™H*
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = A+B=0= B=-A = y(z) :A<e“x—e_“x>
Por outro lado
y(m) =0 = A —e*)=0 = B=0oupu=—-—pu = A=0 = y(z)=0Vx

pelo que qualquer A > 0 n3o é valor préprio.

A <0 (A= —p?) A equagio caracteristica tem duas solucdes complexas conjugadas R = +ip,
pelo que a solucdo da equacio diferencial serd

y(x) = Asen (ux) + Beos (ux)
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = B=0 = y(z) = Asen (uz)
Por outro lado
y(r) =0 = Asentu=0 = A=0ounp=krkeN

tem-se entdo que para cada k € N, A\, = —k? é valor préprio da equacdo associado
a fungdo prépria Xj(x) = sen(kx). Note que todas as outras — dadas por y(z) =
Asen (uz) — sdo combinagdes lineares de Xy (x).

Podemos agora resolver (4), apenas para os valores de A encontrados anteriormente (pois para
outros valores de A a solugdo de (3) é a solugdo nula que ndo nos interessa.). Assim, para cada
keN,

T'(t) = —a2k?*T = T(t) = Ce~**t

o — o 2.2 e
A menos de combinagdo linear, tomamos T'(t) = e~ k"t Paracada k € N, a funcido

un(t, ) = Tp(t) Xi(z) = e Flsen (k)

é solucdo do problema de valores na fronteira, e consequentemente qualquer combinagdo linear
também o serd. Desta forma:

u(t,z) = Z Ape @ Flgen (kx).
k=1

Para calcular as constantes Ay, utilizamos a condi¢do inicial:

u(0,x) = senz — 2sen (5x).



Assim -
u(0,x) = ZAksen (kx) = senx — 2sen (5x)
k=1

Facilmente se verifica que
1 se k=1

A=< -2 se k=5
0 sek#1,k#5

pelo que a solugao do problema de valor inicial e valores na fronteira é

a

u(t,x) =e” “fsen (z) — 22507 gen (5z)

5. (a) Recorrendo ao método de separacio de varidveis, determine as solugdes para t > 0 e para

z € [0,1] de
ou  0%u
g T ose ze€l0,1[, t>0
u(0,t) =0 se t>0

u(l,t) =senl se t>0
b) Determine a solu¢do que satisfaz a condi¢go inicial

u(z,0) = 3sen (2mx) — Tsen (4wx) + senz para z € |0, 1].

Resolucao:

(a) Dado que as condi¢Bes de fronteira ndo sdo homogéneas, vamos considerar
u(z,t) = v(x) + w(z,t)
em que v(x) é a solugdo do problema

0=12"(z)+v(z) se z€]0,1]

v(0) =0 ()
v(1) =senl
e w(z,t) é solugdo do problema
2
@:@+w se x €]0,1[, t >0
ot Ox?
w(0,t) =0 set >0 (6)
w(l,t) =0 set>0

Comecemos por resolver o problema (5). Trata-se de uma equagdo ordindria linear de coefici-
entes constantes, cujas raizes do polinémio caracteristico sao

R2+1=0 & R=+i.



Assim sendo, a solucdo geral da equacao é
v(x) = Acosx + Bsen .

Dado que v(0) = 0, tem-se que A = 0, pelo que v(z) = Bsenxz. Por outro lado, dado que
v(l) =senl tem-se B=1¢e
v(x) = senx.

Para resolver o problema (6) utilizaremos o método de separagdo de varidveis. Assim, conside-
rando w(z,t) = T'(t) X (x) e substituindo na equagdo, obtemos
Tl X/l
THOX(x)=THX"(z) +THt)X(z) = T % +1
Sendo o primeiro membro da equacdo uma func3o de t e o segundo membro uma fungdo de z,
para que a igualdade se verifique para todo t > 0 e z € |0, 1[ tem que existir A € R para o qual

W | X' _

T(t) X(x)

Por outro lado, analisando as condicdes de fronteira
w(0,t) =0 = T()X(0) =0 = T(t) =0o0u X(0) =0;
dado que T'(t) ndo pode ser a fungdo nula,
w(0,t) =0 = X(0)=0

Do mesmo modo
w(l,t)=0 = X(1)=0

Temos assim dois problemas para resolver:

{i” —iX = O_ se z €10,1] )
0)=X(1)=0
e

T'=(1+NT (8)

Para resolver (7), temos que procurar os valores e fun¢des préprias do problema. O polinémio
caracteristico da equacio diferencial tem as raizes:

R2-A=0 & R=+V\
Existem entdo trés possibilidades:

A =0 A equacgdo caracteristica tem uma solucdo R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solucao
da equacgdo diferencial sera
y(z) = A+ Bz

10



A>0

A<0

Para verificar as condicdes de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = A=0 = y(zx) =Bz

Por outro lado
y(1)=0 = B=0 = y(z) =0V

pelo que A = 0 n3o é valor préprio.

(A = u?) A equagio caracteristica tem duas solugdes reais distintas R = 4, pelo que a
solucdo da equacdo diferencial sera

y(xz) = Aet* + Be ™ H*
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = A+B=0= B=-A = y(z) :A(e“x—e_’m>
Por outro lado
y(1)=0 = Al —e#*)=0 = B=0oupu=—pu = A=0 = y(x)=0Vz

pelo que qualquer A > 0 n3o é valor préprio.

(A = —p?) A equacdo caracteristica tem duas solugdes complexas conjugadas R = +ip,
pelo que a solugcdo da equacdo diferencial sera

y(x) = Asen (ux) + Bcos (ux)
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = B=0 = y(z) = Asen (uz)
Por outro lado
y(1) =0 = Asenpu=0 = A=0oup=krkeN

tem-se entdo que para cada k € N, \, = —k?n? é valor préprio da equacdo associado
as fungdes préprias X (z) = Bsen (kwx). A menos de combinag3o linear, podemos tomar
Xi(x) = sen (krzx)

Podemos agora resolver (8), apenas para os valores de A encontrados anteriormente (pois para
outros valores de \ a solugcdo de (7) é a solugdo nula, que ndo nos interessa.). Assim, para
cada k € N,

Podemos entdo tomar Tj,(t) = el

T/(t) — (1 _ k27T2)T PN T(t) _ Ce(l_kZﬂ_Q)t
1—k27r2)t.

Concluimos que para cada k£ € N, a funcao

wi(z,t) = Te(t) Xi(2) = €1F™)sen (k)

11



é solugcdo do problema de valores na fronteira (6), e consequentemente qualquer combinagdo
linear também o serd; ou seja,

w(zx, t) = Z Ape(1=Fm)igen (kmx)

n=1
Finalmente

u(z,t) = v(x) +w(x,t) =senz + Z Ape1=F*7)tsen (kmx)
k=1
é a solucdo pedida.

(b) Pela alinea anterior

o
u(z,0) =senz + Z Agsen (kmx) = 3sen (2mx) — Tsen (47x) + sen x
k=1

pelo que teremos que determinar os coeficientes A; de modo a que

Z Apgsen (kwx) = 3sen (2mzx) — Tsen (47x)
k=1

Facilmente se verifica que
3 se k=2
A=< -7 se k=4
0 sek#2,k#4

pelo que a solugdo do problema de valor inicial e valores na fronteira é

u(z,t) =senx + 3e(174m)sen (27mx) — 71167 gen (4m)

. Determine a solu¢do dos seguinte problema de valor inicial e condicdo na fronteira:

Uy (t,0) = uy(t, L) =0

U = Uz —u, x €0, L[, com
u(t,x) = cos (3wx/L).
Resolucao:

Para resolver o problema de valores na fronteira, utilizaremos o método de separagao de
varidveis. Assim, considerando u(t,z) = T'(t)X (z) e substituindo na equagdo, obteremos

T'H)X(z) = TOX"(z) - TH) X (z) = :;/ - ); —1

12



Sendo o primeiro membro da equa¢do uma fungao de t e o segundo membro uma fungdo de z,
para que a igualdade se verifique para todo ¢t > 0 e x € |0, L[, tem de existir A € R para o qual

T/ XI/
—_ 1 = —_— =
T + A e X A

Por outro lado, analisando as condicGes de fronteira
uz(t,0) =0 = T(t)X'(0)=0 = T(t) =00u X'(0)=0
dado que T'(t) ndo pode ser a fungdo nula
u(t,0) =0 = X'(0) =0

Do mesmo modo
u(t,L) =0 = X'(L)=0

Temos assim dois problemas para resolver:

{X"—)\XZO se x€]0,L] (9)

X'(0)=X'(L) =0

T = (= )T (10)

Para resolver (9), temos que procurar os valores e fungdes préprias associadas. O polinémio
caracteristico associado é
RP-)\=0 & R=+V)

Existem entdo trés possibilidades:

A =0 A equacgdo caracteristica tem uma solucdo R = 0 de multiplicidade 2, pelo que a solucao
da equacdo diferencial sera

y(z) = A+ Bx = y'(z) =B
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
yY(0)=0 = B=0 = y(z)=A
Por outro lado /(L) = 0 verifica-se qualquer que seja A pelo que A\ = 0 é valor préprio

com fung¢des préprias X(z) = A= A-1. A menos de combinag3o linear, podemos tomar
Xo(ZL‘) = 1.

A >0 (X = pu?) A equagdo caracteristica tem duas solucdes reais distintas R = =+, pelo que a
solucdo da equacdo diferencial sera

y(z) = Aet® + Be ™™ = o/ (z) = ,u(Ae’““” — Be*“‘”)

13



Para verificar as condicdes de fronteira, tem-se que
J(0)=0=> A-B=0= B=A = y(z) :A(e“m+e_“”)
Por outro lado
Y (L)=0 = Al —e ) =0 = B=0oupu=—-—pu = A=0 = y(z)=0Vz

pelo que qualquer A > 0 n3o é valor préprio.

A <0 (A= —u?) A equagido caracteristica tem duas solucdes complexas conjugadas R = iy,
pelo que a solugcdo da equacdo diferencial sera

y(z) = Asen (uz) + Bceos (ux) = y'(z) = ,u,<Acos (ux) — Bsen (,uw))
Para verificar as condi¢des de fronteira, tem-se que
y(0)=0 = A=0 = y(z) = Bcos (ur)
Por outro lado
y(L)=0 = —BusenLu=0 = B=0ouLu=krkeN

~ 2.2 , .
tem-se entdo que para cada k € N, \p = —kLg é valor préprio, podendo tomar para

fungdo prépria associada Xj(z) = cos (XX x).

Podemos agora resolver (10), apenas para os valores de A encontrados anteriormente (pois para
outros valores de A a solu¢do de (9) é a solugdo nula, que no nos interessa). Assim, para cada
k eN,

w2k2 6(—"2’“2—1)1:

T(t) = (— 75 nT pelo que Ti(t) = L2

e, para A =0,
T'(t) = -T(t) pelo que  Tp(t) =e .

Para cada k£ € N, a fungdo

’LLk(t,:L’) = Tk(t)Xk(:L‘) = e( "252_1)t kma

é solucdo do problema de valores na fronteira, assim como
t

uo(t,z) =€~

Consequentemente qualquer combinac3o linear também o serd, ou seja

_ x%k? _1)t kmx
c

u(t,x) = Aoe_tJrZAke( L2
k=1
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Para calcular as constantes A, k € Ny, vamos utilizar a condic3o inicial

3mx
0 = —_—
u(0, ) cos —
Assim -
krx 3mx
= A A — = —
u(0, x) 0o + Z % COS T cos T
k=1
Facilmente se verifica que
1 se k=3
A =
0 se k#3

pelo que a solugdo do problema de valor inicial e valores na fronteira é

_on? 3
u(t,x):e< 2 1>tcosﬂ

. A equacio de calor bidimensional (isto &, para (z,y) € R?) é dada por
Ut = a2(u1‘x + uyy)
(a) Supondo que u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t), determinar as equagdes diferenciais ordindrias
que devem ser satisfeitas por X, Y e T
(b) Determinar solugdes ndo nulas, u(z,y,t), da equagdo diferencial que satisfagam as condigdes
de fronteira
w(0,y,t) =0 , wu(a,y,t)=0 , wu(z,0,t)=0 , wu(z,bt)=0,
onde o dominio do problema é dado por: x € [0,a], y € [0,b] e t > 0.

Resolucao:

(a) Vamos encontrar solugdes ndo nulas da equagdo do calor bidimensional da forma indicada.
Substituindo na equacdo obtém-se

THX(@)Y(y) = o (TOX" @)Y (y) + T X (@)Y (1))

ou seja
T'(t) X"(z)  Y"(y)

= +
o?T(t)  X(z)  Y(y)

Atendendo a que o primeiro membro é uma funcdo de ¢t e o segundo membro uma fung¢io de

(z,y), a dnica forma de a igualdade se verificar para todos os ¢, x e y é que ambas sejam igual

a uma constante, Assim, para certos valores de A € R

X"(z)  Y"(y)

(@) _
2T (t) Al X(x) " Y(y) g

15



Repetindo o procedimento com a equagdo em (x,y)

X'@) Y _ . X'@) __Y')

X(z)  Y() X () Y(y)

+ A

O primeiro membro é uma fun¢3o apenas de z, enquanto o segundo membro uma funcdo apenas
de y. Assim sendo, a Unica forma de a igualdade se verificar para todos os = e y é que ambos
os membros da mesma sejam igual a uma constante. Assim, para certos valores de 1 € R

X@ o, YW
X(2) V{y)

—A = —u

Os célculos anteriores mostram que as fungdes T'(t), X (x) e Y(y) satisfazem as equagdes
diferenciais

T'(t) = 2®T(t),  X"(z) - pX(2)=0, Y'(y)-(A-pY(y) =0,

onde \ e u sdo constantes reais.

(b) Comegando pelas condi¢des de fronteiraem z =0e z = a:
u(0,y,t) =0 = THX0)Y(y)=0 = T{Ht)=0V X0)=0V Y(y)=0

Dado que as opgdes T'(t) = 0 e Y(y) = 0 implicam que a solugdo u(t,z,y) = 0, tem-se que
X (0) = 0. Da mesma forma,

u(a,y,t) =0 = X(a)=0
Quanto as condicoes de fronteira em y = 0 e y = b, usando os mesmos argumentos:

u(z,0,t) =0 = Y(0)=0

u(z,b,t) =0 = Y(b)=0
Obtivémos assim o problema de valores préprios

X"(z) — uX(x) =0 para z €]0,q|
{X(O) =X(a)=0

cujos valores e funcdes préprias sao

TL27T2 nnx

fn = ——%—, X, (x) = sen — para n € N.
a a

Por seu turno, para cada n temos que resolver

Y'(y) = (A= pn)Y(y) =0 para y €]0,b]



Trata-se de um problema de valores préprios, onde k é o valor préprio associado a solugdo Y (y).
Assim sendo, temos

2.2 2 2
m-Tm m n

Knm = Anm — Hn = — b2 = Anm = <_b2_a2> 7T2
e Yn,m(y) — sen m;Ty

A nossa notag3o é justificada pelo facto de termos obtido um valor préprio (e correspondente
funcdo prépria) para cada n,m € N. Finalmente, resolvendo a equagdo (para cada A,
anteriormente calculado)

T =X2T = T(t)=Ce
pelo que

Tamlb) = (
As solugdes do problema homogéneo que obtivémos pelo método de separacao de varidveis sao:

un,m(xv Y, t) = Tn,m (t) Xn(x) Yn,m(y>

m2 n2> 2.2
— 5+ =5 ) meact nmwxr mﬂ-y
e <b2 a? sen —— sen b para n,m € N.
a

. Considerar o problema de valores de fronteira

v +Ay=f(t) . y(0)=y(1)=0 (11)
(a) Mostre que se A for um valor préprio do problema homogéneo, entdo
o problema proposto
(1) pode n3o ter solugdo
(2) a solugdo (quando existe) n3o € Unica;

(b) Mostrar que este problema tem uma sé solugdo y(t) se A ndo é um
valor préprio do problema homogéneo.

Resolucao:

Os valores proprios e fun¢des préprias para o problema de Dirichlet homogéneo,

{(DQ—i—/\)y:O, para 0 <z <1
y(0) = y(1) =0,

17



podem-se obter substituindo A por —\ no problema de valores préprios com condicdes de
fronteira de Dirichlet (resolvido na aula). Resulta assim que os mesmos s3o:

Ap, = n7m2
para n € N.
yn(t) = sen (nmt)

(a) Conforme a hipétese desta alinea, admitimos que A = p?7?, para algum p € N. Mul-
tiplicando ambos os membros da equacdo diferencial pela funcdo prépria associada a A,
yp(t) = sen (prt), e integrando entre 0 e 1, obtém-se:

1 1 1
/0 y" (s)sen (prs) ds—I—)\/O y(s)sen (prs) ds:/o f(s)sen (pms)ds

Integrando por partes o primeiro integral, e tendo em conta que sen (pm) = sen0 =0 e
y(0) =y(1) = 0:

1 1
/ y"(s)sen (prs)ds = y'(s)sen (pms) ‘; —pw/ y'(s)cos (pms) ds
0 . ) 0

1 1
= —pmy(s)cos (pms) ‘0 —p2772/ y(s)sen (pms) ds
0

0
1
= —)\/0 y(s)sen (pms) ds

Desta forma, se y(t) for solucdo do problema ent3o tem-se necessariamente que
1
/ f(s)sen (pms)ds = 0. (13)
0

Em conclus3o, se A = p?x2 para certo p € N:

(1) Se f n3o verificar a condi¢do (13), entdo o problema n3o tem solugdo.

(2) Se f verificar a condi¢do (13), e admitindo que existe pelo menos uma solugdo
particular, §(t), do problema, entdo qualquer fun¢do da forma

y(t) = g(t) + csen (prt), com c € R,

é também solu¢do do problema — isto para qualquer ¢ € R. Note que sen (prt) é
solugdo da equagdo homogénea associada e y(0) = y(1) = 0.

Note ainda que a condi¢do (13) significa que, para o problema (12) ter solugdo, é ne-
cessario que o coeficiente de ordem p da série de senos de f seja nulo.
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(b) Vamos procurar uma solugdo do problema (11) na forma de uma sobreposigdo de fun¢des
préprias do problema homogéneo:

y(t) = bnsen (nmt). (14)
n=1

De facto, trata-se da representagdo em série de senos de y no intervalo [0, 1]. Fazendo o
mesmo com o termo ndo homogéneo,

) =3 fusen (nrt),
n=1

e substituindo na equac3o diferencial, obtém-se

(—n272 + \)bpsen (nwt) = Z fnsen (nrt)
n=1

n=1

Temos entdo que

In
A — n2w2
Note que esta solucdo estd bem definida desde que A n3o seja um dos valores préprios.
Também é necessirio que a série defina uma funcdo de classe C?. N3o iremos aqui
discutir este problema; apenas notamos que se f for de classe C'!' entdo a série (14) com
os coeficientes (15) pode ser derivada termo a termo pelo menos duas vezes. E isso
justifica o calculo, acima efectuado, da solugcdo do problema.

bn = (15)

Quanto a unicidade, suponhamos que y; e y2 sdo duas solucdes do problema. Entdo
y(t) = y1(t) — ya(t) satisfaz o problema homogéneo associado (12). Mas como A ndo
é valor préprio, a Unica solugdo do problema homogéneo é y(t) = 0. Resulta assim que

Y1 = Y2.

9. Determinar a solucao do problema de valores na fronteira e inicial

( wy = g, t>0, O0<zx<3
J u(0,t) =u(3,t) =0 t>0
u(z,0) = f(z) 0<z<3
| 2(z,0) =0 0<z<3
onde
x se 0<a<1
flz)y=¢1 se 1<o<?2
33—z se 2<zx<3
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Resolucao:

Dado que as condi¢des de fronteira sdo nulas e a equacdo é homogénea, vamos comecgar por
resolver o problema de valores na fronteira

utt202um t>0,,0<z<3
u(0,t) =u(3,t) =0 t>0 (16)
9 (2,0) =0 0<z<3

onde também incluimos a condic3o inicial nula, por forma a facilitar os calculos. Vamos procurar
solu¢Bes ndo nulas de (16) usando o método de separagdo de varidveis. Consideramos, ent3o,
u(z,t) = X(x)T(t).

Substituindo na equacido
T// X//
AT~ X

Uy = Cuge & XT'=2X"T <

O primeiro membro é uma funcdo de t e o segundo membro uma funcdo de x; a dnica forma
de a igualdade se verificar para todos os x € ]0,3[ e t > 0 é que ambas sejam igual a uma
constante. Assim, para todo A € R

T// X/I
_— = )\ _— =
2T e x =2

Quanto as condi¢des de fronteira em x =0 e z = 3, tem-se que
u(0,t)=0 = T@#X0)=0 = Tt =0 Vv X(0)=0

Dado que a opg¢do T'(t) = 0 implica u(x,t) = 0, para obter solu¢des ndo nulas tem-se necessa-
riamente que X (0) = 0. Da mesma forma

u3,6)=0 = X@3)=0

Quanto a condi¢3o inicial homogénea

%@;,0):0 = TO0X(@=0 = T0) =0 Vv X()=0

Dado que a opg¢do X (z) = 0 implica u(z,t) = 0, devemos ter 7/(0) = 0. Temos ent3o dois
problemas para resolver:

X"-AX=0 T" = AT =0
(P1) { x(©)=x@=0 @ &2 { T'(0) = 0

(P1) Trata-se de um problema de valores préprios para a equagdo X” — A X = 0 com condi¢des
de fronteira de Dirichlet para = € [0, 3]. Assim os valores préprios sdo

Ap = — , neN




correspondentes as solucdes n3o nulas

nTT
Xn(z) = sen = " € N.

(P2) Trata.se de uma equagdo de segunda ordem com uma condi¢do inicial. Evidentemente

que as solucbes deste problema sé s3o relevantes para os casos em que A é valor préprio de

(P1). Vamos, por isso, resolver a equagdo (para cada n € N)

2_2 2.2 .2
T”+c2"T”T:o o <D2+”ZC>T:0.
A sua solucdo geral, calculada pelo método usual, é
t t
T(t) = Acos e + B sen m;c
Dado que 77(0) = 0,
nmce nmct nmct nmce
T :—(—A B )‘ ="p_-0 = B=o0.
(0) : sen — + Bcos 3 ) o 3

Assim, para a solugdo de (P2) para cada n € N tomamos

nmct

T, (t) = cos 3

Ent3o, para cadan € N

t
Un(x,t) = Xp(2)T,(t) = sen ?cos CT;F

é solugdo de (16). Entdo

= ni_o:l An X (2)T, Z Ajysen —c c7’;7rt

é a solugdo geral de (16).

Finalmente, ha que determinar as constantes A, de forma a que seja verificada a condicdo
inicial ndo homogénea, isto é

x se O<or<l1 I aF se D<ol
u(0,z) =4 1 se l<zx<2 & ZAnsen—— 1 se 1<z<2
3—x se 2<x<3 33—z se 2<x<3

Para podermos resolver este problema apenas precisamos de escrever a fungdo

7 se O<a<l1
flx)y=< 1 se 1<z<2
33—z se 2<x<3
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como uma série de senos em [0, 3]. Essa série tem a forma

o0
nwT
SFeenf(x) = ; ansen =

em que para n € N se tem

2 [? 2 (! 2 [? 2 (3
an:3/0 f(x)sen ngxd:v:3/0 xsen ngmdx—i—s/l sen ngxdx—i—B/Q (3—x)sen ?dfc

Primitivando por partes tem-se que

L nmwx 3x nrx |l 3 1 nmwx
L = xrsen —dxr = ——cos —’ 4= cos —dx
0 3 nm 3 lo nm )/ 3
B s 3 n2m? 3
e
3 3
3(3 — 3 3
I; = / (3 — x)sen Mg = — B-2) cos nﬂx‘ — / cos " gz
2 3 nm 3 2 nm Jo 3
_ 3 2nm n 9 <en 2nm
onm 3 n2m2 3
Por outro lado
x nmwx 3 nmwx |2 3 n 3 2nm
I, = sen —dr = —— — = —COS— — —COS ——
1 3 I nmw 3 n 3
Entao
2 6 nmw 2nm
A, = a, = 5(114—]2—#]3) = 53 (sen?—ksen 5 )

Finalmente a solu¢do do problema enunciado é

3 sen 3

>~ 6 nmw 2nm nmct nmwT
u(t,z) = Zm<sen? + sen 3 )

n=1

. Determinar a solucao do seguinte problema de valores de fronteira
Upe + Uy =0 , O0<z<a, 0<y<bd
satisfazendo as condi¢Ges (de fronteira)
w(,0)=0 , wu(z,b)=f(z) , u0y)=0 , wulay)=[(y).
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Assumimos que f uma fung¢do continua em [0, max{a, b}|.

Resolucao:

Vamos procurar uma solug¢do do problema na forma u(x,y) = v(z,y) + w(x,y), onde v(z,y)
é solucdo de
Ugz + Vyy = 0
v(z,0) =v(x,b) =0 e v(0,y)=0 (17)
v(a,y) = f(y)

e w(z,y) é solugdo de

Wgg + Wyy = 0
w(0,y) =w(a,y) =0 e w(x,0)=0 (18)
w(:n, b) - f(iL‘)

O dominio de ambos os problemas é dado por z € [0,a] e y € [0,].

Vamos comegar por resolver (17) considerando para ja a equacdo diferencial (de Laplace) e
todas as condicoes de fronteira nulas. Ou seja, vamos usar o método de separacdo de variaveis
para obter solugdes nao nulas do problema homogéneo

{vm + Uyy =0

v(x,0) = v(z,b) = v(0,y) =0 (19)

onde x € [0,a] e y € [0,b]. Vamos entdo procurar solugdes da forma u(x,t) = X(x)Y (y).
Substituindo na equacdo de Laplace,

_ " _ 1 X”(l’) . Y”(y)
Upz = —Uyy & X ()Y (y) =-X(@)Y"(y) <« Xz YW

fungdo sé de x fungdo s6 de y

A Unica forma de a igualdade (entre fungdes de varidveis = € ]0,a] e y € ]0, b] independentes)
se verificar é que ambos os membros da igualdade sejam iguais a uma mesma constante. Nesta
altura, podemos antever que o problema de valores préprios serd em Y (y) pois, de acordo com
(19), este terd duas condigdes de fronteira nulas enquanto o problema em X (z) sé terd uma.
Como tal, colocamos o sinal negativo no primeiro membro.

X'() _ Y'(y)

X@) - Y

O leitor podera verificar que se tivéssemos deixado o sinal onde estava, irlamos obter um
problema de valores préprios (ligeiramente) diferente daquele cujo resultado pretendemos usar.
Assim, para todo A € R

Y//

X//
— =—-X e =

X Y
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Quanto as condi¢cdes de fronteira em y = 0 e y = b, tem-se que
v(z,0)=0 = X@Y0)=0 = X@x)=0 VvV Y(0)=0

Dado que X (z) = 0 implica que a solugdo v(z, y) seja identicamente nula (que ndo pretendemos
obter aqui), consideramos apenas Y (0) = 0. Da mesma forma (dado que pretendemos calcular
solugdes ndo nulas)

v(z, ) =0 = Y()=0

e, também,
v(0,y) =0 = X0)Y(y)=0 = X(0)=0.

Obtivémos assim dois problemas para resolver:

X"+ XX =0 Y'Y =0
(1) { X(0) =0, (P2) { Y (0) = Y (b) = 0.

(P2) Trata-se de um problema de valores préprios para a equacdo Y — \Y = 0 com condi¢des
de fronteira de Dirichlet, no dominio dado por y € [0,b]. Assim, para cada n € N, os valores
proprios sao

2,2
nem
Ap = —
b2
a cada um dos quas corresponde a func3o propria
nmw
Y, (y) = sen Ty

(P1) Trata.se de uma equagdo de segunda ordem com uma condigdo inicial. Nota-se que as
solu¢Bes deste problema sé sdo relevantes para os casos em que A é valor préprio de (P2).
Vamos entdo resolver a equagdo (para cada n € N):

) )
n T _ 5 nem .
X" — 72 X=0 & (D— 72 )X—O.

A sua solugdo geral é

nmTx nmTx

X(z)=Ae s +Be b, A, BeR.

Para resolver a equagao de Laplace é conveniente escrever esta solucdo solucao em termos das

fungdes hiperbdlicas sh 7, ch “7= — que sdo ambas combinagdes lineares das exponenciais

nwT nwT

_nmx = ~ 2.2
e b ee b e, porisso, foram uma outra base do espaco de solucdes de (D2 — 57 )X = 0.
Assim sendo:

X(x)zcsh?—{—dchn—zx, c,d € R.

Dado que X (0) = 0 tem-se que d = 0 e a solugdo de (P1), para cadan € N, é

X,(z) = sh ?
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(a menos de combinagdo linear). Entdo, para cada n € N

Un(xa y) = Xn(x)Yn(y) = sen T sh ﬂlf

é solugdo de (19). Formalmente

ZX chsen 7ry ml:x

é solugdo de (19). Para concluir o célculo da solu¢do de (17), hd que determinar as constantes
¢, de modo a que

v(ay) = f) & Y cashosen L = f(y) Vye o,

Tem-se entdo que os valores c,sh “7% s3o os coeficientes da série de senos de f(y) em [0, ],

ou seja
CnSh / fy sen—

v(@,y) = ) cnsen nb sh sz’ com Cn = b oh nxa /0 fg)sen T Ly
n=1 b

e, como tal,

é a solugdo de (17).

Para resolver o problema (18), notamos que se trocarmos as varidveis = e y, este problema
transforma-se no problema (17) (desde que troquemos também os pardmetros a e b, pois a
partida 0 <z <ae0 <y <b). Isto decorre da simetria da equagdo de Laplace relativamente
as suas variaveis. Assim sendo, a solugdo de (18) é

nTr | Ny B 2 a nmwx
Zdnsen— h—= p com dn_ash”“b/o f(x)seanx
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