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[2,0 val] 1. (a) Sejay: I CR — R daforma y(t) = e*v(t), com v de classe C*(I). Mostre que
y// . 6y’ + 9y — €3tU”(t).

[5,0 val] (b) Resolva o problema de valor inicial

63t
y' — 6y + 9y = ey y(1) =0, /(1) = 0.

Solucao:

(a) Sendo y(t) = €e*v(t) com v de classe C?, basta calcular as derivadas de y para
verificar a igualdade. Assim

Y (t) = 3e”v(t) + e'(1),

' (t) = 93w (t) + 6e3v'(t) + e3v" (1),

pelo que se obtém

y' =6y + 9y =
= (9e*v(t) + 6e*v'(t) + €V (t)) — 6(3e’v(t) + €*v'(t)) + 9e*v(t) =

= e’ (t),

como se pede.

(b) Trata-se duma equagio linear de segunda ordem, ndo homogénea, que n3o pode ser
resolvida pelo método dos aniquiladores visto que o termo ndo homogéneo tem uma
poténcia negativa de ¢t a multiplicar pela exponencial. Poder-se-ia, claro, resolver este
problema pela férmula da variacdo das constantes, com recurso a matriz Wronskiana.
Mas usando a alinea anterior, a resolucao pode ser feita de forma bem mais simples.
Em primeiro lugar, observamos que, tratando-se duma equagdo linear ndao ho-
mogénea, a sua solucdo geral é igual a soma de uma solugdo particular nao ho-
mogénea com o espa¢o vetorial das solugdes homogéneas (neste caso de dimens3o
2, por se tratar duma equagdo de segunda ordem).

Y(t) = yn(t) + Ypart(t)-



[4,0 val]

O espacgo vetorial das solugdes homogéneas obtém-se pelas combinagdes lineares
arbitrarias de duas solugdes linearmente independentes - uma base do espaco das
solucdes - de

Yy, — 6y, + 9y, =0 < (D* —6D + 9y, =0 < (D — 3)2y, = 0.

Conclui-se assim que 3 é uma raiz de multiplicadade algébrica dupla do polinémio
caracteristico, ou seja, do operador diferencial linear, pelo que as duas solucdes
homogéneas linearmente independentes s3o €3 e te® donde

yn(t) = cre® + cote™, c1,c0 € R,

Por outro lado, uma solugdo particular nao homogénea pode ser obtida com recurso
3 alinea anterior. Com efeito, sabemos que se y for da forma y(t) = e3'v(t) entdo
satisfaz a equagdo

y// . 6y’ + 9y — €3tU”(t).

Neste caso, temos que o termo n3o homogéneo da nossa equacdo é €' /t3 pelo que,
portanto, queremos encontrar uma fungio v tal que v”(¢t) = 1/t3. Primitivando
duas vezes, e fazendo as constantes de primitivagdo nulas, obtemos v/(t) = —1/2t>
e v(t) = 1/2t. Concluimos, portanto, que

e3t

ypart<t) = gv
é uma solugdo particular do problema ndo homogéneo, e que a solugao geral é
, L, et
y(t) 2016t+02t6t+2—t, c1,c € R
Resta, finalmente, acertar as condicdes iniciais do problema. Para isso

3
y(1) = 0<:>C1€3+C2€3+€_ =0,

2
€ 3 3 3
y'(1) = 0 & 3cie’ + deze® + % = % =0,
as quais, resolvendo em ordem a ¢; e ¢, ddo ¢; = —1, ¢ = 1/2 chegando-se,

portanto, a solugdo (tnica) do problema de valor inicial

te¥ e (t—1)
He 3ty & V73 8t
i) = -+ 5+ 5 T

2. Considere o sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem e coeficientes
constantes

¥=y+et
Yy =—x—2y—et

2 =21 — 2+ 2te !

(a) Verifique que a exponencial matricial associada a parte homogénea do sistema é dada



por
(1+t)e te”" 0
—te™t (1—t)et 0
(12 +2t)et  t2et et

[4,0 val] (b) Determine uma solugdo particular do sistema ndo homogéneo.

Solucao:

(a) Pede-se apenas para verificar que a matriz dada é a exponencial matricial da parte
homogénea do sistema. Este, na forma matricial, pode ser escrito como

g | =@ 0 1 0 x(t) et
| v | =|-1-20 y(t) |+ | —e' |,
(t) 2 0 1 2(t) et
pelo que o objetivo é mostrar que a matriz dada é e, com
0 1 0
A= -1 =2 0
2 0 -1

Relembramos que para verificar que uma matriz é a exponencial ha que verificar
que ela é a (Unica) solugdo matricial principal em ty = 0, ou seja, que satisfaz
LYo=0(t) = AY;—o(t), e que em ¢ = 0 se tem Y;,_o(0) = I. Chamemos entdo Y (t)
a matriz dada
(1+t)et te™t 0
Y(t) = —te™! (1—t)et 0
(2 +2t)et et et

Para comegar, é imediato que Y'(0) = I. Resta provar que £Y (t) = AY (t). Assim,
—te™? (1—t)e™ 0

Ayw=| t=1et (-2t 0
(2 —t¥)et (2t —t*)et —e!

d
dt

Por outro lado

(1+t)e te”! 0
AY (t) = —te™" (1—t)e™ 0
i t2 + 2t)e et et
i —te*t (1
= | (t-Det (t- > o
| (2—t%)e (2t — ) —e!

Est4 portanto verificado que 4V (¢) = AY(t), e que, portanto, Y (t) = e

(b) Com a matriz exponencial dada, basta simplesmente usar a formula da variacdo das
constantes para encontrar uma solucao particular nao homogénea.

yo(t) = et / e~ Ah(1)dt.



[5,0 val]

Comecamos por calcular e=4*b(t),

(1—1t)et —te! 0 et 1
e b(t) = te! (1+t)e" 0 —et | = -1
(12 —2t)e!  t%et ¢ 2te™t 0
e portanto
(1+t)e te™t 0 ] 1

(t2 4+ 2t)e™t  t2e7t et

(1+t)et te™? 0
= —te™? (I—=t)e® 0
(B2 +2t)e™t  t2e7t et

et / e Mb(t)dt = —te7t  (1—t)et 0 / —1 | dt

3. Considere a equagao do calor em duas dimensdes espaciais, num disco de raio unitdrio

2%+ 1y? < 1, com condicdes de fronteira de Dirichlet homogéneas, escrita em coordenadas
polares para u(r,6,t) como

b, (Pu 1ou 1o
ot - or2  ror 12062

uw(1,0,t) =0, emr=1.

Usando o método de separagdo de varidveis, ou seja, assumindo solu¢des da forma u(r, 0,t) =
R(r)©(0)T(t), escreva as equagdes diferenciais ordinarias resultantes para R(r), ©(0), e
T(t), escrevendo também as condicBes de fronteira homogéneas que devem ser impostas
as fungdes espaciais R(r) e ©(0).

Solugdo: Procuram-se, por separagdo de varidveis, solugdes da forma wu(r,0,t) =
R(r)©(0)T(t) as quais, substituindo na equagio, levam a

R(r)©O0)T'(t) = « <R”(r)@(9)T(t) + %R’(r)@(Q)T(t) + %R(r)@”(@)T(t)) :

Visto que procuramos solu¢des ndo identicamente nulas, dividimos toda a equagdo por
R(r)©(0)T(t) obtendo

T (R'0) 1R(G) | 10)
() (R(r)*rR(r)*r? @(9))‘

Tendo em conta que do lado esquerdo da igualdade temos apenas uma funcdo de ¢ e do
lado direito uma fun¢do de (r, ) conclui-se que a igualdade sé é possivel se ambos forem
iguais a uma mesma constante, que designaremos por \j,

T'(t) L R'(r) 1R(r) 1 ©"(0)
() A1“:“(1%(74) "R T e )




donde se pode desde ja concluir que a fun¢do T'(t) tem de satisfazer a equagdo
Quanto as restantes fungdes R(r) e ©() temos

R 1RG)  1676)\
“(R&)*rR@)*r?@@)) &

e separamos agora as variaveis r e  fazendo

R'(r)  R'(r)  ©'(9) R'(r)  R'(r)
2 =i\ & 12 — 2N =—
"R TR Tee T R TR T 6w
e aqui voltamos a ter uma funcao apenas de r do lado esquerdo da igualdade, enquanto
do lado direito uma apenas de 6, pelo que ambas terdo de ser iguais a uma segunda
constante, digamos A\,

R RO) L, O)
R(r) o 0 A1 = Ao @(Q)a

e daqui obtemos as duas restantes EDOs de segunda ordem, para R(r) e O(6)

TzR”(T) T,R/(T) _ 2 2R (r R — (12 r) —
R(’/’) = R(T) M+ A& 'R ( )+ R( ) ( )\1+)\2)R( ) O,

0"(0) = —X,0(0).

Faltam, finalmente, as condigdes de fronteira homogéneas, para R(r) e ©(f), observando
que cada uma das correspondentes EDOs é de segunda ordem, pelo que s3o precisas duas
condi¢Bes para cada uma destas fun¢des. Para ©(6), que descreve a variagdo angular da
funcao espacial, ha que impor periodicidade em 6. Pelo que as respetivas condicoes sao

0(0)=027) < 0((0)—6(27)=0 e ©(0)=0'(2r) < 6'(0) — O'(21) = 0.

Para a fungdo radial R(r), impde-se a condi¢do de fronteira de Dirichlet nula em r = 1
sendo a segunda condicdo, a que garante a diferenciabilidade da solucao na origem que,
para uma fun¢ao radial obriga, necessariamente a derivada a anular-se. Portanto

R(0)=0 e R(1)=0.



