[6,0 val]

DM
DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA
TECNICO LISBOA

Calculo Diferencial e Integral - Il
12 Semestre 2023/2024
22 TESTE - VERSAO B

30 DE NOVEMBRO DE 2023
Cursos: LMAC E LEFT

1. Resolva o problema de valor inicial

dy  ysent
dt  cost

g®),  y(0) =2,

em que a fungdo g :] — 7/2, +00|— R é dada por

t—1
(—t> se t<1,
cos
g(t) =
0 se t>1.

Solugao: Trata-se dum problema de valor inicial para uma equagdo linear ndo homogénea,
cujo intervalo maximo de definicdo é simplesmente ditado pelo maximo intervalo de tempo

de definicdo dos coeficientes do lado direito da equacdo, em torno da condicdo inicial, ou

seja, t €] — m/2,7/2[. Evidentemente o coeficiente a(t) = 32t = tant e o termo ndo

homogéneo, ¢(t), sdo fun¢Bes continuas neste intervalo, pelo que o problema de valor
inicial tem com certeza solucdo unica, pela teria de resolucdo de EDOs escalares lineares.

Visto que a funcdo g tem uma expressao definida por ramos, comecamos pelo ramo que
inclui o instante de tempo inicial ¢y = 0, ou seja, para t €] — 7/2,1[. A equagdo é, neste
intervalo, dada por

dy ysent (t—1)

dt  cost cost
Como habitualmente, passamos o termo em y para o lado esquerdo da equacdo e
multiplicamo-la por um fator integrante p(t) # 0

dy (t)ysent ) (t—1)

t
i )dt cost cost ’

de forma a escrever o lado esquerdo como uma derivada um produto

d(u®)y(t))
dt

dy du
= u(t)=2 + Lyt
)=+ —y(t),

ou seja, tal que pu satisfaz a EDO linear homogénea

dp sent

— e
dt u()cost’



donde

sent

u(t) = eI i dt = 1803 — cost.
(Observe-se que no intervalo em questdo, t €] — /2, 1], a fungdo cost € positiva.)

Assim, tem-se entao

d(cost y(t))
dt

d(cost y(t))

= g(t) cost <
g(t) cos o

—¢—1,

e agora integrando desde o instante inicial ty = 0 até qualquer outro t €] — w/2,1],
obtém-se

/ Mds:/ (s—l)ds(:)y(t)cost—y(()):ﬁ—t,

to=0 ds to=0 2

concluindo-se que

para t €] — /2, 1].

Finalmente, para ¢t > 1 a equagdo torna-se homogénea, visto que g(t) = 0 para t €
[1,7/2[. E como a solugdo é garantidamente de classe C' no seu intervalo méximo de
defini¢do t €|m /2, 7/2[ é, em particular, continua no ponto ¢t = 1 que podemos considerar
como condi¢do inicial para o ramo homogéneo t > 1 da equagao. O valor que a solugdo
ai toma é obtido pelo ramo ja calculado, da parte ndo homogénea, para t < 1, ou seja,

y(]‘> = hmt_ﬂ* y(t) = Colsl (2 + % - 1) = ZCisl’

Agora, a solugdo do problema de valor inicial homogéneo

dy ysent 3
Sl 1) =
dt cost ’ y(1)

- 2cos1’

é simplesmente dado por

y(t) = Cel St dt = Celoaleost) — i
cost’
com C' a satisfazer
(1) = c 3
Y= cos1 ™~ 2cos1’
ou seja, C' = 3/2.
Obtemos assim a solucdo y :| — 7/2,7/2[— R, de classe C*, dada por
= 2+ £ t t<1
- — se
cost 2 ’

y(t) =

-3 se t>1.

2cost



2. Seja a(x) uma fun¢do real diferenciavel e considere a equagdo diferencial ordinéria

dy
2 —2y)— = 0.
o(a)y + (ra(x) - 25) 2
[3,0 val] (a) Determine a forma geral de «(z) para que a equagdo seja exata.
[4,0 val] (b) Para a(z) = = determine a solu¢io do problema de valor inicial y(—2) =2 — V3 e

indique o seu intervalo maximo de definicao.

Solucao:

()

Para que a equagdo seja exata, o campo vetorial (2a(x)y, za(x) — 2y) tem de ser
necessariamente fechado, ou seja,
9(2a(z)y) _ O(za(z) —2y)

dy B or = 2a(z) = a(z) + zd/(x) = o/ (z) =

afz),

tratando-se portanto duma equagdo linear homogénea para a(x) cuja solugdo geral
. 1

é a(x) = Cel = = Cx, para qualquer C' € R.

Em sentido inverso, testando a(z) = Cwx, verifica-se que o campo vetorial
(2Czy, Cz*—2y) é C°° em R?, que é um dominio simplesmente conexo, e é fechado,
pelo que tera com certeza um potencial escalar e a equacao € por isso exata.

O caso a(x) = x corresponde a C' = 1, na familia geral de fungdes a(x) da alinea
anterior. Assim, temos a certeza de poder encontrar um potencial ®(x,y) tal que

o ,
— = i
7y, =T =2

ox

Primitivando a primeira destas equacdes em ordem a x obtemos

®(z,y) = 2%y + c(y),

em que ¢(y) é uma fungdo apenas de y. Substituindo este ® ja parcialmente encon-
trado, na segunda equag¢do do potencial

0P
=~ =22 -2y =’ +(y) =22 —2y=C(y) = 2 = cly) = -y’ +c

O potencial é assim ®(z,y) = 2%y — 3> + ¢, e a solugdo geral na forma implicita
2y —y*+c=0.
Pela condicdo inicial obtemos agora o valor de c,
2y —ye+c=0c(-22(2-V3) - (2-V3)2+c=0&c=—1.

e a confirmacdo de que o teorema da funcdo implicita garante a existéncia duma
solucdo diferencidvel (nica, numa vizinhanca dessa condicdo inicial, visto que
‘g—‘i(:co,yo) =22 — 2y = (=2)®2 — 2(2 — V/3) = 2v/3 # 0. Esta solucdo pode,
na verdade, obter-se explicitamente, visto que a equacdo cartesiana implicita é um
polinémio de segundo grau em y

2+t —4

Py - —1=0y= 5



A condic3o inicial, por fim, determina que se escolha a solucio com o sinal — na
férmula resolvente, pelo que

e o intervalo maximo de definicio corresponde 3 condicdo z* — 4 > 0, ou seja,
z €] — 00, —v2[U]V/2, +00| que, novamente pelo instante inicial ser zo = —2,
corresponde ao intervalo | — oo, —v/2].

3. Considere o problema de Cauchy

[2,0 val] (a)
[2,0 val] (b)
[3,0 val] (c)

3+ cosy
= 1)=1.
R
Determine as duas primeiras iteragdes de Picard, yo(t) e y1(¢), t € R.
Justifique a existéncia e unicidade local de solucdo deste problema de valor inicial.

Usando um argumento de comparacdo, prove que a solucao estd definida para todo
ote[l,+o0

Solucao:

(a)

A iteracdo yy(t) de Picard é simplesmente a fun¢do constante igual a condi¢do inicial,
ou seja, yo(t) = 1. A iteragdo seguinte, y;(t) ja resulta da aplicagdo da iteracdo yo(t)
ao lado direito da equacao, e a correspondente integracao a partir do instante inicial

t t
3+ cosyo(s) 3+ cosl
(1) :y0+/ ————ds =1+ S s
to=1 82 =+ y8(5> to=1 82 =+ 1

=14 (3+ cos1)(arctant — arctan 1) = 1 + (3 + cos 1)(arctant — 7/4).

A funcao que define a equacao

3+ cosy

ty) =
f(t,y) T

é evidentemente C™ no seu dominio R? \ {(0,0)}, por ser a soma e quociente de
fungdes infinitamente diferencidveis, a excecao do ponto onde o denominador se
anula. Em particular é continua em (¢,y) e localmente lipschitziana na varidvel y
neste dominio, onde se encontra a condi¢do inicial (¢g,40) = (1,1). Pelo teorema de
Picard-Lindelof conclui-se assim que existe, e é Uinica, uma soluc3o local do problema
de valor inicial, numa vizinhanga ¢ €]1 — ¢,1 + €] do instante inicial t, = 1, para
algum ¢ > 0.

A solugdo, que provamos que existe, e é Unica, na alinea b), é prolongdvel a um
intervalo maximo de existéncia com o seu gréfico no dominio R? \ {(0,0)}, tendo,
portanto, sé as seguintes alternativas para t > 1: ou explodir lim; ,7- y(t) = £oo



em tempo finito, para algum ¢ < T < +o0, ou existir até tempo infinito. Parat > 1,
tém-se evidentemente as duas seguintes desigualdades

34+cosy 10
— —=0
2ty oy

donde a nossa solucao encontra-se necessariamente acima da solucio de

y =0, y)=1,
ou seja, encontra-se acima da constante 1. E encontra-se abaixo da solu¢do de

10

!

¥y =—, y(1) =1,
y2

que é uma equacao separavel, com solucao

Ld(y(t)?

da
t d 3 t
@/ Mds=/ 30ds & y(t)® — 1 = 30(t — 1),
to=1 dS to=1

ou seja
1 <y(t) < v/1430(t—1),

para todo o ¢ € [1,400], pelo que se conclui que y(t) ndo explode para o futuro da
sua condicdo inicial ty e que o seu intervalo maximo de defini¢do futuro é [1, +oc|.



