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Resolucao
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O raio de convergéncia é r = el 1. A série diverge para
x = %1, porque o seu termo geral nao tende para zero. Para |z| < 1 a
soma da série é 22/(1 — x).

O raio de convergéncia é r = = 1. A série é absoluta-

1
limsup(1/ ¥/n)3/2
mente convergente para ¥ = +1, porque a série de Dirichlet ) n3—1/2

converge.

Como |f| <1, —1 é minorante e 1 é majorante de f.

Como a sucessao (f(x,)) é limitada, o Teorema de Bolzano-Weierstrass
garante esta sucessao tem uma subsucessao, (f(z,,)), convergente. A
sucessao pretendida é a sucessao (zy, ).

Como f é majorada, o Axioma do Supremo garante que f tem supremo
real. Como —f é majorada, visto ser f minorada, f tem infimo.
limjg| o0 f(2) = 0, porque limjg| .o e*" = 0 e a funcao seno é limitada.
f(—z) = e " sin(sin(sin(—z))) = e*" sin(sin(— sin z))

= e %" sin(—sin(sinz)) = —e~* sin(sin(sinz)) = —f(z) pelo que f é
impar.



Resolucao do exame de AMI - 31.1.02 2

f) Como f nao é identicamente nula e é fmpar, existe um z, tal que
f(xo) > 0. Como limjg|—e f(x) = 0, existe um L > 0 tal que f(z) <
f(zo) para |z| > L. Como f é continua, o Teorema de Weierstrass
garante que f tem méaximo M em [—L, L]. O valor M é o méximo de
fem R e, como f éimpar, o valor —M é o minimo de f em R.

4. Seja P(n) a proposicao a férmula dada no enunciado € vdlida para o natu-

0 0
raln—1 e o natural n. Verifiquemos P(1). uy = \/ig [(%) — (%5) } =
75 2

n € Ny, P(n) = P(n+1). Se a férmula do enunciado é vélida para o natural
n — 1 e o natural n, entao

1 1
Deu == {(M) — (%g) = 1. Verifiquemos agora que, para todo o
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Portanto, a férmula do enunciado é vélida (por hip6tese para o natural n e)
para o natural n + 1, o que estabelece P(n + 1).

5.

a) Seja x €la,o00[. Apliquemos o Teorema de Lagrange a f no intervalo
[a, z]. Existe ¢ €]a, z[ tal que

f(z) = f(a)
T—a
Logo, f(z) = m(z — a) + f(a).

b) Seja f : RT — R definida por f(z) = %j’j) Esta funcao é diferencidvel
elim, .o f(z) =0. Como f'(z) = —Sinr(—f)+2 cos(z?), f’ nao tem limite
em oo.

c) Se lim, . f'(z) > 0, entdo existem ¢ > 0 e a > 0 tal que f' > €
em Ja,00[. Pela alinea a), f(z) > e(x — a) + f(a) para x em [a, 0],
o que implica que lim, .., f(z) = +00. O mesmo argumento permite
provar que se lim, . f'(z) < 0, entdo lim, .. f(z) = —oo. Logo
lim, . f'(x) =0.

= f'(c) = m.
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d)

O argumento na prova da alinea a) mostra que se lim, ., f"(z) >
0, entao lim, . f'(z) = 4+00. Do resultado da alinea a) conclui-se
entdo que lim, . f(x) = 4+00. Isto contradiz lim, .. f(z) = 0. De
modo andlogo, lim, ., f”(x) < 0 implica lim, .., f(x) = —oo. Logo,
lim, ., f"(z) = 0.

Como lim, ., f(z) = 0, existe b > a tal que f(b) < f(a). Pelo Teorema
de Lagrange, existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) < 0. Se, por contradigao, fosse
f"(z) <0 para todo o x > a, entdo, para = > ¢, f'(x) < f'(¢) < 0. A
prova da alinea a) garantiria que f(r) — —oo quando z — 0o, 0 que é
impossivel porque, por hipétese, lim, ., f(x) = 0.



