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Duração: 3 horas
Apresente os cálculos

1. Considere S = {x ∈ IR \ {0} : x ≤ 1
x
}.

a) Represente S na recta real. (1.5)
b) Identifique, caso existam em IR, inf S, min S, max S e sup S. (1)

c) Dê um exemplo de uma sucessão de termos em S que seja

• estritamente decrescente, com limite em S; (0.5)

• estritamente decrescente, com limite no complementar de S; (0.5)

• estritamente decrescente e divergente; (0.5)

• de Cauchy; (1)

• não monótona, de Cauchy, com limite no complementar de S. (1)

2. Considere a sucessão (xn) definida por recorrência:{
x1 = 0,

xn = xn−1+2
3

.

a) Prove por indução matemática que xn ≤ 1. (1)
b) Prove que (xn) é crescente. (1)

c) A sucessão (xn) é convergente. Justifique. (1)

d) Calcule, justificando, o limite de (xn). (1)

3. Classifique as seguintes séries quanto à convergência:

a)
∑∞

n=1
1

n2+1
; (1)

b)
∑∞

n=1 cos
(

1
n

)
; (1)

c)
∑∞

n=1(−1)n 1
n
; (1)

d)
∑∞

n=1
nn

πnn!
. (1)

4. Seja f : IR → IR uma função duas vezes diferenciável com f ′ > 0. Seja
ainda ϕ : IR → IR, definida por ϕ(x) = f(arctan x2).

a) Determine o domı́nio de diferenciabilidade de ϕ, calcule ϕ′ e mostre (2)
que ϕ tem um mı́nimo absoluto em 0.

b) Mostre que ϕ′′(1) + ϕ′(1) = f ′′(π
4
). (1.5)
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5. Seja f : [0, +∞[→ IR cont́ınua, com derivada cont́ınua em ]0, +∞[, tal que
f(0) = 0, f(1) = 1 e limx→+∞ f(x) = 0.

a) Prove que ∃c∈]0,1[ f ′(c) = 1. (0.5)
b) Prove que f ′(]0, +∞[) ⊃ [0, 1]. (1)

c) Prove que ∃cn→+∞ f ′(cn) → 0. (1)


