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Secção de Álgebra e Análise
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Resolução abreviada

1. Considere o conjunto(3 val.)

V = {(x, y, z) ∈ R
3 : x + y < 1 ; 0 < z < 1 + x + y ; x > 0 ; y > 0}.

Calcule o volume de V usando um integral iterado da forma
∫

(
∫

(
∫

dz)dy)dx.

Resolução:

vol3(V ) =

∫

1

0

(
∫

1−x

0

(
∫

1+x+y

0

dz

)

dy

)

dx =
5

6
.

2. Use a mudança de variáveis u = x + y ; v = y − x3 para calcular a massa do conjunto(3 val.)

D = {(x, y) ∈ R
2 : 1 < x + y < 2 ; 0 < y − x3 < 1},

cuja densidade de massa é a função σ(x, y) = 1 + 3x2.

Resolução: Sendo o Jacobiano da mudança de variáveis (x, y) 7→ (u, v) dado por 1+3x2,

o Jacobiano da mudança (u, v) 7→ (x, y) será dado por
1

1 + 3x2(u, v)
e, portanto,

M =

∫

D

σ =

∫

2

1

(
∫

1

0

dv

)

du = 1.

3. Calcule a área da superf́ıcie S = {(x, y, z) ∈ R
3 : z = x2 + y2 ; x > 0 ; y > 0 ; z < 1}.(3 val.)

Resolução: Considere-se a parametrização

g(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sen θ, ρ2) ; 0 < ρ < 1 ; 0 < θ <
π

2
.

Sendo

Dρg(ρ, θ) = (cos θ, sen θ, 2ρ)

Dθg(ρ, θ) = (−ρ sen θ, ρ cos θ, 0),

temos

‖Dρg × Dθg‖ = ρ
√

4ρ2 + 1

e, portanto,

vol2(S) =

∫

1

0

∫ π/2

0

ρ
√

4ρ2 + 1dθdρ =
π

24

(

53/2 − 1
)

.



4. Considere o campo F (x, y, z) = (exy cos z, x2z, xy) e as superf́ıcies

M ={(x, y, z) ∈ R
3, x2 + y2 + z2 = 1, x > 0}

N ={(x, y, z) ∈ R
3 : x = 0 ; y2 + z2 < 1},

orientadas com normais com primeira componente positiva.
a) Calcule o fluxo do rotacional de F através de N, usando o teorema de Stokes. (3 val.)

Resolução: Sendo ν = (1, 0, 0) a normal em N, o fluxo do rotacional de F em N será
dado pela circulação de F no bordo de N no sentido dado pelo caminho

γ(T ) = (0, cos t, sen t) ; 0 ≤ t ≤ 2π

e, portanto,
∫∫

N

rotF · ν =

∮

∂N

F · dγ =

∫

2π

0

(cos(sen t), 0, 0) · (0,− sen t, cos t)dt = 0.

b) Mostre que o fluxo do rotacional de F em M é igual ao fluxo do rotacional de F em N. (1 val.)

Resolução: Sendo o bordo de M o mesmo que o bordo de N, temos
∫∫

M

rotF · ν =

∮

∂M

F · dγ =

∮

∂N

F · dγ =

∫∫

N

rotF · ν.

5. Considere a superf́ıcie M = {(x, y, z) ∈ R
3 ; x2 + y2 + z2 = 1 ; z > 0} e o campo vectorial (3 val.)

F (x, y, z) =

(

z2x ,
1

3
y3 − tan(z) , x2z + 3

)

.

Use o teorema da divergência para calcular o fluxo de F através de M segundo a normal
com terceira componente positiva.

Resolução: Considerem-se os conjuntos

V = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 < 1 ; z > 0}

e

B = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 < 1 ; z = 0}.

Dado que divF = x2 + y2 + z2 e F · ν = −3, em B, pelo teorema da divergência, temos
∫∫

M

F · ν =

∫∫∫

V

divF −

∫∫

B

F · ν

=

∫

2π

0

∫ π/2

0

∫

1

0

r4 sen φdrdφdθ + 3π =
17π
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6. Seja f : R
2 → R uma função de classe C2 tal que ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 = 0. Mostre que o trabalho de (1 val.)

F = (∂f
∂y

,−∂f
∂x

) ao longo da circunferência centrada na origem e de raio igual a um é nulo.

Resolução: Aplicando o teorema de Green ao campo F no ćırculo de raio igual a um e
centro na origem, obtemos

∮

C

F · dγ =

∫∫

D

(

∂F2

∂x
−

∂F1

∂y

)

dxdy =

∫∫

D

(

−
∂2f

∂x2
−

∂2f

∂y2

)

dxdy = 0,

em que D é o ćırculo e C a respectiva fronteira.

7. Seja u : R
2 → R uma função cont́ınua, Bρ =

{

(x, y) ∈ R
2, ||(x, y)|| ≤ ρ

}

com 0 < ρ ≤ 1,(3 val.)
e considere a função

I(ρ) =
1

ρ

∫

∂Bρ

u.

Mostre que
lim
ρ→0

I(ρ) = 2πu(0, 0).

Resolução: Dado que ∂Bρ é a circunferência de raio ρ e centrada na origem, temos

I(ρ) =

∫

2π

0

u(ρ cos t, ρ sen t)dt.

Sabendo que u é uma função cont́ınua, existem t ∈ [0, 2π] e t ∈ [0, 2π] tais

u(ρ cos t, ρ sen t) = min
0≤t≤2π

u(ρ cos t, ρ sen t)

u(ρ cos t, ρ sen t) = max
0≤t≤2π

u(ρ cos t, ρ sen t)

e, portanto,
2πu(ρ cos t, ρ sen t) ≤ I(ρ) ≤ 2πu(ρ cos t, ρ sen t),

ou seja,
lim
ρ→0

I(ρ) = 2πu(0, 0).


