Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
TODOS 0S CURSOS EXECEPTO LEAMB, LEMAT, LQ, MEBIOL, MEQ,
TESTE 2 — 15 DE DEZEMBRO DE 2007,
DURACAO: 90 MINUTOS

Resolucao abreviada
(3 val.) 1. Considere o conjunto
V={(z,y,2) eR¥*:24+y<1;0<z<l+aty;z>0;y>0}
Calcule o volume de V' usando um integral iterado da forma [( [ ([ dz)dy)dzx.

Resolucao:
1 11—z 1+x+y 5
vol (V) = / </ </ dz) dy) dr = —.
0 0 0 6

(3 val.) 2. Use a mudanca de varidveis u = = + y; v = y — 2° para calcular a massa do conjunto
D={(z,y)eR*:1<a+y<2;0<y—2° <1},
cuja densidade de massa é a funcdo o(z,y) = 1 + 32°.

Resolucdo: Sendo o Jacobiano da mudanca de varidveis (z,y) — (u,v) dado por 1+ 322,

o Jacobiano da mudan¢a (u,v) — (z,y) serd dado por e, portanto,

1+ 3x%(u,v)

M:/Da:/12(/01dv)du:1.

(3 val.) 3. Calcule a drea da superficie S = {(z,y,2) ER*: z =2 +9*; 2 >0;y > 0; 2 < 1}.

Resolucao: Considere-se a parametrizacao

g(p,0) = (pcosB,psend, p?); 0<p<1l:0<6< g

Sendo
D,g(p,0) = (cosb,senb, 2p)
Dyg(p,0) = (—psenb, pcosb,0),
temos
1Dpg % Dogll = pv/4p* + 1
e, portanto,

1 w/2
voly(S) = / / P\ 4p? + 1dOdp = ;—4 (5% —1).
0 Jo



4. Considere o campo F(x,y,z) = (e™ cos z, 2%z, xy) e as superficies
M ={(v,y,2) €R®, 2> +y*+ 2> =1, = > 0}
N ={(z,y,2) €R* 12 =0; y* + 2% < 1},

orientadas com normais com primeira componente positiva.
a) Calcule o fluxo do rotacional de F' através de NN, usando o teorema de Stokes. (3 val.)

Resolucgao: Sendo v = (1,0,0) a normal em N, o fluxo do rotacional de F' em N sera
dado pela circulagdo de F' no bordo de N no sentido dado pelo caminho

v(T) = (0,cost,sent); 0<t<27

e, portanto,

2m
// rotF - v = % F.dy= / (cos(sent),0,0) - (0, —sent, cost)dt = 0.
N N 0

b) Mostre que o fluxo do rotacional de F' em M é igual ao fluxo do rotacional de F'em N. (1 val.)

Resolucdo: Sendo o bordo de M o mesmo que o bordo de N, temos
// rotF-y:f F-dfy:% F~d'y://rotF-1/.
M oM ON N

5. Considere a superficie M = {(z,y,2) € R¥; 2 + y? + 22 =1; 2 > 0} e o campo vectorial (3 val.)

1
F(:ana Z) = (ZQxa gy?’ — tan(Z) 7$22 + 3) .

Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F' através de M segundo a normal
com terceira componente positiva.

Resolucao: Considerem-se os conjuntos

V={(z,y,2) eR*: 2 + 9 + 22 < 1; 2 > 0}

B={(x,y,2) eR*:2* +9y* < 1; z=0}

Dado que divE = 22+ y? + 22 e F'-v = —3, em B, pelo teorema da divergéncia, temos

J[ e - ///VdivF—//BF.y

2 pw/2  pl 1
= / / / rtsen ¢pdrdodd + 3 = Lrm
0 0 0 b}



6. Seja f : R? — R uma funcio de classe C? tal que 142 oy 92 — (). Mostre que o trabalho de (1 val.

F= (ﬂ —ﬂ) ao longo da circunferéncia centrada na origem e de raio igual a um é nulo.
dy’ Ox

Resolucdo: Aplicando o teorema de Green ao campo F' no circulo de raio igual a um e
centro na origem, obtemos

fron= (- [] (545} o

em que D é o circulo e C' a respectiva fronteira.

(3 val.) 7. Seja u : R* — R uma funcdo continua, B, = {(z,y) € R?, ||(z,y)|| < p} com0 < p <1,

e considere a funcdo
1
I(p) = —/ u.
P JoB,

lim I(p) = 27u(0,0).
p—0

Mostre que

Resolucao: Dado que 0B, € a circunferéncia de raio p e centrada na origem, temos

2m
I(p):/ u(pcost, psent)dt.
0

Sabendo que u é uma fungdo continua, existem ¢ € [0,27] e ¢ € [0, 27] tais

u(pcost, psent) = Og&n u(pcost, psent)

u(pcost, psent) = Jmax u(pcost, psent)
e, portanto,
2ru(pcost, psent) < I(p) < 2mu(pcost, psent),

ou seja,
lim I(p) = 27u(0,0).

p—0



