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Apresente e justifique todos os calculos

Resolucao
1. Considere o conjunto
A={(z,y,2) €eR®: 22% +9* =3, 2+ 2y + z = 4}.
(2 val.) (a) Mostre que A é uma variedade e determine a respectiva dimens3o.

Resolucao:
Seja F(x,y,2) = (222 +y*> = 3,2+ 2y + 2 —4 = 0). A é o conjunto de nivel de
I correspondente ao valor 0. Temos,
| 4x 2y O
DF(QI,y,Z){ 1 2 1:|

A matriz sé ndo tem caracterisitica maxima (igual a 2) se z = y = 0, mas tais
pontos ndo pertencem a A. Logo, A é uma variedade-1.

(1 val) (b) Determine um vector ndo nulo tangente a A no ponto (1,1,1).
Resolucao:
Temos 490
DF(1,1,1) = { Lo }

Por exemplo, o vector (1, —2, 3) é perpendicular as duas linhas da matriz e é portanto
tangente a A em (1,1,1).

(2 val.) (c) Mostre que, numa vizinhanga aberta de (1,1,1), A pode ser descrito pelo gréfico
de uma funcdo de classe C?, na forma (z,2) = g(y). Determine ¢/(1).

Resolucao:

Temos
4 0

oF

det ——(1,1,1) = det =4#0.
¢ 8(m,z)< ) =de [1 1} 7

Pelo teorema da fungao implicita, concluimos que localmente A é um grafico da

forma (g1(v), v, 92(y)) onde g = (g1, g2) é uma funcdo de classe C'' definida numa

vizinhanca aberta de 1. Temos ainda nessa vizinhanga

d

d—yF(gl(y),y,gz(y)) =0,

pelo que Vg(1) = (—1/2,-3/2).



(2 val.) (d) Determine os pontos de A onde a fungdo h(z,y,z) = 4z + 2y atinge os valores
maximo e minimo.

Resolucao:
Usando multiplicadores de Lagrange, teremos que nesses pontos

202 +y2 -3 = 0,
r+2y+2—4 = 0,
(4,2,0) = Ai(42,2y,0) + Ao(L,2, 1).
As solugbes sdo a = (1,1,1) e b= (—1,—1,7). A é obtida pela intersecgdo de um
elipside com um plano e é compacta; como A(1,1,1) =6 > h(—1,—1,7) = —6
concluimos que a é o ponto de maximo e b o ponto de minimo.

(3 val.) 2. Considere o campo vectorial
43 2
G(z,y) = (—2 ty s +x) :

Calcule o trabalho de G ao longo do caminho a(t) = (2,1 +1t),t € [0, 1].
Resolucao:

Temos g = V¢, onde ¢(z,y) = log(z* +y?) +zy é de classe C' no dominio de G. Logo,

/G ~da = ¢(a(l)) — ¢(a(0)) = log(b) + 2 — log(1) — 0 = log(5) + 2.

3. Considere a superficie
S={(z,y,2) eER®:y=1—-Va2+220<y<1}.
(1 val.) (a) Calcule a area de S.

Resolucao:

Uma parametriza¢do para a superficie S é dada por g(p,0) = (pcos@,1—p, psend)
com0<p<leO<O<2m, logo a drea é dada por

2T 1 21 1
| [ vangoiongpoapan= [ [ Vapdpa = vox
0 0 0 0




(3 val.) (b) Calcule o fluxo do campo F(x,vy,2) = (2e¥xz,2* + 22,3 — 2%¢¥) através de S no
sentido da normal unitdria cuja segunda componente é positiva.

Resolucao:
Usando o Teorema da Divergéncia com

D={(r,y,2) R :y<1—-Va2+220<y<1}

/diVF:/ F-n,
D oD

onde n, denota a normal exterior a 9D. Como divF = 0e 9D = S UT, onde
T ={(z,y,2) e R®: 22 + 22 < 1,y = 0}, obtemos

2T 1
/F-ne:—/F-nT:/:B2+22d$dz:/ /TSdrdé’:E,
s T T o Jo 2

pois ny = (0, —1,0). Finalmente, como a normal unitdria cuja segunda componente

temos

é positiva é a normal exterior, concluimos que o resultado final é 3

(3 val.) 4. Utilizando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho do campo

T4z

H(x,y,2) = (senz + "™ xz + ¢, e cos z)

ao longo da circunferéncia C' dada pelas equacdes 22 + y?> = 4 e z = —1, percorrida no
sentido anti-hordrio quando vista por um observador colocado no ponto (0,0, 10).

Resolucao:

Considerando a superficie S dada por
S={(z,y,2) eER®: 2? + 9> < 4,2=—1}

temos 9S = C. Usando o Teorema de Stokes, obtemos

/H-dg:/rotH-n:/z:—érea(S):—47r,
c s s

pois rot H = (-, -, 2), a normal unitdria compativel com o sentido de C' é n = (0,0, 1)
ez=—1lem§S.



(3 val.) 5. Sejam M e N variedades-2 compactas em R? que n3o se intersectam. Mostre que se
p € M,q € N sao pontos onde a distancia entre M e N é minima, entao

(Tp]w)L = (TqN)L‘
Resolucao:

Seja p = (a,b,c) € R®. O quadrado da distancia a p ¢ a funcdo dada por d>(z,y,2) =
(r —a)*+ (y — b)*> + (2 — ¢)? cujo gradiente é 2(z — a,y — b,z — ¢) = 2(z,y, z) — 2p.
Do mesmo modo, se ¢ = (z,%,2) € R3, o quadrado da distancia a ¢ é a funcio dada
por d2(a,b,c) = (x —a)*+ (y —b)*>+ (2 — ¢)* cujo gradiente é —2(z —a,y — b,z —c¢) =
2(a,b,c) — 2q.

Suponhamos agora que p € M,q € N s3o pontos onde a distancia entre M e N é
minima. Como sabemos do estudo dos extremos condicionados, temos de ter entdo,
respectivamente,

V& (q) € (T,N)*, V(p) € (T,M)".

Logo,
0#p—qc (TPM)J_H(TqN)J_a

e como ambos os espagos normais tém dimens3o 1, isso implica que (T,M)* = (T,N)*.



(2 val.)
(1 val.)
(2 val.)

(2 val.)

(3 val.)

(1 val.)
(3 val.)

(3 val.)

(3 val.)
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1. Considere o conjunto
B={(z,y,2) € R¥: 2? +2y* = 3,0 + 2y + 22 = 5}.

(a) Mostre que B é uma variedade e determine a respectiva dimens&o.
(b) Determine um vector ndo nulo tangente a B no ponto (1,1,1).

(c) Mostre que, numa vizinhanga aberta de (1,1,1), B pode ser descrito pelo gréfico
de uma funcdo de classe C?, na forma (y, z) = h(z). Determine 1/(1).

(d) Determine os pontos de B onde a fun¢do g(z,y,z) = 2x + 4y atinge os valores
maximo e minimo.

2. Considere o campo vectorial

dx 4973
ja =y, .
(z,y) (2932 i L ve e +ﬂf)

Calcule o trabalho de F' ao longo do caminho 3(t) = (t,1 + t%),t € [0, 1].

3. Considere a superficie
A={(z,y,2) eR* 1z +1= /12 + 22, -1 <2 <0}

(a) Calcule a area de A.

(b) Calcule o fluxo do campo H(z,vy, 2) = (y* + 2%, 2e"yz, 5 — 2%e”) através de A no
sentido da normal unitaria cuja primeira componente é negativa.

4. Utilizando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho do campo

G(z,y,2) = (senz —yz, eV +y° e sen )

ao longo da circunferéncia C' dada pelas equacdes 22 + y?> = 3 e z = 1, percorrida no
sentido hordrio quando vista por um observador colocado no ponto (0,0, 20).

5. Sejam M e N variedades-2 compactas em R? que n3o se intersectam. Mostre que se
p € M,q € N sao pontos onde a distancia entre M e N é minima, entao

(TPM)L = (TqN)L‘
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Resolucao

1. Considere o conjunto

()

A={(r,y,2) € R®: 32% + 29> + 2> = 9}.
Mostre que A é uma variedade e determine a respectiva dimensdo.

Resolucdo:

Seja F(z,y,2) = 322 +2y* + 22 — 9. A é o conjunto de nivel de I’ correspondente
ao valor 0. Ora,
DF(x,y,z) = [ 6xr 4y 2z ] ,

sé ndo tem caracteristica maxima (igual a 1) no ponto (0,0,0) que n3o pertence a
A. Logo, A é variedade-2.

Determine os pontos de A em que o vector (3,2,2) é normal a A.

Resolucao:
Procuramos (z,y, z) € A tal que, para algum A € R,
(3,2,2) = A\VF(3,2,2) = A6z, 4y, 22).
Pondo, x = 1/(2)\) = y,z = 1/\ obtemos, substituindo em F(z,y,z) = 0,
A = £1/2. Assim, temos os pontos (1,1,2) e (-1,-1,-2).
Mostre que, numa vizinhanga aberta de (0,2,1), A pode ser descrito pelo gréfico

de uma fungio de classe C*, na forma z = g(x,y). Determine Vg(0,2).

Resolucao:

Temos oF
5(0,2, 1)=2#0.

Pelo teorema da funcdo implicita, existe uma funcdo de classe C! definida numa
vizinhanca aberta de (0,2), z = g(z,y), tal que

F(x,y,9(v,y)) =0,



nessa vizinhanga. Logo,

DF(0,2,1) - Dg(0,2) = 0,

ou seja
1 0
[0 8 2]- 0 1 =0,
99(0,2) 94(0,2)
ox \7) oy\

o que fornece Vg(0,2) = (0, —4).

(2 val.) (d) Determine os pontos de A onde a fungdo h(z,y,z) = 2y + z atinge os valores
maximo e minimo.

Resolucao:

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, procuramos pontos tais que

312+ 2y + 22 = 9,
(0,2,1) = A\(6z,4y,2z)

Obtemos x = 0,y = z = 1/(2)), o que fornece os pontos (0,1/3,v/3) e (0, —v/3, —/3).
O primeiro é o maximo e o segundo o minimo. Note-se que A é um elipsdide e é
compacta.

(3 val.) 2. Considere o campo vectorial

2y

Seja E a elipse definida pela equacdo 222 + 3y? = 1. Calcule o trabalho de I ao longo
de E percorrida no sentido anti-horério.

Resolucao:

Seja F = G + H onde

2x 2y
G([L’,y) = (—3y,3l‘), H(Ziay) - (ZL’Q +y2’ T2 +y2) '

Temos que H = V (log(x* + 3?)). Logo o trabalho de H ao longo da elipse é nulo. Por
outro lado
0Gy 0G4

2 _ T,

ox oy



(1 val)

(3 val.)

3.

e sendo G de classe C'! (em Rg), aplicando o teorema de Green, sendo U a area limitada

por F,
f // <@—%) drdy = 6 x drea(U) = V6.
Logo, §EH = 67 + 0 = 67.

Calcule a massa total do fio

L={(z,y,2) eR*:2*+2° =1,z +y =3}

3
V1t 22

com densidade de massa por unidade de comprimento dada por o(z,y, z) =

Resolucao:

Considere a parametrizacdo de L dada por g(t) = (cost,3—cost,sent) com 0 < t < 2.
A massa total do fio é dada por

M = /0—/ dt = / ——————— V1 +sen?tdt = 67.
RRACN \/1—|—sem2

Considere a superficie
B={(z,y,2) eR*: 2> +1 =9 +220< 2 <1}.

orientada com a normal unitdria n cuja primeira componente é negativa. Seja G(z,y,z) =
(22, —y,1 — z). Calcule o fluxo [, G - n, usando:

(a) o Teorema da Divergéncia;
Resolucao:

A superficie B é um hiperboldide. Para usar o Teorema da Divergéncia devemos
considerar o conjunto

D=A{(z,y,2) eR*: 2>+ 1>y*+2*,0<z < 1}.
Como divF =0e 0D = BUTyUT) onde

Tk:{(%ywz)€R31k+12y2+z2,x:k} com k=0,1



(3 val.)

obtemos

O:/divG:/ G-n:/G-ne+/ G-no—l—/ G- n.
D oD B To T1

As normais unitarias a T e T} sdo dadas por ng = (—1,0,0) e ny = (1,0,0), logo
G - noj, = 271, = 0 e G- nyyp, = 22y, = 2, portanto

/ G - n. = —2érea(Ty) = —4n.
B

o Teorema de Stokes.

Resolucao:

Uma vez que o dominio de G é R? que é um conjunto em estrela e divG = 0
podemos concluir que existe um campo vectorial A : R?* — R? tal que G = rot A.
O campo A satisfaz o sistema

(omy_0ay_
dy dz
941 04; _
0z or y
94, 041 _, .

(| Oz 8y_

Escolhendo A; = 0 obtemos, por exemplo, a solugdo A = (zy — y,0,2zy). Uma
vez que 0B =Tg UTI'; onde

Iy ={(z,y,2) eER*: k+1=y’+22 2=k} com k=01,

temos, usando o Teorema de Stokes,

/G-n:/rotA-n:/ G-dg:/ G-dgo~|—/ G -dg.
B B OB I'o Iy

A regra da mao direita diz-nos que a circunferéncia I'y deve ser percorrida no
sentido anti-hordrio e a circunferéncia I'y no sentido hordrio quando vistas do
ponto (100,0,0). Usando as parametrizagdes go(t) = (0, cost,sent) e gi(t) =
(1,\/§cost,—\/§sent), 0 <t < 2m, para 'y e I'y, respectivamente, obtemos,
finalmente

2w
/G-n:/ G-dgo+/ G-d91:0+/ Ag1(1)g,(t) dt = —4r.
B To I 0



(3 val.)

5. Sejam K C R® e L C R" variedades de dimensdo dim K = k, dim L = [, tal que
k + 1 > n. Mostre que se

(T,K)" N (T,L)* = {0}, VYpe KNL,

entdo K N L é uma variedade e determine a sua dimensao.

Resolucao:

Sejape KNL. Sejam UV C R", p € UNYV, tal que localmente K e L sdo dadas
por conjuntos de nivel de funcdes de classe C!, respectivamente, F : U C R" — R" % e
F;, :V Cc R* — R sendo que,

{VFg,,...,VFg, .}
é base de (T,K)* e que
{VFy,,...,.VF, .}

é base de (T,,L)*. Entdo, KNLNUNV serd um conjunto de nivel de F': UNV — R (k+=n)
com F' = (Fk, F). Por hipétese, a caracteristica de DF' é maxima e igual an — (k+1—n)
numa vizinhanga aberta de p. Logo, K N L é uma variedade de dimensao k + [ — n.



(2 val.)
(1 val.)
(2 val.)

(2 val.)

(3 val.)
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1. Considere o conjunto
B ={(z,y,2) € R®: 2%+ 2y* + 42 = 10}.

(a) Mostre que B é uma variedade e determine a respectiva dimens3o.
(b) Determine os pontos de B em que o vector (1,1,2) é normal a B.

(c) Mostre que, numa vizinhanga aberta de (3,0, %) B pode ser descrito pelo grafico
de uma fungdo de classe C*, na forma = h(y, z). Determine VA(0,1).

(d) Determine os pontos de B onde a fungdo g(x,y,z) = 2z + 8z atinge os valores
maximo e minimo.

2. Considere o campo vectorial

G(z,y) = ( 3 2y ——337_’_21:).

:L’2+y2_ 7m2+y2

Seja E a elipse definida pela equacdo 322 4 2y% = 1. Calcule o trabalho de G ao longo
de E percorrida no sentido anti-horério.

3. Calcule a massa total do fio

C={(r,y,2) eER®: ) +2>=1,2+2 =2}

com densidade de massa por unidade de comprimento dada por o(z,y, z) = ﬁ
+y
4. Considere a superficie
S={(z,y,2) ER*:y* + 1 =2+ 2> -1 <y < 0}.

orientada com a normal unitaria n cuja segunda componente € positiva. Seja F/(z,y, z) =
(z,—2y,z — 1). Calcule o fluxo [ F' - n, usando:

(a) o Teorema da Divergéncia;
(b) o Teorema de Stokes.

5. Sejam K C R" e L C R" variedades de dimensdo dim K = k, dim L = [, tal que
k + 1 > n. Mostre que se

(T,K)" N (T,L)*" = {0}, VYpe KNL,

entdo K N L é uma variedade e determine a sua dimensao.



