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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.

1o TESTE

1. Seja A =
{
x ∈ R : |x− 2| 6 5

2

}
, seja D o domı́nio da função f(x) = ln

(
x2+5
2−x

)
e seja(3,0 val.)

C = A ∩D.

a) Identifique os conjuntos A e D e mostre que C =
[
−1

2 , 2
[
.

b) Determine, se existirem em R, o ı́nfimo de C, o máximo de C, o supremo de C ∩ Z, e
o mı́nimo de C \Q.

c) Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmações é verdadeira ou falsa:

(i) Qualquer sucessão convergente de termos em C tem limite em C;

(ii) Qualquer sucessão de termos em C possui um sublimite em C ∪ Z.

2. Considere a sucessão (an) dada por(3,0 val.) {
a1 = 2

3 ,

an+1 = 1
4(an + 3)an, se n > 1.

a) Use indução matemática para mostrar que 0 < an < 1, para todo o n ∈ N.

b) Mostre que (an) é uma sucessão decrescente.

c) Justifique que (an) é uma sucessão convergente e calcule o valor de lim an.

3. Calcule, ou justifique que não existe em R, o limite de cada uma das seguintes sucessões:(3,0 val.)

a) un =
n

√
n3

7n + 1
, b) vn =

(1 + (−1)n)n! + 2n+1

3n +
√
n

.

4. Calcule cada um dos seguintes limites em R, caso exista:(3,0 val.)

a) lim
x→−∞

ex
3

(5 sen(x)− cos(x)) , b) lim
x→+∞

(1− 3x)5 sen
5

(1− 3x)5
.

5. Considere a seguinte função f em R:(6,0 val.)

f(x) =


1

(x + 1)2
− ex , se x > 0

x arctg

(
3
3
√
x

)
, se x < 0.

a) Mostre que f é cont́ınua.

b) Calcule a derivada f ′(x), para x 6= 0.

c) Calcule f ′e(0) e f ′d(0) e mostre que f não é diferenciável em 0.

d) Calcule limx→+∞ f(x). Sendo I = [0,+∞[, calcule f(I). Justifique detalhadamente.

e) Justifique que a restrição de f ao intervalo I considerado em d) tem função inversa e,
sendo g essa função inversa, diga qual é o seu domı́nio e o valor de g′

(
f(1)

)
.

6. Seja f : D → R uma função e seja a ∈ D tal que:(2,0 val.)

∀
ε>0

∃
x∈]a−ε,a[∩D

f(x) > f(a)

Assumindo que existe a derivada à esquerda f ′e(a), mostre que f ′e(a) 6 0.



2o TESTE

7. Calcule os seguintes limites:(3,0 val.)

a) lim
x→1

(
2x2 − 4x + 3

) 1
ln2 x , b) lim

x→0

∫ x

0

sen(t3)

x4
dt

8. a) Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:(6,0 val.)

(i) (2x− 4)ex
2−4x+3 , (ii)

1

x2 + x− 2
, (iii) 4x3 cos(2x2) .

b) Calcule o integral ∫ ln 4

0

e2x

2 + ex
dx .

9. Calcule a área da região limitada pelas parábolas y = x2 + x− 2 e y = 4− 3x− x2.(2,0 val.)

10. Seja g : R→ R uma função diferenciável. Seja f : R→ R a função definida por:(2,5 val.)

f(x) =

∫ 0

arctg 3x
g(t) dt .

a) Justifique que f é duas vezes diferenciável em R e calcule f ′ e f ′′.

b) Sabendo que o polinómio de Taylor de 1a ordem de g em torno de x = π
4 é p(x) = x− π

4 ,
mostre que f possui um máximo relativo em x = 1

3 .

11. a) Classifique cada uma das séries seguintes em absolutamente convergente, simplesmente(4,5 val.)
convergente ou divergente:

(i)

+∞∑
n=1

(
n4

2(1 + n4)

)n
, (ii)

+∞∑
n=1

√
n2 + 1

lnn + n2
.

b) Determine para que valores de x a seguinte série de potências é absolutamente conver-
gente, simplesmente convergente e divergente:

+∞∑
n=1

xn

2n
√
n + 5

.

12. Seja g : R→ R uma função de classe C1 e seja F : R→ R a função definida por(2,0 val.)

F (x) =

∫ 1

0
g(xt) dt

Mostre que F é diferenciável e que

F ′(x) =

∫ 1

0
tg′(xt) dt

Sugestão: comece por fazer uma substituição.


