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Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes

(3,0 val.) I. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes:
43 r—4
— b) ——— .
a)1+x8’ )(:6—3)2
Resolucao:

43 (z*) 4
a) / 1+x8 dr = /14—(1‘4)2d$ = arctg(x )

b) Decomposi¢ao em fracgoes simples:

r—4 A i B
(x—3)2 z-3 (z-3)%°

A seguinte igualdade entre polinémios tem entao que ser satisfeita:
Alx—3)+B=xz—-14.
Igualando os coeficientes que multiplicam iguais poténcias de  em ambos os membros,

obtém-se o sistema.:
A=1
—3A+ B =—-4,

cuja solugao é A =1, B = —1. Logo,
r—4 1 1 1
——  _dx = — dr=Inlz - 3|+ ——.
/(55—3)2 g /<;p—3 (x—3)2> v=nfr=3+ =3

(4,0 val.) I1. Calcule os integrais seguintes (em b) pode ser 1til uma das primitivas calculadas atras):

e—2 A In5 eQ;t — 4e”
2 In(2 d b - dx.
a) /1 (24 2)*In(2 + x) dz, ) /1n4 e

Resolugao:
a) Integrando por partes:

=2 2 + z)° 2 24a)’ 1
2+ )4 1n(2 do = | XD 1000 —
/1 (2+2)* In(2 + z) dz [ = n( —i—x)}l /1 —
e— 2
Y O T (i
5 . 5 5| 5 |,




(3,0 val.)

(3,5 val.)

I11.

IVv.

b) Fazendo a substitui¢ao t = e, temos x = Int e, portanto, 2’ = % Além disso,

r=Ind = t=4,
r=Inb = t=5.

Substituindo na férmula de substituicao de varidvel,

Inb5 62J:_4633 5 t2—4t 1 5 t—4
In4 €2I—6€x+9 4 t2—6t+9 t 4 (t—?))?
1

1 ]° 1
= |nt-3|+ ——=| =In24+--Inl—-1=In2-— -
[n| |+t—3]4 n +2 n n ok

onde se usou a primitiva calculada em L.b).

Calcule a drea do conjunto de pares ordenados (z,y) definido pela conjuncao das se-
guintes condigoes:

WV

z 20, yé:):ﬁ—\/;:, y}xG—l.
Resolugao:

Calculemos os pontos de interseccao entre as curvas y = x
abcissa z > 0:

6 —Vzey=125-1, com

xﬁ—ﬁ:x6—1 & V=1 z=1.

Dado que, para x € [0,1[, 2° — \/z > 2% — 1, sendo vélida a desigualdade oposta para
x > 1, concluimos que a area pedida serda dada por

1
/1((936—\/:E)—(x6_1)),dx:/1(1_\/§)7d$: [$_2x3/2] .2 1
L 0 3

Considere a funcao f : R — R dada, para cada = € R, por,

343
f(x):/ cos (Vt — 3) dt.

3+3

a) Calcule f'(x), para cada real x.

Resolucao:

a) Dado que a fungao integranda é continua, para t € R, e os extremos de integragao
sao funcoes diferencidaveis podemos usar o Teorema Fundamental do Célculo e o
Teorema da derivada da fungao composta para escrevermos, para todo x € R :

f'(z) = cos ( v/ (z3 + 3) — 3) (2% +3) = 32 cos .



(4,5 val.)

V.

b) Determine o polinémio de Taylor de ordem 3 em torno de a = 7. Diga, justificando,

se f tem extremo local em .

Resolugao:
b) Calculemos os coeficientes do polinémio de Taylor ps(z) pedido: Como, f(7) =

f;g’jgg cos (¥t —3) dt =0, f'(r) = 3n% cos™ = —37?, e além disso,

f"(x) = (3z% cosz)’ = 6z cosz — 3z?senx = f’(r) = —6m,
f"(z) = 6cosz — 6zsenx — 6xsenx — 3z cosxz = (1) = —6 + 312,
temos que,
ps(z) = £(r) + fm)a - )+ L o = 2 4 LD o
= 3n%(x —7) — 3m(z — m)° + <7T22 — 1> (x —m)3.

Dado que f é diferencidvel em z = w e f'(7) # 0, concluimos que f nao tem extremo
local em 7.

. Classifique cada uma das seguintes séries como divergente ou convergente. Calcule

a soma de uma delas.

o o
22n+1 5n(n|)2
2) Z_% sz P Z_:l @2n)l

Resolucao:

=2+l 2 I /4\" 50

a) Z T — 53 Z <5> =7{_1° 250, onde se usou o facto da segunda série

n=0 n=0 5

ser geométrica do tipo ZZOZO r™ com |r| < 1 e, portanto, ser convergente com soma
1

1= Logo, a série é convergente com soma 250.

b) Trata-se de uma série de termos positivos & qual vamos tentar aplicar o critério
de d’Alembert. Designando po a, o termo geral da série,
ant1 S"TH(n+ 1)) (2n)! 5(n + 1)2

5
o @mtD)  5@)E Cntl@2nt2) 4

Como % > 1, concluimos que a série é divergente.

. Diga para que valores de z a seguinte série de poténcias é absolutamente convergente,

simplesmente convergente ou divergente:

n=1 \/ﬁ




(2,0 val.)

Resolugao:

Y ~ . . —n
Trata-se de uma série de poténcias do tipo > cp(z —a)” coma = 0 e ¢, = 2%
Calculemos o raio de convergéncia da série R:

2" /m + 1 1
Retim|- | =tm = Y"1 _olim/14==2.
Crt1 2-n=1,/n n

Podemos desde ja dizer que:
e se |x| < 2, ou seja, se € |—2,2[, a série é absolutamente convergente;
e se |z| > 2, ou seja, se x € |—00, —2[U ]2, +00[, a série é divergente.

Vejamos nos extremos do intervalo de convergéncia, —2 e 2:

e sex =2 asériereduz-sea y ﬁ que é a série de Dirichlet Y -, coma = § < 1,

logo, é divergente.

ac —1)n o A g g —1)n
e se x = —2, a série reduz-se a Y ( \/7% , cuja série dos médulos é ‘% =
> ﬁ a qual vimos atrds ser divergente. Logo, em z = —2 a série de poténcias

nao é absolutamente convergente. Por outro lado, > % = > (-1)"a,, com

Ay = % Como a, > 0, a sucessao (a,) é decrescente e lim a,, = 0, concluimos,
pelo critério de Leibniz, que a série é convergente. Concluimos assim, que em
x = —2, a série de poténcias é simplesmente convergente.

VI. Seja f: R — R continua, e considere a funcao F': R — R dada por,

F(z) = /:f(t) dt.

Suponha que existe M > 0 tal que, para todo o real x, 0 < F(z) < M. Mostre que o
limite seguinte existe e satisfaz a desigualdade indicada,

T
t
lim / mdt <M.
r—+00 Jq t
(Sugestao: comece por efetuar uma integragao por partes.)

Comegemos por constatar que, como f é continua, pelo Teorema Fundamental do
Calculo, a funcao F' é uma primitiva da funcao f, isto é, para todo z € R, F'(s) = f(x).
Por integracao por partes, temos entao, para x > 0,

/Ix ff)dt:/lx}f-F/(t)dt: E ,F(t)]j _/II (—;) F(t)dt

_ F(2) /”” F(t)
=24 [ e,
1

x t2

onde também usdmos o facto de F'(1) = 0, que resulta da definigao de F'(x). Usando a
majoragao F'(xz) < M, obtemos, para = > 1,

*F *M M1* M
/(Qt)dté/dt: —— =M-— < M.
1 i 1 t2 t 1 X



F(t : Ft) 7, . , .
Como % > 0, o integral flx %dt é crescente com x, e como vimos que ¢ majorado,

concluimos que existe o limite deste quando x — +o00. Por outro lado, por enquadra-

mento, hril
rz—4oo I

= 0. Logo, o limite pedido existe e é,

lim / mdt: lim / it)dth.
z—+o0 [y t z—+o00 [y t2



