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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

(3,0) I. Sejam f e g duas funcoes reais de variavel real definidas pelas expressoes

f@)=z]0 -z +3]), g(x)=arcsen (‘T 54> ,

e considere o conjunto A = Dy N D,,.

a) Mostre que A = [-3, —-2] U {0}.

Resolucao:
Como o dominio da fun¢ao raiz quarta é [0, +o0[, temos, considerando o facto de que |z| > 0,
que x € Dy sse,

[z =0V 1-|z+3>20 <& z=0V |[z+3|/<1 & z=0V -1<z+3<1

& =0V 4<zx< -2,

e,portanto,
Dy = [—4,-2] U {0}.

Como o dominio da funcéo arcsen é [—1,1], temos que z € Dy sse,

x?—4
5

-1< <1 & -5<22-4<5 & -1<2?2<9 < 22K,

dado que a desigualdade —1 < 22 é universal. Podemos entao concluir que,
D, =[-3,3].
Conclui-se entao que

A= ([-4,-21U{0})N[-3,3] = [-3,—-2] U {0}

b) Determine quando existam ou justifique que néo existem, o infimo, supremo, minimo e maxi)mo

de Ae AN(R\Q).

Resolucao:

Uma vez que o conjunto dos minorantes de A é |—oo, —3] e o dos majorantes é [0, +0o|, temos
que, inf A = -3, supA =0, min A = —3, méx A = 0.

Como o conjunto dos minorantes de AN (R\ Q) é | — 0o, —3] e dos majorantes é [—2, +o0],
podemos concluir que inf(AN(R\Q)) = -3 esup(AN(R\Q)) = —2. J4d méx(AN (R\Q)) e
min(A N (R '\ Q)) ndo existem porque, uma vez que —3 € Q e —2 € Q, deduz-se que inf(A N
(R\Q)) ¢ AN (R\Q) e sup(AN(R\Q)) ¢ AN (R\Q).

(2,5) IT. Considere a sucessao (uy) definida por recorréncia por

’LL1:].,
Up41 = Up + /Up, nEN.

(n+1)?*

Prove, usando o método de inducao matematica, que, Vn € N, u,, < 1



Resolucao:

Pretende-se provar que, para qualquer nimero natural n, é verdadeira a proposicdo P(n) que

2
consiste na desigualdade u,, < %~

4
Para n =1, tem-se u; < - & 1< 1, que se trata de uma proposicao verdadeira, ficando provada
a veracidade de P(1).

Admitamos agora que, para algum n € N, u,, < % (hipé6tese de indugao P(n)). Mostremos que

("Jf)z (tese de indugao):

isso implica que up41 <

1)2 1)2 1 244 3
uném — un+1:un+\/a<(n+)+n+ _n’tan+t
4 4 2 4
<n2+4n+47(n+2)2
~X 4 - 4 )

como se pretendia provar.

. Calcule, caso exista, ou justifique porque nao existe o limite em R de cada uma das seguintes

sucessoes:
2" 4 5n! +1 3 n(3n)!
8) w,= L tonirinn b) v, = S gy B0l
(=n)"+n nd +1 (n!)
Resolugao:
ol I 4B
a) Up = — - n! n!

(e
Pela escala de sucessoes,
| n 2
n! n
— =0 — =0 — =0 — —0.
n bl | bl | 9 n
n n! n! n

Assim, tomando a subsucessao correspondente as ordens n pares, teremos,

2" Inn
n! -1 a4 ) =F e
n <+ 2=
enquanto que, tomando a subsucessao correspondente as ordens n impares, teremos,

n! Z 454 0
n 1+nn

Uma vez que estes sublimites de (u,,) existem em R e sdo iguais, conclui-se que (u,,) é convergente
elimu, =0 .

b) Dado que —1 < cos(n?) < 1, temos o enquadramento,

n n
m—— Uy & ——=.
Vs +1 o " T 3+l

n B n? 1 . 1 _0
v+l Vael+l \[n+ L +oo

conclui-se que (vy,) estd enquadrada por duas sucessoes que tendem para 0 e, logo,

Como,

vy, — 0.

Zn+41
Zn

¢) A sucessao (zp) é o quociente de duas sucessoes estritamente positivas. Calculemos lim
existir):

1 _ (DD ER A D) ()t (n+ 1)". (3n+1)(3n+2)(3n + 3)

Zn ((n+1)H4 0 (3n)! (n+1)3

(se

n



- (1+i>n' Bra)@ )G+ ) - e 27T>1.

T+1p

Conclui-se entao que z, — +o0.

(2,5) IV. a) Calcule o seguinte limite:

2 —x
lim ( arctg(Sx))
T

r—r+00

Resolucao:
2
9 — lim (—z)ln ( arctg(3x)>
lim < arctg(?)ac)) ="t m .
r—+oo \ T
No lado esquerdo temos uma indeterminacao do tipo 1°° enquanto que no lado direito temos

uma, do tipo 00.0 transformavel numa do tipo 0 a qual, para a resolver, aplicaremos a regra de

Cauchy:
2 In (2 arctg(3 In (2 arctg(3z)))’
lim (—z)ln <arctg(3x)): (G 2rceB2) o - (I (arct(@2))
T—>+00 T x—+00 —= T—+00 (71)
x x
3
iy OOarcEn) 322
z—+00 % z—+oo (1 4+ 922) arctg(3z)
_ 2. 2_2
9 71 3r’

Concluimos que

T—>+00

2 o 3
lim ( arctg(?w)) = e3r.
7r

b) Seja (un) uma sucessao tal que u,, > n, para todo n € N. Justifique porque a sucessido seguinte
é convergente e diga qual é o seu limite:

2 Tun
< arctg(3un)> .
T

Resolucao:
Sabemos que Vn, u, > n implica u, — +00. Seja f(z) = (2 arctg(?)a:))_m. Pela definicao de

limite & Heine e pelo resultado da alinea a) concluimos que f(u,,) é convergente e f(u,) — edr,
que é o limite pretendido.

(6,5) V. Considere a fungao f : R — R tal que

1
o) = (x+1)e @7 sex < —1,
a8 + 422 — 5, sexr > —1.

a) Calcule, se existirem em R, lim,_, o f(z) e lim,_, o f(2).

Resolucao:
_ 1
lim f(z)= lim (z+1)e” @2 = —00-e’ = —00-1= —0c0,
T—>—00 T—>—00

4 )
lim f(z)= lim (2% +42> -5)= lim x8(1+x— =+400-1=+00.

T—400 z—>+00 x—+o00 6 x8>



b)

e)

Estude a continuidade de f no ponto z = —1.
Resolucao:
_ 1
lim f(z)= lim (z+1)e D7 =0-e > =0-0=0
r——1" fp==1=

i (@) = f(=1) = (-1)* +4- (1)’ =5 =0.

Dado que lim f(z)= lim f(z)= f(—1) concluimos que f é continua no ponto z = —1.
r——1— r——11

Determine, justificando, o dominio de diferenciabilidade de f e calcule a funcao derivada.

Resolugao:
Calculemos as derivadas laterais no ponto z =1 :

1
— f(—1 1)e G@+1Z _
fé(i]‘) = hm f(x) f( ) = hm (x + )e — — hm e (m+11)2 = 6700 = 07
a——1- x—(=1) T——1- x+1 T——1-
— (-1 8 4 Ap2 _ 7
Fi(=1) = lim flx) — f( ): I z° +4x 5R:c I 8x +8x:_16.
e=—1+ z—(-1) -1+  x+1 z——1+ 1
Dado que f/(—1) # fi(—1) concluimos que f nao é diferencidvel em z = —1.

Como, para = no intervalo aberto |—oco, —1[, f(x) coincide com o produto de uma fungéo poli-
nomial com a composta da exponencial com uma funcao racional, todas fungoes diferenciaveis
nos seus dominios, concluimos que, neste intervalo aberto f é diferencidvel.

Como, para z no intervalo aberto |—1, +o0[, f(z) coincide com uma fungao polinomial, conclui-se
que neste intervalo f é diferenciavel. Logo, o dominio de diferenciabilidade de f sera

Dy =R\ {-1},

2 1
14+ —= ) e @, <1,
F(@) = ('*w+wv>e e
827 + 8x, sex > —1.

Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f. Terd f extremos absolutos?

Resolugao:

Procuremos os zeros de f/(z):

Para z < —1, f/(x) é estritamente positiva e, portanto, nao tem zeros.
Para z > —1, f/(z) = 8z(2% + 1) e, portanto, f'(z) =0 < z=0.
Tem-se entao:

Em | — oo, —1[, f' > 0 e, logo, f é estritamente crescente.

Em |—1,0[, f' <0 e, logo, f é estritamente decrescente.

Em |0, 400, f' > 0 e, logo, f é estritamente crescente.

Quanto aos extremos locais, podemos afirmar que f tem um méximo local em z = —1, f(-1) =
0, e tem um minimo local em 2z = 0, f(0) = —5. Tendo em atengao os limites quando x — —oo
e quando x — +00, concluimos que f nao tem extremos absolutos.

Diga, justificando, o niimero exacto de zeros da fungao f.



(2,0)

Resolucao:

Em | — oo, —1[, f é estritamente positiva. Como f(—1) = 0 e, em [0,1], f é estritamente
decrescente, concluimos que, em ]0, 1], f ndo tem zeros. Como em ]0, +o00[, f’ ndo tem zeros,
como consequéncia do teorema de Rolle, f nao pode ter mais do que um zero neste intervalo.
Mas como f(0) = =5 < 0 e xgrfoo f(z) = 400, como consequéncia do teorema de Bolzano,

existe pelo menos um zero neste intervalo. Concluimos que, em ]0, +-00[ existe exactamente um
zero de f.

Logo, f tem exatamente dois zeros.

VI. Considere uma fungao continua g : R — R tal que

VreR, g(z)>at.

Mostre que existe a > 0, tal que [a, +00[ é o contradominio de g.

Resolugao:

Como g é continua em R, como consequéncia do Teorema de Bolzano, g transforma intervalos em
intervalos e, logo, g(R) é um intervalo.

Por outro lado, dado M > 0 arbitrariamente grande, se |z| > v/M entdo, por hipétese, g(z) > z* >
M. Concluimos assim que g(R) nao é majorado.

Para provar que existe ¢ = min g(IR), escolha-se, para a constante considerada no pardgrafo anterior,
o valor M = ¢(0). Como g é continua em R, podemos aplicar o Teorema de Weierstrass ao
intervalo fechado e limitado [—+v/M, v/M], concluindo que existe a € [—v/M, v/ M] tal que ¢ =
g(a) = min g([—v/M,~v/M]). Como g(a) > a* temos que ¢ > 0. Mas, se |z| > VM, vimos que
g(x) > M = g(0) e, por defini¢do de minimo, g(0) > ¢. Logo, para z € R\ [-v/M, vVM], g(z) > c.
Provamos assim que

¢ = min g(R).

Conclusao: ¢g(R) é um intervalo ndo majorado com minimo ¢, logo, é [¢, +00l.



