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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

(2,0) I. Considere os conjuntos:

et —1

A={zeR:|z -2 >1}, B:{mER: SO}7 C=(ANB).

a) Identifique os conjuntos A e B e mostre que

C =]-00,0].
Resolucao:

lt—2|>1 & <1V x>3 e

<0 & <0
et —1

pelo que A =]—00,1]U [3,+00[ e B =]—00,0[. Logo C =]—00,0[.
b) Determine, se existirem, inf C, sup C, max C, sup (C N Q) e max (C'N(R\ Q)).
Resolugao: sup C' =sup (C N Q) = 0 e ndo existem inf C', max C' e max (C N (R\ Q)).

¢) Decida, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(i) Qualquer sucessao decrescente de termos em C' tem limite (em R).
(ii) Qualquer sucessao de termos em C' tem um sublimite em R.
(iii) Qualquer sucessao crescente de termos em C' tem limite em C.

Resolucao:
(i) Proposigao falsa: por ex., u,, = —n.
(ii) Proposigao falsa: por ex., u, = —n

(iii) Proposicao falsa: por ex., u, = —1/n — 0 ¢ C.

(1,5) II. Por indugao, mostre que, para qualquer n € Ny,
1
1492232442 — 4 (1" n?=(-1)" ”("; )
Resolugao: Como —1 = —1@ = —1, a condigao é verdadeira para n = 1. Admitamos agora que

a condigao é verdadeira para algum n € N;. Provemo-la para n + 1. Tem-se

1422 -324+42 -+ (-D)"n*+ (=) (n+ 1) = (-1)" w + (=) (n+1)? =
(1) 2nt)—n_ a1 (R+1)(0+2)
= ()" () T = () e

e portanto a condicao é verdadeira para qualquer n € Nj.



(2,5) III. Calcule, ou mostre que nao existem, os seguintes limites:

2n 41 b)lim { C)l,m10”+5
i i
dn+7 '—l—l n!+ 10

d) lim 2% cos ) lim g
z—+00 (x + 1) :D—)O

Resolugao:

hm\/m 2+1/n \/’ \f
dn +7 4+17/n

b) Queremos calcular lim {/a,, com a, = =5 +1 Ora, como
any1  (n+1)° nl+1  (n4+1)P° nl41 _(n—|—1)51/(n—|—1)+1/(n+1)!_>0
an, (n+D'+1 n5 3 (n+DI+1 nd 1+1/(n+1)! ’
vem lim {/a,, = 0. pois |cos(nm)| <1 e 1/n? é um infinitésimo.
o 10" +5 . 10"/n!+5/n!
¢) lim = lim =
n! +10 1+10/n!
d) Considerem-se as sucessoes z, = 2nw e y, = (2n + 1)7. Entdo, x,, — +o00 e y, — +00 e
x5, COS Tpy _ y _ 1 =1, Yn COSYn = ~Yn = -1 — —1.

(zn +1)2 (2, +1)2 (1+ )2 (g +1)2 (g +1)2 (1+55)2

Como os limites destas sucessoes sao diferentes, concluimos que nao existe o limite de f em +o0.

A I
e) lim xsnz =01 =0.
z—0t

(3,0) IV. Considere a funcao f: R\ {1} — R dada por

log(logz), sex>1,
Flay = § o808 ?)
arctg(z?), sex < 1.

a) Estude f quanto a continuidade.

Resolugao: O dominio é a uniao de dois intervalos abertos disjuntos, e em cada um deles f é a
composta de fungoes continuas, sendo portanto continua.

b) Calcule lim,_,_ f(z) e limy .o f(2).

Resolugao:

lim f(z)= lim arctg(z?)=7/2 ¢ lim f(z)= lirf log(log x) = 400 .
T—r+00

T——00 T——00 r—+o0

c¢) Serd f prolongavel por continuidade ao ponto 17 Justifique.

Resolugao:A fungao serd prolongdvel por continuidade ao ponto 1 se existir lim,_,; f(z) (em R).
Ora, como lim, 14 f(z) = lim, 14 log(log ) = —o0, ndo existe lim, 1 f(z).

d) Calcule a fungao derivada f'.
Resolugdo: Tem-se f': R\ {1} — R, dada por
1

ooz’ sex > 1,
!
fiz) = 25?
ﬁ7 se r < 1.
X



(1,0) V. Seja f uma funcdo continua em I = [0, +o00[ tal que

f(0)>0 e $EI}£100 f(z) =0.
Mostre que a fungao dada por g(x) = max f([0, z]) estd definida para todo x € I e que existe L > 0
tal que g é constante no intervalo [L, 4o0].

Resolugao: Para cada x € RT a fungdo f é continua no intervalo [0, z] e portanto, pelo terorema
de Weiertstrass, existe g(x) = max f([0, z]).

Por outro lado é evidente, pela definigdo de valor méximo e pelas hipdteses, que g(z) > f(0) > 0.
Mas, por definicdo de limite, a hipétese lim,_,+~ f(z) = 0 garante que existe L > 0 tal que, se
x > L entdo f(x) < f(0). Logo, para todo z > L, o méximo de f em [0, z] é atingido num ponto
de [0, L], ou seja, g(x) = g(L).



