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Apresente todos os céalculos e justificagoes relevantes.

(3,5 val.) 1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungdes:
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¢) Primitivando por partes:
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(3,5 val.) 2. Calcule os integrais
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Sugestao: relacione b) com a) usando a substituigao de varidvel ¢ = sen x (ainda que nao resolva

a)).
a) Decomposigdo em fracgoes simples da fungao racional integranda:

1 A B C  AQ-t)?+BA+H)(1-t)+C(1+1)
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Atribuindo a ¢, no polinémio numerador da tltima fraccao, os valores 1,—1 e 0, sabendo que
aquele polinémio é a funcao constante 1, obtemos, respectivamente,

20=1, 44=1, A+B+C=1.
Logo,C =31, A=1eB=1-1-1=1 Entio,
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b) Fazendo ¢ = senx, tem-se x = arcsent e 57 = i Logo,
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que é precisamente o integral calculado em a).

(2,5 val.) 3. Determine a area do conjunto de pares ordenados (z,y) que satisfazem simultaneamente,

x>0a y<2$7 y<2$7 y>$2—3

Interseccao das curvas y = 2z e y = 2x%: 2z = 222, cuja solucdo positiva é z = 1.

Interseccao das curvas y = 2z e y = 22 — 3: 2x = 22 — 3 & 22 — 22 — 3 = 0, cuja solucdo positiva
ézr=23.

Logo, a area é dada por

1 3
A:/O (22 — (= —3))d:v+/1 (22 — (2% — 3)) dx
= 1x2 3)dm+/3(2x—x2+3)dx
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,0 val. . Seja h: R — R uma funcgao positiva e de classe C*. Seja f: R — R a func¢ao definida por:
4,0 val 4. Seja h: R - R funga iti de cl C'. Seja f: R — R a funcdo definid
$2
h(t)
2
= 1 dt.
fa) =@+ [ A2

a) Calcule as fungoes f’ e f” explicitando os seus dominios.

b) Mostre que f tem extremo em 0 e classifique-o.



c) Se os conjuntos imagem h([—1,1]) e h’/([—1,1]) estdo contidos em [—1,1], mostre que, se
|z| <1, entéo,
|f(2)] < 62
Sugestao: estude o resto de Lagrange da férmula de Taylor de primeira ordem em O.

a) Qualquer que seja x € R, 22 > 0 pelo que, para todo o t entre 0 e 22, tem-se t+1 > 0 e, portanto,
a funcao integranda é continua nesse intervalo. Como consequéncia do Teorema Fundamental do
Calculo, Teorema da derivada da fungao composta e da derivada do produto, f é diferencidvel em
R e, para qualquer z € R,

w2 xz 5132
fz)= 2$/0 th—f—)l dt + (2° +1) e (x%) = 2:3/0 thj_—t)l dt + h(2?)22

Pelas mesmas razoes, f’ é diferencidvel em R e, para cada z € R,

= h(t 4z2h(zx?
F(z) = 2/0 t% dt + W(l) + 422K (22) + 2h(z2)
b) Como, atendendo as expressoes calculadas em a), f/(0) = 0 e f”(0) = 2h(0) > 0, concluimos
que f tem um minimo relativo em O.

¢) Como f(0) = f/(0) = 0, o polinémio de Taylor de ordem 1 em 0, é p;(z) = 0. Logo, como
f é de classe C? e nesse caso, para cada x € R, o resto de Lagrange de ordem 1 é dado por
ri(x) = - (C)xQ onde ¢ é um certo valor entre 0 e x, para cada x temos, de acordo com o Teorema
de Taylor,

1" ()]

If(@)| = |p1(x) + ri(x)| = . z2.

Por hipétese, para todo z, 0 < h(z) < 1, e |W/(z)| < 1. Além disso, para |z| < 1, temos 422 < 4,

1Jr2<1e
2 2

x x
0</ g dt</ 1dt =22<1,

Obtemos assim, da expressao para f” obtida em a), que para cada |z| < 1, o que implica por sua
vez |e| < 1,
If"(c) <21+41+41+21=12.

donde resulta a desigualdade pedida.

(5,0 val.) 5. a) Classifique cada uma das séries seguintes em absolutamente convergente, simplesmente con-
vergente ou divergente. Calcule a soma de uma delas:

=X (2n)! =X a3
;371(”!)2’ ZW’ Zm

n=0

b) Determine os valores de x para os quais a seguinte série de poténcias é absolutamente
convergente, simplesmente convergente e divergente:
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a) A primeira série é uma série de termos positivos & qual podemos tentar aplicar o critério de
d’Alembert:

| (2 1)2
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(1,5 val.)

Logo, a série é divergente.
A segunda série pode ser reduzida a uma série geométrica:

*fi_z*f B\"_1 1
22n+1_2 4 _21_%—7

n=0 n=0

onde se justifica a convergéncia (absoluta) e a expressdo do cdlculo da soma pelo facto da razao
da série geométrica ser 3 € |—1,1][.
Quanto a terceira série vamos em primeiro lugar, estudar a convergéncia da série dos médulos:

=
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ZW

1
7. 9.0 7/n2 . I
Como se trata de uma série de termos positivos e Y+ — 1 € ]0, +oo], concluimos pelo critério de

n

comparagao que aquela tem a mesma natureza que a série » %, ou seja, é divergente. Logo, a série

dada nao é absolutamente convergente. Vejamos se é simplesmente convergente ou divergente.

s n _ 1
Trata-se de uma série alternada que podemos escrever na forma » (—1)"a, com a, = T

Como,
(i) ap >0 (ii) (an) é decrescente, (iii) lima, =0,

concluimos, pelo critério de Leibnitz, que a série dada é convergente e, portanto, é simplesmente
convergente.

b) Raio de convergéncia: sendo ¢, o coeficiente da série de poténcias dada, isto é, ¢, = ﬁ,
n
. . 3042 n 3n+5
R =lim = lim 3""7:'12 = =
Cn+1 I DTe n+13n+2

Concluimos que, se |z| < 1, a série é absolutamente convergente e se * < —1 ou & > 1 a série é

divergente. Se xz = 1, a série reduz-se a y 33+ Cujo termo geral nao é um infinitésimo. O mesmo

n( 1)

sucede quando x = —1, em que a série se reduz a ) = . Logo, se |z| = 1 a série é divergente.

6. Seja f : R — R uma fung@o continua e ¢ o seu integral indefinido com ponto base ¢ € R.
Mostre que, dado um intervalo I = [a,b] com —oc0 < a < b < 400, existe uma constante
L(I) > 0, tal que,

Vayer lp(@) —ey)l < LDz -yl

Seja, como é dito no enunciado, @(x f f(t)dt, para cada x € R. Entao, das propriedades
elementares do integral e usando o Teorema da Média, em virtude da continuidade f, para cada

z,y € R,
(@) — oly) = / f(tydt - / f(tydt = / F(ydt = 7 — ),

onde ¢ é um certo valor compreendido entre = e y. Se fixarmos o intervalo I = [a,b], como f e,
por conseguinte, |f|, sdo continuas, pelo Teorema de Weierstrass sabemos que |f| é majorada em
I e, portanto existe L(I) > 0 tal que |f(z)| < L(I), para todo z € I. Logo, se x,y € I, entao
q € I e, portanto

lp(z) — o) = |f(@Dllz —yl < L{T)|z -yl



