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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.

1. Considere os seguintes conjuntos:(2,5 val.)

A = {x ∈ R : ||x| − 4| ≤ 2}, B = {x ∈ R :
4

π
arctg

(x
2

)
≤ 1}, C = A ∩B.

a) Escreva A e B como intervalos ou união de intervalos e mostre que C = [−6,−2]∪{2}.
b) Determine, ou justifique que não existe em R, o supremo, ı́nfimo, máximo e mı́nimo de

C e de C ∩ (R \Q).

2. Dado a ∈ ]0, 4[, seja (un) a sucessão definida por recorrência por u1 = a, un+1 = u2
n
8 + 2,(3,5 val.)

para n ∈ N.

a) Mostre, usando o método de indução matemática, que un ∈ ]0, 4[ , para todo n ∈ N.

b) Mostre que (un) é uma sucessão monótona.

c) Justifique que a sucessão é convergente e calcule o seu limite.

3. Calcule, ou justifique que não existe em R, o limite de cada uma das seguintes sucessões:(3,0 val.)

a)
5n + n2

4n + (senn!)5
, b) 2n − n!(−1)n .

4. Calcule cada um dos seguintes limites, caso exista em R:(3,0 val.)

a) lim
x→−2

1

x+ 2
sen

x+ 2

x− 1
, b) lim

x→0+

(
x2 + 1

) 2
senx .

5. Considere a função f : R→ R definida por(6,0 val.)

f(x) =

{
x arctg(5 lnx), se x > 0,

e(x
4) − 1, se x ≤ 0

.

a) Mostre que f é cont́ınua em x = 0.

b) Calcule, se existirem, as derivadas laterais de f na origem. Que conclui sobre a dife-
renciabilidade de f na origem? Escreva a função f ′.

c) Mostre que [0,+∞[ ⊂ f(R+).

d) Seja h : R → R− uma função diferenciável e injectiva, tal que h(5) = −1, h′(5) = 3, e
g = f ◦ h. Justifique que g é injectiva, g−1 é diferenciável em g(5) = e − 1 e calcule
(g−1)′(e− 1).

6. Seja f uma função cont́ınua e majorada em I = [0,+∞[. Justifique que a função G dada(2,0 val.)
por

G(x) = sup f ([x,+∞[) ,

está bem definida para cada x ∈ I. Mostre que se G não é uma função constante, então f
tem máximo absoluto em I.
(Sugestão: começe por mostrar que existe a > 0 tal que G(a) < G(0))


