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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes.

(2,5 val.) 1. Considere os seguintes conjuntos:
4
A={zeR:|jz|-2/ <1}, B={xe€R: —arctg(x+2)>1}, C=ANB.
T
a) Escreva A e B como intervalos ou uniao de intervalos e mostre que C' = {—1} U [1, 3].

Para A:

x>0 A ||lz]-2/<1 e 2>20A jz—-2/<1 & 2>0AN -1<z-2<1
S rx>0AN1<z2<3 & zell,].

r<0A|lz]-2|<1 © z2<0A|-2-2/<1 & x<0A-1<zx+4+2<1
S <0 AN -3<z<-1< zel[-3-1].

Logo, A= (z <0 A |lz| -2/ <) V(x>0 A ||lz| 2] <1)=[-3,-1]U][L,3].
Para B:

& x—i—QZtg%:l s> 1.

NS

4
—arctg(z +2) > 1 < arctg(x +2) >
s

Logo, B = [—1, 40 e, por conseguinte,

C=ANB=([-3,-1U[1,3])N[-1, 400 = {~1} UL, 3].

b) Determine, ou justifique que nao existe em R, o supremo, infimo, méximo e minimo de

Cede CN(R\Q).

supC =maxC =3, infC =minC = —1.

infCNR\Q)=1, supCnN(R\Q)=3.

Nao existe min C' N (R\ Q) nem maxC N (R \ Q), porque o infimo, 1, e o supremo, 3,
sa0 numeros racionais e, portanto, nao pertencem a C'N (R \ Q).

2
(3,5 val.) 2. Dado a € ]0,2][, seja (up) a sucessdo definida por recorréncia por uy = a, un41 = - +1,
para n € N.

a) Mostre, usando o método de indu¢ao matemadtica, que u, € ]0,2[, para todo n € N.



A afirmagao P(n) que se pretende provar, para todo n € N, é ‘u, € 0,2/
Para n = 1: u; = a € )0, 2], por hipdtese, o que prova P(1).
Provemos que, para qualquer n € N, P(n) = P(n + 1). Partindo da hipdtese de
inducao, u, €]0,2[ :
u? u? u?
0<u,<2 = 0<Z”<1 = 1<Z”+1<2 = 0<Z”+1<2,

sendo a tultima desigualdade a tese de indugao, un4+1 € ]0,2].

b) Mostre que (u,) é uma sucessao mondétona.

Para cada n € N,

2 2 — duy, +4 —2)?

0 que prova que a sucessao é crescente.

c¢) Justifique que a sucessao é convergente e calcule o seu limite.

Pela alinea a), (u,) é uma sucessao limitada. Pela alinea b), (u,) é uma sucessdo
monétona. FEntao, o Teorema das sucessoes limitadas e mondtonas permite concluir
que a sucessao (u,) é convergente. Seja L = limu,,. Entao,

2 L? L2 — 4L +4 5, — D)
lim g = lim u—"—i—l @L:——i—l@i—i_:O@!:O@L:Q.
4 4 4 4
(3,0 val.) 3. Calcule, ou justifique que nao existe em R, o limite de cada uma das seguintes sucessoes:

2" + (senn!)®

a) , b) n!(=1)" —n®.

3" + n?
(senn!)®
2" + (senn!)®  (2\" 1+ on 140 _
2) 3n+n2 \3 n? 7050 =0,
L+ 50
2\" ns
uma vez que, (3) — 0 (c", com |c] < 1), (ser;igz) — 0 (porque, —1 < (senn!)® <1

2

e pelo Teorema das sucessoes enquadradas) , e, 5 — 0 (escala de sucessoes) .



5
b) n!(=1)" — n® = n! ((—1)” — n‘> Consideremos duas subsucessoes:

n!

nd

(up) com n par : u, =n! (1 - '> — 400.(1 = 0) = +oo0,
n!
no
(up) com n fmpar : wu, =n! (—1 - n') — 400.(—1 - 0) = —00.

Como a sucessdo (u,) tem dois sublimites diferentes em R, concluimos que (u,) é
divergente (ndo tem limite) em R.

(3,0 val.) 4. Calcule cada um dos seguintes limites, caso exista em R:
-1 1
a) lim sen | 2 , b) lim (1 —2z?)senc
z—=1lxr—1 x4+ 2 z—0t

z—1
sen [ ——
1 z—1\ . etz 1
a) lim sen = lim =1L
z—=1x —1
T+ 2
b) Trata-se de uma indeterminacao do tipo 1°°. Como,
ln(17212)

1 .
lim (1 — 2.’1,'2) senT — ehmz~>0+ sen x

bl
z—0t

apliquemos a regra de Cauchy ao limite do expoente (indeterminagao %):

—4z
In(1 — 222 In(1 — 22?))’ 1_-222 O
fim 20 =22) wo ) (A =29))  1-222 _0_
z—0t  senx z—0+  (senzx) z—0t  COSX 1

onde a existéncia do ulimo limte justifica a aplicacao da referida regra. Concluindo:

1
lim (1 — 2:1:2) sene =0 =1,
z—01

(6,0 val.) 5. Considere a func¢ao f : R — R definida por

xarctg(3lnzx), sex >0,
flz) = e 1, sexr <0’

a) Mostre que f é continua em z = 0.



Numa vizinhanga de cada a # 0, f(z) coincide com uma fungdo que pode ser obtida
de fungoes polinomiais, exponencial, logaritmo e uma inversa trigonométrica, todas
fungoes continuas nos seus dominios, usando somas, produtos e funcao composta. Por
isso, f é continua em R\ {0}. Falta mostrar que f é continua em a = 0:

F(0)=f(07) = lim (e®) —1)=1-1=0,

z—0~
f(0%) = lim warctg(3Inx) = 0. <_E) —0.
z—07F 2

Como f(0) = f(07) = f(0T) concluimos que f é continua tamém em a = 0. Logo f é
continua em R.

Calcule, se existirem, as derivadas laterais de f na origem. Que conclui sobre a dife-
renciabilidade de f na origem? Escreva a funcao f’.

. tg(3lnx) — 0 . ™
HO) = iy ZEEC _ | _ T
£4(0) lim, 0 Jim, arctg(31Inx) 5
@) _1)—0 e@®) —1
MO = fim & =D=0 L e =1 oo
fe(0) = lim ~——— v T I

Como f/(0) # f(0) concluimos que nao existe f/(0) e, portanto, f nao é diferencidvel
em 0.

arctg(3lnx) + m, se z > 0,

2:56(7”2), sex <0.

fi(a) =

Mostre que [0, +o00[ C f(R™)

Como, limy, 1o f(z) = (+00) - § = 400, f(1) = 0 (logo, 0 € f(RT)), e como f é
continua em R™, pelo teorema de Bolzano (ou do valor intermédio), podemos concluir
que [0, 4+o0[ C f(RT).

Seja g : R — R~ uma fungao diferencidvel e injectiva, tal que g(2) = —1, ¢’(2) =4, e
h = fog. Justifique que h é injectiva, h=! ¢é diferencidvel em h(2) = e — 1 e calcule
(h=1Y(e - 1).

Em R~ a funcao f é estritamente crescente, logo a sua restricao a este conjunto é
injectiva. Como g é injectiva e g(R) C R™, a fungao h é a composta de duas fungoes
injectivas, logo, é injectiva e, portanto existe a funcéo inversa h~!. Como é a composta
de duas funcgoes diferenciaveis, h é diferenciavel em R e, pelo Teorema da derivada
da funcdo inversa, h~' é diferenciavel no contradominio de h e, em particular, em
e —1 = h(2). Além disso, usando também as regras de derivagao da fungao inversa e



(2,0 val.)

da funcao composta,

(hY(1-e) = = s =

6. Seja f uma funcao continua e majorada em I = [0, +oo[. Justifique que a funcao G dada

por

G(x) = sup f ([z,+ocl) ,

estd bem definida para cada x € I. Mostre que se G nao é uma funcao constante, entao f
tem maximo absoluto em I.
(Sugestao: comege por mostrar que existe a > 0 tal que G(a) < G(0))

Para cada x > 0, por definicao de fun¢ao majorada, o conjunto f([z,+oo[) é majorado e,
em virtude do axioma do supremo, existe sup f([x, +00]), ou seja, G(x) estd bem definida.

Como, para cada x > 0, [z, +oo[ C I, e portanto, f([x,+oo[) C f(I), podemos deduzir que
sup f([z, +oo[) < sup f(I), ou seja, G(xz) < G(0). Como, por hipétese, G nao é constante,
terd entao que existir a > 0 tal que G(a) < G(0).

Como f é continua no intervalo limitado e fechado [0, a], aplicando o teorema de Weiers-
trass neste intervalo, sabemos que existe M = max f([0, a]). Mostremos que G(a) < G(0)
implica que, de facto, M = max f(I). Pela definicao de G(x), aquela desigualdade implica
que, sup f([a, +oo[) < sup f(I) e, portanto, sup f(I) = sup f([0,a]) = M. Uma vez que
M € f(I), concluimos que M = max f(I).



